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1 �������

�������������������������������������

���������������������	��
������������

������	������

1.1 �������

�� 1.1 � f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0 �������
����� p

�� {
p | ai(0 ≤ i ≤ n − 1),
p2 ���� a0.

�� f(x) ��������

������������ f(x) ����������������������

���� ⎧⎪⎨
⎪⎩

f(x) = (xm + · · · + blx
l + p(bl−1x

l−1 + · · · + b0))×
(xn−m + · · · + c1x + c0),

� p ���� bl, c0.

���� xl ������Æ��� p | al�����

(xm + · · · + blx
l + p(bl−1x

l−1 + · · · + b0))(xn−m + · · · + c1x + c0)

�� xl ������ p ������������� f(x) ��������� �

�� 1.1 �� p �����������

f(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + x + 1

��������

������

f(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + x + 1 =
xp − 1
x − 1

��������

g(x) = f(x + 1) =
(x + 1)p − 1

x
= xp−1 +

(p
1

)
xp−2 +

(p
2

)
xp−3 + · · · + ( p

p−2

)
x + p

����������������������� �
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1.2 �������������

�� p������f(x)� g(x)�������������� f(x) ≡ g(x) (mod p)
������ f(x)− g(x) ��� x �������� p ������������

f(x) ���� g(x) � p ���	�

x + 1 ≡ x − 1 (mod 2),
x2 + 3x + 1 ≡ x2 + x + 1 (mod 2),

x2 + 5x + 13 ≡ x2 + 2x + 1 (mod 3).

��������������� 1�������� x� x+1� 2�������

���� 1�������� x2, x2 +x, x2 +1� x2 +x+1� 2���������

�� 1�������� x3, x3 +1, x3 +x2, x3 +x2 +1, x3 +x2+x, x3 +x2+x+1, x3 +x

� x3 + x + 1 � 2 ������

x2 ≡ x · x (mod 2),
x2 + x ≡ x(x + 1) (mod 2),
x2 + 1 ≡ (x + 1)(x + 1) (mod 2),

	� x2 + x + 1 (mod 2) ��������� 2 ��������������� 2
�����������

x3 ≡ x · x · x (mod 2),
x3 + 1 ≡ (x + 1)(x2 + x + 1) (mod 2),

x3 + x2 ≡ x2 · (x + 1) (mod 2),
x3 + x2 + x ≡ x · (x2 + x + 1) (mod 2),

x3 + x2 + x + 1 ≡ (x + 1)3 (mod 2),
x3 + x ≡ x(x + 1)2,

�� x3 + x2 + 1 (mod 2) � x3 + x + 1 (mod 2) ��������� 2 ������


�	�����	���
�	�������� 3 ������
�����

� 1��

�� 1.2 �� f(x) = x4 + 3x3 + 3x2 − 4x + 1 ��������

��������� f(x) �����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�����������������

�������������

���������

���������

�����

� x = ±1 ���� f(1) = 4, f(−1) = 6���������� f(x) �������
����	�	���������
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� f(x) � p = 2 ���� 2����� 2 ������� x (mod 2), x + 1

(mod 2) ����������

f(x) ≡ (x + 1)(x3 + x + 1) (mod 2),

�� x3 + x + 1 (mod 2) Æ���������� f(x) ������������

��	�����������

��	��������

f(x) = x4 + 3x3 + 3x2 − 4x + 1

��������� �
�� f(x) �������� 1 ��������p ������������

	�������

(0) �� f(x) ������� f(x) (mod p) �� p �����

(1) �� (0) �		���
�� f(x) (mod p) �� p ������������

� f(x) ����������������������
�����

(2) �� f(x) (mod p)���������� f(x)�����	� f(x) = x2+x+2�
� p = 2 ��

f(x) ≡ x(x + 1) (mod 2).

� f(x) ��������

�����������������������������������

��������������������

1.3 �������

�� 1.2 ���� p �������� anan−1 · · · a1a0���

an, an−1, · · · , a1, a0 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

��

f(z) = anzn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0

��������

����������� z �� f(z) = 0�� Re(z) < 4� Re(z) ���� z ��

	�� x = Re(z) > 1��� x = Re(z) ≤ 1����� Re(z) < 4�����

Re
(

1
z

)
=

Re(z)
| z |2 > 0.

3



��������

| a | + | b |≥| a + b |≥| a | − | b |
��

0 =
∣∣∣∣f(z)

zn

∣∣∣∣ ≥
∣∣∣an +

an−1

z

∣∣∣ − ∣∣∣an−2

z2
+ · · · + a0

zn

∣∣∣
≥

∣∣∣an +
an−1

z

∣∣∣ − (
an−2

| z |2 + · · · + a0

| z |n
)

≥ Re
(
an +

an−1

z

)
− 9

x2
− · · · − 9

xn

≥ 1 − 9
x2 − x

⇒ Re(z) < 4 ����� x = Re(z) > 1�.

������� f(z) = g(z)h(z)��� g(z)� h(z)����������� h(z) = 0
����� α��� Re(z) < 4 �� 10 − α ≥ 10 − 4 = 6����� h(z) = 0 ���

��
�� α, ᾱ�����

(10 − α)(10 − ᾱ) = 102 − 20Re(α)+ | α |2≥ 102 − 20 × 4 > 1.

���� | h(10) |> 1����� |g(10)| > 1�
�� f(10) = g(10)h(10) � f(10) = anan−1 · · · a1a0 = p ������	�

f(z) = anzn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0

���������� �

�� 1.1 �� f(x) = x4 − x + 1 ��������

�� 1.2 �� f(x) = x5 + 3x4 + x3 + 7x + 1 ��������

�� 1.3 �� f(x) = x5 − x2 + 1 �	������

�� 1.4 �� f(x) = x5 + x4 + 8x3 + 5x2 + 8x + 9 ��������

�� 1.5 �� f(x) = x6 − x3 + 1 ��������

�� 1.6 ���� f(x) = x7 + x5 + x3 + x2 − 1 �����������

�� 1.7 �� f(x) = x6 + 3x4 + 1 �������� 1

�� 1.8 �

(1) ��	�� 3 ��������
������ 1 
��
1����� 2 �� 3�
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(2) ���� f(x) = x6 − 6x4 + 6x3 + 12x2 + 36x + 1 �� 3 ����

(3) �� f(x) ��������

�� 1.9 �

(1) �� x3 − 3x + 1 �	������

(2) �������

(x3 − 3x + 1)(ax + b) + 12 − 3x2

������������������� (a, b) �������

� ���

���!������� 1, r1, r2 (1 < r1 < r2)����������������
�������"����

���

���

(1) ���� a, b ��

(x3 − 3x + 1)(ax + b) − 3x2 + 12 = f(x)2

�� f(x) �����������	� a, b ���� f(x) ���

(2)  α � x3 − 3x + 1 = 0 ��������������#������� α �

�������������

����Ǳ

�� n ���"������	�

T (n) =

{
n
2 n���,
3n+1

2 n���.

����� ��"�� n, ���	$������	�

n, T (n), T (T (n)), T (T (T (n))), · · · .

	�� n = 7 ��	$����

7, 11, 17, 26, 13, 20, 10, 5, 8, 4, 2, 1, 2, 1, · · · .

����Ǳ���� 	�"�� n, ��		$���

n, T (n), T (T (n)), T (T (T (n))), · · ·

������ 1��
�������� 1 � 2 %�����
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