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1 �������

�� 1.1 (�����) ����� s ������������	�������

(x, y) ��

x2 − sy2 = 1.

����
�� ?? ����	����������� (x, y) ��

x2 − sy2 = p,

�� p ��� | p |≤ 1 + 2
√

s �������	��	����������

(x1, y1), (x2, y2) ��{
x2

1 − sy2
1 = x2

2 − sy2
2 = p

x1 ≡ x2 (mod p); y1 ≡ y2 (mod p)

⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
x1x2 − sy1y2

p

)2

− s

(
x1y2 − x2y1

p

)2

= 1

x1x2 − sy1y2

p
�

x1y2 − x2y1

p
���.

�� x1y2 − x2y1 = 0���
x1

x2
=

y1

y2
= n.

��

p = x2
1 − sy2

1 = n2(x2
2 − sy2

2) = n2p ⇒ n = 1.

�� (x1, y1), (x2, y2) �	��������������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x =
∣∣∣∣x1x2 − sy1y2

p

∣∣∣∣
y =

∣∣∣∣x1y2 − x2y1

p

∣∣∣∣
x, y ������� x2 − sy2 = 1.

�	�	����� (x, y) ��

x2 − sy2 = 1.

�
�	�� (a, b) ��������� x2 − sy2 = 1 ������
�Ǳ����


��� x2 − sy2 = 1 ������ (x, y) �
�����

x + y
√

s = (a + b
√

s)n.

�� 1.2 � (x, y) ���� x2 − sy2 = 1 �����������	�������

n ��

x + y
√

s = (a + b
√

s)n.

1



������ (x, y) �����

x + y
√

s = (a + b
√

s)n

�����������������
�
 x > a > 1; y > b��	
�����

�� (x0, y0) ���

x0 + y0

√
s =

x + y
√

s

a + b
√

s

= (x + y
√

s)(a − b
√

s)

= (ax − bys) + (ay − bx)
√

s.


���

x2
0 − sy2

0 = (ax − bys)2 − s(ay − bx)2

= (a2 − sb2)x2 − s(a2 − sb2)y2

= x2 − sy2 = 1.

�


x0 = ax − bys

=
a2x2 − b2y2s2

ax + bys

=
(a2 − sb2)x2 + sb2(x2 − sy2)

ax + bys

=
x2 + sb2

ax + bys
> 0

y0 = ay − bx

=
a2y2 − b2x2

ay + bx

=
−b2(x2 − sy2) + (a2 − sb2)y2

ay + bx

=
y2 − b2

ay + bx
> 0 (�� y > b)
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�

x − x0 = −(a − 1)x + bys

=
−(a − 1)2x2 + b2y2s2

(a − 1)x + bys

=
−sb2(x2 − sy2) + [sb2 − (a2 − 2a + 1)]x2

(a − 1)x + bys

=
−sb2 + 2(a − 1)x2

(a − 1)x + bys

=
2(a − 1) + 2(a − 1)sy2 − sb2

(a − 1)x + bys
> 0 (�� a > 1, y > b)

�� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 < x0 < x

0 < y0

x2
0 − sy2

0 = 1
x0 + y0

√
s ���� (a + b

√
s)n ����

�� (x, y) �����

x + y
√

s = (a + b
√

s)n

��������������������
 x2 − sy2 = 1 ���������

�

x + y
√

s = (a + b
√

s)n

���� �

�� 1.1 ���������

n(n + 1)
2

, ��� n �����

�������������������������������������


�����

�� 1.2 1 ������ n ���n ��
��������� (n + 3)2�

�����

� ABCDEF ���������

AB//DE,BC//EF,CD//FA.

������ ACE ���� BDF ������

1�� n = pq��� p � q ������
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������

���������
��� abc �Ǳ������������������	�

���� f(x) � g(x) ���������� f(x)3 − g(x)2 �= 0��
�


deg(f(x)3 − g(x)2) ≥ 1
2

deg f(x) + 1.

�	����	���
����Æ�����	
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