
� �

1 ��������� 1

1.1 ����������������������

���� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 ���������� . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3 �������� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.4 ������� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.5 	������������ . . . . . . . . . . . . 6

1.6 ���������� . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 ������� 9

2.1 ��������� . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2 ��
�������	�	��	�	� . . . . 11

2.3 ������������	
�	�	��� . 13

2.4 	����� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.5 �
����

���� . . . . . . . . . . . . . . 16

2.6 

����� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2

薇閣中學 《淺談數論》 許志農



1 ���������

����

��������������������

������
�������������

��������������������

�������
������
����


�������	�����
������

����			�����

�����	 � � ×�+1 � −1������

����
���������������

��������	����	������

���	����������������

����
������������
��

������
�������������

�����

������	�������������	������

������	������������	��������

����	����������	�	

	����
�	

�������	�

��	��
�����������

�����
����������������������

�������	
�������������������

���		��������������������
�


		�	
 ��	����
�	����
��	�����


���������������	
�
�	�	��

������������
����	�
�������


�����	� �����!����!��������

��
�
���������"�������


�������#�������������

��� $�%�������	&�������	&���

�
��'%����	�
(��������������

)�*���+��

1

薇閣中學 《淺談數論》 許志農



$���	��


$�

	&

���������������������������

��������������	����	
����
	 

	
�����
�
!������	�������
��

����,������������������
����

�������
���!�������-���
����

��������������
�������������

����

1.1 ��������������������������

��
.������
 ������
�
����
��

	%����"���������������������

����#���������������#�������

���	��/�������� ����
�#�����

��/��������+
��� �����������

����
 #��������

2

薇閣中學 《淺談數論》 許志農



$�

	&

���	 32 ���+
� 32 ���+
�$��	&����

�+
��

1.2 ����������

$�
$0�����+
����	��+
�����)�

*����+
���$����������+
�����

�%���+
����&���+
1��
���!�	&

�����+
�

�����+
	 �������+
� �����


�$��"!�����+
���������������

��

$�

	&

2�		��������������$��	&�����

������#���������������������

��3����"�������������� 32��'��

&�$���	�����	&������
� �

3

薇閣中學 《淺談數論》 許志農



1.3 ��������

��
�	�����	���
������
���
��

��������4��������

��"�	����

	��������������	���������$��

�����	�����
�
����������

�� 1 ����4���/
����(������(���

����

�

����

�

��������������		����
�


(��������(���	�����������+

��������	��������

����	������(����5������(����

��	����
���	��������(������	

�����(���������(������	�����

(����	������
�� �����������

�	���������������������	����


 ������
���������� �

	����
��	% ������
���

�� 1 ��� AB ���
�(�� n ���� AB ��� 

n + 1 .���� n �(��4	 A � B����4�����

n + 1 .�����4	 AB � BA �.�)	����

4

薇閣中學 《淺談數論》 許志農



BBBBBA A A A

1.4 �������

6����
����������6!� 100 � �����

�&�����
�������
����'�#� ���

���&��	6�
�������
����'�#� �

�����&����	���7�	�	�+�������

���������������6����
�������

����

100
49

51
6

45

3

3
2

1

1

1

6 � 6 � 6 �

�

����8������	

� 6� 100 � 49 � 51 �&�


 �
� 51�'��� 6 � 45 �&�

� 6
� 6�'��� 3 � 3 �&�

� �
� 3�'��� 1 � 2 �&�

� 6
� 2�'��� 1 � 1 �&�

� ���
� 1��&�����������

�������	������	��%������+9

-������������9�������
���!��

�����	%�������%�������������

�
��

�� 2 ���-����'�����!��������	%

�������&%���	�


5

薇閣中學 《淺談數論》 許志農



1.5 	������������


�������������
��������(����

�����
����	������� ��������!

��������' �����������

������"(�������������� 16 ���

����
��)*�������������������

�	 4 �� ��.�+����	��"(���"(�	


��:����	�*	�""(����

�	;9	 12 ���	�	 12 ��)� 24 ���� 12 %

'����)����	��*	3�"�"(����
��

9-�

�� 3 ���!�������	%�����#����<

��

��������

�� 4 ����4�	��	 15 ���6�����
���

��
�����6!�������������
����

���
��
����������	���
������


������

�����6��
�����

6

薇閣中學 《淺談數論》 許志農



61 63 �1 �362 �2

6�������	
�
���6�����
������

�����

���6��	%�����#����<��

1.6 ����������

����=�������������6����
�
��

����6!
'�+��������%�
�


1 2 3 4 5

�
������	

�+�
����&�7�����


����>�����>���
����� 20�������

������>����� 20��������6������

������

� 6
 3�����	 17 
 �
 4�����	 13

� 6
 2�����	 11 � �
 5�����	 6

� 6
 3�����	 3 � �
 1�����	 2

� 6
 2�����	 0��6��

20 1 2 3 4 5 ����

6 � 17

� � 13

6 � 11

� � 6

6 � 3

� � 2

6 � 0���

�� 2 ���6��	%�����#����<��

����#���

7

薇閣中學 《淺談數論》 許志農



2 �������

����

��	��<��
���	��
����

�������
�9���	���<�



�����%��� �	�*	�

�

�������!	���-
����
�

�������

�����/
������ ������


����?������	�������

�������������+.�����

�	�����	�������			�	

����#���������������

��������
��	����
)��

	��9������(���
�����

����������

��� ������/,��
�@ 1632 0�%������

����,��' 70 �����&������

0��� 

����%������������A�/,�����1�

� 10 0�

0��/,������� ���'��0�
B����

�������	�
C�����
����������'

������	��-����� ����%�������

/,�����D��������'�
���0���E�

���/,����0�
�
C��


8����F���0����'������0*7G�


��������
���������
�
�'�����

0
����(����(����	'��E���(2�:

0�'��A��.F���0�������3������

���

�
��H����
��	�����$����<���

�$����<�����	��������<�
	
��

9

薇閣中學 《淺談數論》 許志農




����
����$�!��
 �������
����

�����������I*������+��������

�0� ������!��%����������"���

������
��������������
������

��F���0�����

�
0 �0 �� �� �(�� �(2� F���A

a
6

a
12

a
7 5 4

a
2

F��/0 a �

/���������+��

a =
a

6
+

a

12
+

a

7
+ 5 +

a

2
+ 4 ⇒ a = 84.

�F���0������F�������0�������

�(����(2��F���A����������#��

����������������+��������� 


����
�������� �������

2.1 ���������

#��������/,�
�@ x 0��������@ a 0

�
����/,��0���@����������3��

��

�

�

#@

0�
0 7070 − (x − a)

�� ��

3(1642 − x)

a − 1 a 1632 x 1642

x − a

 �� ��� �A

�� 1642 − x 01632 − (a − 1)

10

薇閣中學 《淺談數論》 許志農



/���������+��⎧⎨
⎩

3(1642− x) = (x − a)

1632 − (a − 1) =
70 − (x − a)

2

⇒
{

4x = a + 4926

x = 3a − 3196

⇒
{

x = 1634,

a = 1610.

�&/,���@ 1610 0�
�
C��� �

�� 5 ������0
����
��0���
�	���

�
����0����� 41 ������������0
0

���


2.2 ��
�������	�	��	�	�

�1

����
�������	�	��	�	����

��
��J���������<�����	���'#�

��	��	2������	��	��������J��

K��4#��������	�������	����'�

��+�����

�� 3  ��'��(L$��35
�� M4������

����	�� �����
 1758 06�4#�������

���A������6����'�����A����6�

����$ ������ P �����0������A��


#@ 1701 0�#@ 1800 0�

(1) ���� ��� P ≥ 72�

(2) ���J�������
A����)��� ���6

�4#�����&�� P ≤ 78�

(3) -������J���7�)� ���������N

���$�&������:A���6�4#�����

����5��A��� ������6�4#�����

11

薇閣中學 《淺談數論》 許志農




�8����� �������
 (1) 5 (2) ����

P ���'��'�� ��������


����#���

(1) ����
���������

� #@
1700 1800 1900

P P

1758 1758 + 2P

�	����
!� 18010� 19000
�����
� 1901

0���-��/&�����

1758 + 2P ≥ 1901 ⇒ P ≥ 71.5.

�	�� P �������� P ≥ 72�

(2) ����
���������

� #@
1600 1700

P P P

1758 − 2P 1758

�	����
!� 1601 0� 1700 0
������
�

1600 0���-��/&�����

1758− 2P ≥ 1601 ⇒ P ≤ 78.5.

�	�� P �������� P ≤ 78�
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��A���������


� P = 73�� ���� 1101 0� 1174 0���6��

��A���������

�� P = 74�� ���� 1018 0� 1092 0���6��
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� �3 · 5 = 15
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%�� 3 � 5 ��.�����	���������� 3��

��������� 5��� 3 � 5 ��.���� 15����

��)��	 8+15����&���3a+2 � 5b+3�)��	

8, 23 = 8 + 15, 38 = 23 + 15, 53 = 38 + 15, · · · ,
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8, 23, 38, · · · .
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 �����)�����

�	���)��� 23 ��%�� 15 � 7 ��.��

��� 15 � 7 ��.���� 105������)��	

23 + 105 = 128��&���)����	

23, 128 = 23 + 105, 233 = 128 + 105, · · · .

� �	)����4�

/ 
 $�� 15 �� 8 �� 7 �� 2 �)��	�� 105 �

� 23 ����


	*�$#�
����$�� 3 �� 2�� 5 �� 3�

� 7 �� 2 �)��	�� 105 �� 23 ������� 105 �

3, 5, 7 ��.����� 23 ����5	��<��.����

�� 6 .� 5 �� 3 �� 8 �� 6 �)���

�� 7 	�=���>��� 5 ����� 3 ��� 8 ����

� 6 ��� 13 ����� 7 ����=	��


2.4 	�����

���9���x � y ���������	
(������

�������	� 13x − 7y + 8 = 0 �����	
(�
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���	�+�� 13x − 7y + 8 = 0 6� ��

13x + 8 = 7y,


�	
	�����
(�
�	��� 	� 13 ��� 8 �

� 7 ��� 0 �)��
��Q��"�+��

� !.��)���

�		� 13 �� 8
����� 13��	� 7 �� 0
��

���� 7���
	� 13 �� 8
���	�3�4��

)���#���	

8, 21, 34, · · · .

�	��� 21 � 7 �� 0��� 21 ����)���


 �����)�����

�	���)��� 21 ��%�� 13 � 7 ��.��

��� 13 � 7 ��.���� 91������)��	

21 + 91 = 112��&���)����	

21, 112 = 21 + 91, 203 = 112 + 91, · · · .

� �	)����4�

/ 
 $�� 13 �� 8 �� 7 �� 0�)��	�� 91 ��

� 21 ����

� �	
(���4�����4���

/��$��13x + 8 � 7y �)������ 91 ��� 21

����R: 91t + 21 ����#� t 	�����	�

13x − 7y + 8 = 0 ���
(�	{
13x + 8 = 91t + 21

7y = 91t + 21
⇒

{
x = 7t + 1

y = 13t + 3
�t �����

���	� 13x − 7y + 8 = 0 ���������
(�

(−6,−10), (1, 3) � (8, 16) ����� t = −1, 0 � 1 ����
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�

�
y

x

(8, 16)

(1, 3)

(−6, −10)

�� 8 .	� 11x − 9y = 7 �����	
(��

2.5 �
����

����

� 4 �4 ����&	"P�+��
�����

9�

1 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 2, 1 + 3, 2 + 2, 4

����"����)	������+������ 5 �4 

����&�)	

1+1+1+1+1, 1+1+1+2, 1+1+3, 1+4, 1+2+2, 2+3, 5

�
���+��

�� 9 ��� 6 �4 ����&	"P����4�����

�"�


	�+"��# P (n) 		� n �4 ���&�����"

��+��
��� P (4) = 5, P (5) = 7�
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	����� 〈P (n)〉�

��� P (1), P (2), P (3), · · · , P (69)

� 69 ���� 1890 0�MacMahon ��� P (200) ��

P (200) = 3972999029388.

�� 〈P (n)〉 ���	 n ����P (n) 4� ��������

#����� P (n) ��#���	��
������ P (n) �

��������?����
�S$�'�
	� n �� 5 �

4 �� P (n) � 5 ����� n �� 7 � 5 ��P (n) � 7 ��

��� n �� 11 � 6 �� P (n) � 11 ���
����


�� 1 (
�S$��)

5|P (5a + 4), 7|P (7b + 5), 11|P (11c + 6).

	�
�S$��
��� P (n) ���	�"����

�� 4 �� n �( P (n) � 35 ����

���� n �� 5 � 4��� 7 � 5 ��P (n) �� 5 � 7 ��

��: P (n) � 35 �������� 5 � 4��� 7 � 5 ���

� n �������
�,���"�+�.�� n�

� !.��)���

�		� 7 �� 5
����� 7��	� 5 �� 4
���

��� 5���
	� 7 �� 5
���	�3�4��)�

��#���	

5, 12, 19, · · · .

�	�	� 19 � 5 �� 4��� 19 ����)���


 �����)�����

�	��)��� 19 ��%�� 5 � 7 ��.����� 5

� 7 ��.���� 35�����)��	 19 + 35 = 54�

�&���)����	

19, 54 = 19 + 35, 89 = 54 + 35, · · · .
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� �	)����4�

/ 
 $�� 5 �� 4 �� 7 �� 5 �)��	�� 35 ��

19 ����

�	�� 5 � 4��� 7 � 5 ���� n � 35 �� 19��&�

� n �5 35|P (n)��� 35|P (35k + 19)����
�� 35 ��

19 � n �( P (n) � 35 ���� �

�� 10 �� n �( P (n) � 77 ����

�� 11 �� n �( P (n) � 385 ����

2.6 

�����



�� P (n) �8	��3�.��

P (n − 1), P (n − 2), · · · , P (2), P (1)

��4�
���	������4�3�
����
���

4���	

�������
�����
〈

k(3k+1)
2

〉
	���

��� ��9�

�
k(3k±1)

2 �k 	�������.�������

1, 2, 5, 7, 12, 15, · · · .



�
���� 〈P (n)〉 �5

P (n) =[P (n − 1) + P (n − 2)]−
[P (n − 5) + P (n − 7)]+

[P (n − 12) + P (n − 15)]−
· · · ,

�������� P (0) = 1, P (−1) = P (−2) = · · · = 0���	�

��

�������
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/ P (1) = 1, P (2) = 2, P (3) = 3, P (4) = 5, P (5) = 7 5

�

����	��

P (6) = [P (6 − 1) + P (6 − 2)] − [P (6 − 5) + P (6 − 7)]

= [P (5) + P (4)] − [P (1) + P (−1)]

= [7 + 5] − [1 + 0]

= 11.

�� 12 ,�

������� P (7) � P (8) ���
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