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(1) ������

1



�� 3 �

���
��
� 5 �����������������

� 3 + 5 × 4 = 23 ��

(2) ������

�� 3 �

�
���� 3 × 2 ������ 3 × 1 ��������

���������������� 3 + (2 × 2 + 1) × 4 = 23

��

����������������)����

��� ���� m × n ���������������	�

���
���*����� mn − 1 ��
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�������� 10����
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����� �������������#���
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	��	�����0��������������	�)��

9�-�������
��)���� ������� 4× 3

���������������������������

�����������������������$ 1�

��������:����&������������&

��������������������$ 2���&�	

���3�����������������$����

���������;�

1

� 1 ���

1

2

� 2 ��� � 3 ���

2

1 3

	�
��0
���

�� 1 ����� 4 × 3 ���������#����)��

������#�� 1, 2, 3, · · · 11 �����$�
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�������� 11 �����������	*�%���$

����&���	*����$�
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���+����������+�

�� m × n ����������������:����0

�������������������#�������

���������������������:������

��������$������������������

	�����$���������������������

������+�����������$��������
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	 � 1 �������$ 1 ��������������

���������


 �����#�������������$�

� ��������	�����$�

� �����#����)���������������

$�

��%������ m × n ���������#���

�)���������������$������� mn− 1

�������$����������$� mn− 1�1���

� mn − 1 ���

������
����	��������������

��#������)�����<� D. Zagier�����

��,�3����#���$��,���	�������
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�������
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��� ����- N ������������������
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4����������(���	����4�� n ����

-���� )������������ n �4���

���������������4����������

����������3�����������������

�����������&�	��#����� ���4

��������;���	�������n �4�����

��%�������	��� n �4�������
���

�� �������
�����4��
��

5

2 2 × 3 = 6

1 1 1 × 1 = 12 1 2 × 1 = 2

3

1 1 1 × 1 = 1

 ���������4��= 6 + 1 + 2 + 1 = 10 >���

�
�	��	�����
���������
����

4������=�
��
n(n−1)

2 >��	���������

	����������4���	?�����������

�	5�����
����� �	�����������

����
9���������	���/�

(1) � N = 1 ���������������� 0 ��	

N − 1 = 1 − 1 = 0 ��

(2) �� N = 1, 2, 3, · · · , k ������������ N −1��

� N = k +1��@�����
������������

� x 	 y����� x+y = k+1, 1 ≤ x < k+1, 1 ≤ y < k+1�

1 x + y = k + 1, 1 ≤ x ≤ k, 1 ≤ y ≤ k�
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k + 1 �

� �

x � y �

�� 1 ≤ x ≤ k��-��� x ���������	�

x−1���	�y ���������	� y−1��! k+1

�����������

1 + (x − 1) + (y − 1) = (x + y) − 1 = (k + 1) − 1 = k���

���

�� 2 2������	��
�� ��� n �4����
n(n−1)

2 >�

2������	������	���������	�

,��,�����2���$����	������	��

��	��%�����,�A,���!����	���

���B���	��� C���D�-��������

2!� �����������������

�����


������������������� 2��������

�������� 2 ���������������� 2 ��

&�	��#���� mn ���������������

��

����� k ���������������������

������������� 2, 3, 4 ����� k ������

�� k + 1 ��- mn = k + 1 � k = mn− 1�1� m× n ���

������������� mn − 1 ��
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2 �������������

1831 ����	�� "3�


����#�����	%�&��

���� (a, b) ��	� a + bi  


,�"��	���%�����	

����������3E�F� �

���
���$.������(

�	����#��%�	���

�3"������	�&���

����������������

��	����"&������

����������4�����

������+���%����������

�	�������"!����#�!���
��

�����%�����������	��/��$���

#5����,���������"G��	��	"

����������6��(�%�������7#	0�

� #������!�������������8��

�������� �����		5����������

�������	�fans��

��� (����) �:��

,�� P (a, b) 	 Q(c, d) �%

�&�����������

�9�

ad − bc

���!���

�

�

x

y

P (a, b)

Q(c, d)

O
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���� ��:H�� a < c 	 b < d�������
�

��� ab < cd���9� ad 	 bc������ ����'�

	'����������� �F	�)�����

�2����;%!	���-��������	�	9�

�����/������������� "������

�-����������/�

��� (��$%����)

�:��,��� � ���

p, q, r ��/�����

�#�����&�
� �

�&�?���� � ���

a, b, c ��/���� a+ b + c

�7��+ p + q + r  ��

	�

a

b

c

p

q

r

���������������I�"����4���

�
�����'	#���������
�����(�

���(��������,���� x 1�����

��(����������&��� &�������

x ���1�7#�1�� �������(���1

�)����1���,��������	����
�
J

���K���$J��<��#L����/����� 

"���/�

a

b

c
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�M�&�#%�������&�����E�F)

	�����%���%���)��%�������� �

3�������	�����#%��	��=#���

���������

��� (��%�	�=#) !���'(�'(��*�

���$�'($	%��'����� N��O
�

%������&: 120 ���=)��'(�����!�

P�((��'(�
����&� 50 ���"��

���'(�'(�
�	$	%���>#����

�O
)���=�����P�((���=���P�

���
������	��
N	��	���	�

&	�"��#��
�����������������	

�����)�������������/

��� (���#��
) �

:��,���*��#��

#��+������$��

/��	�#�����

������	
�

,/���?������������
+�����

������?��������������3����

��	�����������������7�,���

�����#%�&������-�� ����7�

��	�L@��
'���*��!/�	 
,�����

� ������
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��� (��!/����)

!/��#%�&�� x 	

y %���������:�

�,��#�1�� 10 �!

/����� 6 �!/��

��L@���1�� S �!

/����� I �!/���

#����

S

2
+ I − 1.

��+��������Q


�A	���

�

�

x

y

(2, 2)

(5, 7)

(8, 4)

��Q
		��L@Q
	�

�������
��������������R����

���:���� �	/�

��� (����:) : �

��
����������

��C� 0 	 1 
�����

�����������

���	���
�I��

�������

0 1

0 1

0.25 0.5 0.75

1
2

1
4

3
4

N	���������������
�'�� 

�"�����/�9��S3�S������������

 �"������ −40� 	 −40� ����������

�� 3 ����,������
	������7��T	�

�������
0 1

1 0

0.75 0.5 0.25

1
2

1
4

3
4
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��� (�����1#�)

+�&����U���'(

P1P2P3 · · ·Pn(n ≥ 3)����

�"������*����

���� p �����+��

����+		+��� d

���
1��������

�	��������

(p + πd)d.

P1Pn

P2

�
�

'

(

�� 4 �����2�� l �!��
����������

��

�� �����%&)��"��'�*�����

1961 �%&)4��6#�#�"����"����

����� ,�O���������"�������

-"���
���"�����$����"��,-���

����%�	�(���"�������	��4�#�

�	(��$��"�����-���-		 ��&��

��
�&�� ��(����7����%&)���

��(����$����������V">���4�

��������0.606127�	!
��'!���">�"�

0.606��������"������"��,-��.&'

�3� 0.000127�%&)�����&��	���.&'�

��3��-������	,-�4����(���%

&)�������3+-��� ���������+� 

%�,��'��#.��	�	��.�G�����

�� �����)5������������!���

)5���	�9�-�"
��#6���%-�6�)E	

��	��������� "��	$%������)5

����
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��� (�����
���)

�:��,�$%�

y = 3.5x(1− x)

	�

y = x

��"��*���9��

�����

��$$%��"��%��

��

�

� y = xy = 3.5x(1 − x)

x

y

�.��		���� f(a)f(b) < 0 ��f(x) = 0 ��C�

a 	 b 
������	��+�������� x = a ��

x = b ���B���� x = a ������������	

 x = b �����������������B�I��

*���	

� �a b a b

�.��		������B��� y = f(x) 	 x #�

��� (��.��	���) �/�/�$���6� �


���V�C�������	�����)	��0!�

�����	1�D���N#�C�������D�(

��0/6
�������0!��0�	����)�

����6� �4	��	������������

�3��

N	����.��	�����
	��������

���	5���C��$����P��%�	����W�

��%�$�� �P�����������������
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������0���������������&�	�/

��
!	�+�����%��,���.��	���/�

��� (����X�	)

:��� �#� OAB �

%�&�����#��*

O = (0, 0)�

A =

(
3 + 7

√
3

2
,
7 − 3

√
3

2

)
.

�$ B ��%��

�

�

x

y

O(0, 0)

A
(

3+7
√

3
2 , 7−3

√
3

2

)

B

60◦

60◦
60◦

����
������1���1�7Y�H�����

�������%�Z��
�3������������

�����!���	��������Z�������

�����������������1					��2��

=�1���

��� (����1���)

��� a, b, c; p, q, r ����

a ≥ b ≥ c ≥ 0, p ≥ q ≥ r ≥ 0.

�+�

ap+bq+cr, aq+br+cp, ar+bq+cp

����1�

Z�

����������� ap+bq+cr, aq+br+cp 	 ar+bq+cp

�����
���=��1����

ap + bq + cr = (a, b, c) · (p, q, r);
aq + br + cp = (a, b, c) · (q, r, p);

ar + bq + cp = (a, b, c) · (r, q, p).
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-1�Q


−→a · −→b = |−→a ||−→b | cos �=� −→a 	=�
−→
b �>#�

	��
 ap + bq + cr ≥ aq + br + cp ≥ ar + bq + cp ��	�=

� (a, b, c) 	=� (p, q, r), (q, r, p), (r, q, p)
��>#�1�

�� 5 �=� (a, b, c) 	=� (p, q, r), (q, r, p), (r, q, p) 
��>#

��� α, β, γ��� α, β, γ ����1�

����2���1������������


ap + bq + cr ≥

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

aq + br + cp

ap + br + cq

ar + bp + cq

aq + bp + cr

0������ ≥ ar + bq + cp.

��� (��4'
���)

5����"�

a1a2a3, b1b2b3, c1c2c3

�� 17 �*���	4'
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
�� 17 �*��

c1

b1

a1 a2 a3

b2 b3

c2 c3

�� 6 (��"3�	) 5��#� ABC ��� AB = c, BC =

a, CA = b 3 ∠BCA = 30◦��	 a, b, c ���������

�� 7 (��4'
) 5��"� a1a2 	 b1b2 �� 7 �*���

	

a1b2 − a2b1

�� 7 �*��
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�4'
���4� 10����9�.���4��∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a1 10a1 + a2

b1 10b1 + b2

∣∣∣∣ .
�����4����"�

10a1 + a2 = a1a2

10b1 + b2 = b1b2

�� 7 �*���4'
��� 7 �*����4'
�-�

�����( 7  �!� 7 �*���! a1b2 − a2b1 � 7 �*

��

�!������2� d|a, d|b ⇒ d|(am + bn) �Q
��� �

3 � 43 � 57 ���

��������(�����
2������������

�������2����
���E���������E��

E���1��������E�&�����	*��+

�2�����"������,������������

��
���8+����/�����N"M�����E�

�$�����%����"��[�0���������

��������	���9�����������	�

���6��,����E���1#����������

��+������1�� ���������V��4��

4������$���$���������!&&����


�����������
�3���	��(���$��

��'������6����-�����������E

��1�	�����-	���������'�����

�����"��������	��� ���������

�������

��
2����������1����1��	���

������������#�.�����+�3����
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(#�$����:���������;��������

�	������.9��������&������4�\

��%����
������	��&&.��

��� ���

1, 2, 3, 4, · · · , 50

���������(�������

43, 57

�������������(�����������		

����	�����F'����$�"�����9,

��(�����		����	����

�� ��������	� 38�����	� 43 ����

38 × 43 = 1634 �$�"�� 34����F'� 34����

����(����	 38 	����	 43 �����

�����������
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