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Judith V. Grabiner  

萬生按：本文譯自 Judith V. Grabiner, “Is Mathematical Truth Time-Dependent?”, American 
athematical Monthly 81(4) (1974): 354-365. 並經由Grabiner教授授權讓我們在此刊登中文

，謹此申謝。Grabiner教授曾任教哈佛大學科學史研究所，是道本周 (Joseph Dauben) 教
的老師，因此，她與台灣HPM團隊關係之密切，當然不在話下。 

. 導言 

數學事實與時間相關嗎？我們通常會立即衝動地回答：不。當然，我們承認，自然

學事實的判斷標準，經歷著持續不斷地變遷，諸如哥白尼之天文學革命，達爾文之於

物學的革命，愛因斯坦在物理學上帶來的革命等。但是，諸如此類的科學革命，是否

發生在數學上呢？數學家經常必需回答這些問題，好比十九世紀的數學家Hermann 
ankel就認為：「在大部份的科學中，當一個新理論建立的同時，勢必拆毀前人們所奠立

理論，唯有數學，每個世代是在舊有的理論架構上，建立新的故事。」 
然而，Hankel的觀點並非全然正確。在過去數學發展的過程中，也曾出現過多次動

。譬如說吧，古希臘歐幾里得建立的幾何公設系統，它將數學從經驗科學轉變成為全

智識的領域；再者，當我們考慮十九世紀非歐幾何與非交換代數的發現，這些發展，

我們認識到數學並非獨具特別的地位，它反而只是一門透過邏輯連結的抽象學問。這

思想上的革命，改變了關於數學事實本質的觀點，也改變了什麼是可以或應該被證明

觀點。 
另一個數學革命發生在十八至十九世紀之間，並聚焦於微積分這門學問上。這個變

是針對數學是強力工具與新奇結果之看法的摒棄，轉而支持數學應是清楚明確的定義

嚴格的證明。由於這個變革，數學的基礎問題回歸到數學家本身，而不再是歷史學家

哲學家討論的重點，有關數學革命的特色，也因而不再廣泛地被了解。 
在這篇文章中，我將嘗試陳述這些曾經發生過的主要改變，然後，我也將研究是什



HPM通訊第十二卷六第期第二版 

麼樣的原因致使它發生，最後，我們將回歸到標題中所提出的問題。 

2. 十八世紀的分析學 － 實作與理論 

為了重建十八世紀數學活動的樣貌，讓我們首先關注一個著名結果的起源，也就是

Leonhard Euler導出餘弦函數的無窮級數公式的方法，他由下列等式出發： 
(cos sin ) cos sinnz i z nz i nz+ = +  

根據二項式定理展開等式的左邊，則二項展開式的實部會等於 cos ，於是他得到：  nz

2 2( 1)cos (cos ) (cos ) (sin )
2!

n nn Nnz z nz z−−
= −

           
4 4( 1)( 2)( 3) (cos ) (sin )

4!
nn n n n nz z−− − −

+ −‥‥
 

令z是無窮小弧度，並且令n無窮大，那麼，我們會得到：cos 1z = ，si ，

，等，於等式變成： 
n z z= 2( 1)n n n− =

4( 1)( 2)( 3)n n n n n− − − =
2 4

2 4cos 1
2! 4!
n nnz z z= − + −‥‥ 

因為z是無窮小而n是無窮大，Euler推論nz會是個有限的量，所以令nz=v 

於是我們得到
2 4

cos 1
2! 4!
v vv = − + −‥‥ 

  透過上述例子，我們實際欣賞了關於十八世紀數學家所進行推廣的工作。首先，他

們主要強調於結果的獲得，數學家們知道的許多來自這個時期的結果，這些結果冠上了

萊布尼茲 (Leibiniz)、白努利 (Bernoulli)、羅必達 (L’Hopital)、泰勒 (Taylor)、歐拉 (Euler) 
和拉普拉斯 (Laplace) 等的名字。但是，這些結果原先被獲得的方法，與今日我們證明它

們的方式全然不同。我們甚至會懷疑倘若歐拉與當代的數學家們，要是受限於今日嚴謹

的標準，是否仍舊能導出他們當時的諸多研究結果？當然，這也是十八世紀與現今數學

研究的一大差異。 
  至於是什麼原因，導致十八世紀數學家認為結果比嚴格的證明來得重要呢？一個主

要的理由，在於數學家參與科學的大探索，在文藝復興時代，發現新的知識，是所有科

學的主要目標。在數學上，解三次方程式的方法在1545年被公開，而擴張了數學知識領

域的版圖。到了17世紀末期，由於微積分的發明，提昇了數學家們對尋求數學結果的渴

望，透過這個強而有力的新方法，不斷地攻克浩瀚的數學新世界。我們很難想像有比解

決關於太陽系星球運行之方程式問題，更令人興奮的工作，即使多數數學家無法解釋為

何如此行得通，但微積分仍被視為是導出新數學結果的理想工具。 
  如果說，大部份十八世紀數學的首要目標是為了獲致結果，我們將期望這時期的數學

家使用這些數學方法，不斷地生產出新的結果。對十八世紀的數學家而言，研究的結果

回過頭證明了方法的有用性，數學也獲致大量的成功，跨越整個十八紀，諸如變分學、

畫法幾何 (descriptive geometry)、偏微分方程等新的數學分支興起，並且各自擁有其專屬

的方法與研究成果，而一些早已存在的分支也益加成熟，如同數學物理與機率論等。 
 十八世紀數學所產生的第二個重要延拓，以及所衍生出的相關結果，主要在於數學
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家大量地依賴符號的力量。有時，似乎只要我們能一致地利用符號寫下來，敘述的正確

性就是必然的。而且，這個假設並不單只能應用於有限的式子，處理有限的方法可以依

慣例地推廣到無限的情況，許多關於無窮冪級數的重要事實，都被發現可以將其視為一

個非常長的多項式來處理。 
 十八世紀，這個對於符號的信賴，在數學史上可說是個異例，需要在此詳加說明。

它主要來自於代數學與微積分學上的勝利，首先，我們來檢視代數學的情況，現在一般

所使用的符號記號法則，是由法國數學家韋達於1591年所引入，這也可被視為數學史上

最偉大的發現 (discovery) 之一。讓我們透過一個實際的例子來闡述他的威力。當我們考

慮： 
(2.1) 3 2( )( )( ) ( ) ( )x a x b x c x a b c x ab ac bc x abc− − − = − + + + + + −  
符號的威力正可幫助我們發現，從再多數值例子也難以看出來的事實：根與任意次數多

項式的系數之間的關係。方程式 (2.1) 為三次多項式，並有３個根。根據類似(2.1)的結

果，Albert Girard在1629年提出n次方程式有n個根的看法－這也是高斯後來稱之為「代數

基本定理」的第一次形式化。 
    但是，為何如同 (2.1) 的代數公式被十八世紀數學家認為是對的呢？主要因為代數是一

種「普遍的算術」(universal arithmetic)。方程式 (2.1) 的有效性，在於它是關於有效算術

陳述的一般化結果。至於我們前述關於歐拉的無窮論述，又該怎麼說呢？問題的答案是

類似的，正如同無窮十進位小數的算則，我們可以推廣並創造無窮級數的代數。處理無

限的過程像有限的情況一樣，只不過他們較為冗長罷了。 
   

關於代數支持符號使用的信念，在後繼的微積分研究之中得到提昇。萊布尼茲發明

了dy/dx以及 的記號來幫助我們思考，而這些記號也的確具有如此功能，當我們在積

分符號下進行變數變換的工作時，應該歸功於萊布尼茲的發明。假設y是x的函數，而x是t
的函數，當我們想要了解dy/dt時，萊布尼茲的符號幫助我們發現連鎖法則： 

ydx∫

dy/dt＝(dy/dx)(dx/dt) 
萊布尼茲其用於微積分符號的成功，強化了數學家對於符號論證能給出正確結論的信

心。 
  在十八世紀，對於符號的威力的信念，被擴展至數學之外的學科，舉例來說，它使

得化學家拉瓦錫 (Lavoister) 預知「化學代數」，而1813年Berzelius所發明的化學符號，本

質上，就類似於今日我們所使用的。任何想要平衡化學式的人都知道，這些符號是如何

地幫助我們思考。純符號論證有效性的想法，很快地從數學漫延至其它領域，並且向我

們展現了它將如何地風行。 
就上面所述，或許還不能引領讀者相信十八世紀數學家們對分析的基礎完全不感興

趣。而我也尚未摘要出十八世紀數學家們企圖討論dy/dx、極限、無限大以及積分之本質

時，所產生的總總紛歧意見。而這個世紀，Carl Boyer也稱之為「遲疑不決的時期」(the 
period of indecision)，意即大家對於數學基礎漠不關心的態度。為了達到我們的目的，在

此必需強調：對於基礎的討論，並不是十八世紀數學家關心的問題，同時，數學基礎的
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研究也不出現在科學期刊的研究之中，反而被歸放於一般教科書的第一章之中，或是在

一些普及讀物中可發現。更重要的，數學研究活動並不仰賴數學家徹底地理解他們所使

用的基本概念。但是，十九世紀中的情況已經不再如此，當然也與今日有所不同。 
  十九世紀的分析學的工作始於柯西 (Cauchy) 與布爾札諾 (Bolzano)，他們嚴密地處理

極限、收斂與連續等概念，以及需要用到這些概念來進行嚴密證明的相關定理。我們了

解這些證明是相似的，並且我們至今仍在使用。關於十九世紀分析學的新方向，不僅只

是技巧上的不同，它是關於數學面貌以及數學研究方式的一大改變。現在，我們描述十

九世紀的方法。並準備處理本文中最有趣的問題(從歷史觀點視之)。意即：是什麼原因促

使了新舊觀點之間的改變發生呢？數學家又是如何發展出現行的方式呢？ 
在這個改變中，有兩件事是必要的。最顯然地，嚴密證明所需要的技巧必須被發

展。我們會在第４節之中，討論主要技巧的發展史。此外，在態度上也需要產生轉變。

當然，光只有態度的轉變而沒有技巧，仍無法開花結果。但是，態度上的轉變雖然不充

份，但在建立嚴密性的過程中，卻是無可或缺的。我們的下一個任務，將解釋十八與十

九世紀之間，數學家們面對微積分基礎時，態度上的種種轉變。對數學而言，支配這些

變化的發生是自然的嗎？或是導因數學外在的因素所驅使呢？接下來，讓我們進一步研

究種種可能性。 

3. 為何數學事實的標準發生了變遷呢？ 

第一個可能的解釋，是如同我們今日用來說服學生那樣：微積分被賦予嚴密性是為

了避免錯誤並更正已發生的錯誤。但這事情並不是那麼一回事，出現在十八世紀的相關

數學研究中的錯誤，令人意外地少見。在此，有二個主要的原因：首先，某些結果可以

透過數值進行核驗，或透過實驗的方式。於是，結果的有效性不需依賴嚴密的數學基礎

而得到驗證。再者，更重要的是，十八世紀數學家擁有一種幾乎不會錯的直覺。雖然，

他們不由嚴密的定義引導，他們卻對分析的基本概念具有深刻的理解，許多十八世紀所

出現不穩固的論證都可以被挽救，並且過具體的假設而使之嚴密，這也支持了前述的結

論。然而，我們必需指出，當有越來越多數學家對複雜的函數、多變數函數與三角級數

感興趣的同時，避免錯誤的需求在十八世紀末變得越來越重要。在這些數學分支中，有

越來越多看似真實的猜想，難以透過直觀判斷。關心這些結果的同時，從而吸引了數學

家們對數學基礎問題的注意。 
第二個我們可能想到的解釋是：微積分在一種將數學一般化與推廣的精神中被賦予

嚴密性。十八世紀創造了大量的數學結果，或許是基於整合這些結果的需求，自動地將

數學家們的眼光，導向嚴謹性與公設化的基礎。但是，在柯西的工作之前的百年間，已

有了諸多的基礎研究結果，統整研究結果並不能使之嚴密，嚴密的功能不僅只是為了統

整，而是為了證明。另外，就微積分是在數學家們統整有價值的研究成果中變得嚴謹的

假設，我們必需稍加補充。在十八世紀的末期 
，多位數學家認為，數學領域發展的速度已趨緩，事實上，這樣的想法是有根據的，應

用十八世紀數學方法所得到的研究結果，絕大部份皆已開發完成。也許，當進展減緩的

同時，也該是時候坐下來反思數學家們所完成的工作了。這樣的體認也吸引了一些數學
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家開始關嚴密性的問題的。  
  第三個可能的解釋則與幾何學先驗的嚴密性有關。從希臘時代開始，人們都了解嚴密

性支撐著整個數學。我們也許會以為數學家的良知開始困擾他們，並以為分析學家會將

新方法回歸舊的標準中。事實上，歐氏幾何學為新的嚴密性提供一個良好典範。然而，

對於嚴密性的舊有想法並足以促使數學家們努力完成微積分的嚴密基礎，就如同150年來

從牛頓到柯西之間所呈現的情況。僅管歐氏幾何學標準與十八世紀數學家實作研究上的

不一致並未被忽視，柏克萊主教為了防衛十八世紀科學家與數學家們對於宗教不合理的

攻擊，於是在1734年攻擊微積分並不滿足數學家所謂的嚴密性。柏克萊認為他的對手們

同樣並未能在數學上進行有效而合理的論證，他承認微積分的結果是有效的，但攻擊它

的方法。他在《分析學家》中批評牛頓的微積分，他認為「消失的增量」在牛頓的微積

分中，扮演著關鍵的角色，並質疑道：「這些消失的增量是什麼？他們既非有限量，也

非無窮小量，又不是零，我們難道不應稱它們為死去量的鬼魂嗎？」柏克萊的攻擊，包

含了對牛頓微積分的數學論證進行逐一地批評，也促使許多數學家進而提出反駁。然

而，既非柏克來的攻擊亦非這些相關的回應，使得數學家們態度改變趨向我們所說明的

嚴謹性。首先，這些回應並不能使人信服，除此之外，數學基礎的主題仍未被視為重要

的數學內容。然而，柏克萊的確促使了人們去思考數學基礎性的問題，達朗貝與拉格蘭

日對於基礎的討論，在某些方面也都受到柏克來的影響，儘管柏克來對微積分的攻擊並

不足以使得基礎問題成為數學研究主要關注的焦點。 
帶來改變的過程中，還有另一個值得一提的重要因素：數學家對於教學的需求。接

近十八世紀末，一項重要的社會變遷發生，在這世紀最後十年之前，數學家通常在皇家

宮廷工作，他們的工作是研究數學，從而榮耀他們的支助者。但是自從法國大革命之

後，幾乎所有的數學家以教學為生。 
  這個關於數學家經濟環境上的轉變，除了宮廷數學家的沒落之外，另有其它些原

因。在十八世紀，科學家數量增加，由於所謂「牛頓的時代」以及牛頓科學的成功，使

得政府與商人們，認為科學是重要的，並且很有用。科學家也鼓勵強化了上述的信念。

也因此，政府開始建立教育機構來促進科學的發展。軍事學校因而被建立，並藉此促進

預備軍官在應用科學相關知識上的提昇。在已存在的大學中設立新的科學講座。其中關

於科學教育最重要的新機構，就是在十九世紀當時，被諸多國家譽為典範，法國政府於

1795年所建立的巴黎工藝學院 (Ecole polytechnique)。 
又為何數學家的新經濟環境(對教學的需求)幫助了嚴密性的促進呢？那是因為在教學

的過程中，總能促使教師徹底地反思該學科的基礎。也許數學家能充份地理解一個概念

以使用之，並且依賴他們從自身經驗之中所得到的洞見，但這對學習的新鮮人而言是行

不通的。即使是在十八世紀時，初學者難以接受別人這樣告訴他：「當你持續使用這個

概念若干年以後，你將會了解一切。」 
  有什麼證據可以說明，教學的確幫助促進十八與十九世紀數學家對於分析的嚴密化

呢？首先，直到十八世紀末，大部份的基礎研究並未出現在一般的科學期刊中，數學的

基礎也並非主要的研究問題。而這些研究成果，反而是出在一些演講、教科書或是大眾

讀物中。即便十九世紀，當基礎已經被建立成為數學領域中基本的一部份時，他們的源
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由通常也只在教學中才被提及。拉格蘭吉 (Lagrange)、柯西、外爾斯特拉斯 (Weierstrass) 
與戴德金 (Dedekind) 等人對分析學基礎的研究，同樣主要來自於授課演講。 

以上我們所提及的每個觀點，都可以用來幫助解釋是什麼力量驅使著數學家，從十

八世紀對於結果的重視轉向十九世紀對於嚴密標準的要求。其中，我們可以發現，拉格

蘭吉是一個促使改變的重要催化劑。拉格蘭吉對於數學基礎的興趣，首先來自於他在

Turin的一個軍事學校中教微積分的過程中。在1784年，他首次向柏林科學院提議，認為

處理微積分基礎是具有價值的問題，因而刺激了關於微積分基礎的徵文投稿。 
此外，拉格蘭吉在巴黎工藝學院的演溝，被出版於兩本具影響力的書中，從中他企

圖給予微積分一個一般性的代數架構。然而，拉格蘭吉並未真正解決數學基礎的問題，

我們也不再接受他把 '( )f x 定義為 ( )f x h+ 的泰勒展開數式中h之係數的作法。然而，關於

他企圖把微積分化約為代數的想法，的確影響了布爾札諾與柯西後來的工作。 
上述我們所討論到，關於態度上的轉變，對於建立微積分之嚴密性的過程而言，其

實並不充份，就如同拉格蘭吉的例子。為了建立數學的嚴密性，數學家們需要從那些方

面著手呢?有兩件事是必要的：正確的定義以及以幫助我們從定義導出那些已熟知結果的

種種證明技巧。在此，我們必須回答另一個問題：我們所需要的那些定義與證明，又是

從何而來的呢？

十八世紀的數學家本身發展了許多的數學技巧，並使許多基本的性質彼此隔離，即

使他們不知道這正是自己正從事的工作。而令人驚訝的是，柯西在嚴密論證過程所使用

的大量技巧中，有許多是早已圍繞在數學家身邊。這個事實也說明了對於分析的嚴密性

而言，需要從觀點上的徹底變遷，它並不是脫離十八紀的數學而自動發展。 

4. 十九世紀嚴謹之十八世紀源頭 

我們將透過一些從十八世紀數學研究工作，轉而成為十九世紀的定義與證明的實

例，來闡述十九世紀嚴謹性之十八世紀起源。我們所欲探討的十八世紀數學領域為關於

逼近的研究。無論是為了解代數方程或微分方程的數學家們，發展了諸多有用的逼近方

法。當當以結果論斷成敗時，一個逼近的結果比什麼都不做來的好。弔詭的是，當十八

世紀數學家進行逼近的工作時，反而對精確最為要求，他們利用不等式進行逼近的工

作，後來也成為分析嚴密性的基礎工具。 
  我們將討論兩個十八世紀關於逼近的工作：實際的逼近程序以及對於誤差估計的計

算。讓我們來看看十九世紀分析學利用上述工作來做些什麼。 
十九世紀數學家看待十八世紀逼近方法的一個新方式，是將逼近所得的結果，視作

為一種建構性的答案以及一種存在性的證明。例如柯西藉此發展出現今我們所熟知的

Cauchy-Lipschitz方法，證明微分方程之中解的存在性。這個證明是基於歐拉所發展的逼

近方法。類似地，柯西對於連續函數中間值定理的漂亮證明，也是以十八世紀所發展的

逼近方法為基礎。對於連續函數f(x)，柯西取正負不同號的f(a)與f(b)，並將區間 [a,b] 分割

為n等份，並推論至少有兩個與(b-a)/n不同的x值落在 [a,b] 區間中，並使得f(x)的正負號不

同。接著在這兩個新值所形成的區間中，重複上述程序，意即在一個長度為(b-a)/n的區間

中，又可找到有兩個與 (b-a)/n2不同的x值，並以此類推。這也就是拉格蘭吉用以在x=a與
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x=b之間逼近多項式的根的方法。柯西用之於論證數值ξ 的存在性，即為上述證明過程

中，使得f產生正值與負值的x所形成的兩個數列之共同極限。柯西關於代數逼近證明的由

來，在他所寫論代數方程的近似解的注釋之中，進一步地被說明。 
另一個關於利用估計的想法轉而處理存在性證明的例子，在柯西定積分理論中被給

出。在十八世紀，習慣上會將積分定義為微分的反運算。我們知道積分的值可透過求和

的方式來逼近，柯西採取歐拉藉由求和以逼近定積分值的方法，並且從一個全新的觀點

看待。他把定積分定義為面積和的極限，並證明了(均勻)連續函數其定積分的存在性，並

使用他的定義來證明微積分基本定理。 
現在，我們考慮關於十八世紀逼近相關研究上的其它類型結果：逼近隨著誤差估計

而產生，這些結果通常具有下列型式：給定任意的n，數學家可以計算出誤差的上界，藉

由對實際值取n次逼近。在十八世紀末期，代數不等式被開發出大量的技巧來計算這類的

誤差估計。柯西與阿貝爾以及他們的後繼者們圍繞在這些逼近的過程。有別於給定n再找

出最大誤差，我們先給定誤差ε ，並且在過程中，我們總是可以找到n，使得第n次逼近的

誤差小於ε (這似乎也是現今使用ε  
這個字母的源由)。而柯西對於收斂的定義，也是以這個法則為基礎。 

另一方面，十九世紀數學家改變十八世紀使用不等式的觀點，是從十八世紀數學家

所熟知的特例之中，尋找出數學事實，並使予它們的一般性合法地位。譬如說吧，達朗

貝和其它數學家，透過說明某些特別的級數其每一項都比一個已知收斂的幾何級數小，

來證明他們的收斂性。高斯在1813年使用這個判別法來研究超幾何級數的收斂性。高斯

並將給定級數與幾何級數進行比較，來導出並證明若干關於任意級數收斂性的一般性檢

驗法則，諸如：比例檢驗、對數檢驗與根式檢驗等。 
我們來看一個原本是十八世紀的研究成果，卻在十九世紀產生改變的重要例子，我

們由下列式子來表示導函數的關係式： 
(4.1) ( ) ( ) '( )f x h f x hf x hV+ = + +  

其中，V隨著h趨近於0。正如我們所示，拉格蘭吉在 ( )f x h+ 的Taylor展開式中，把

'( )f x 定義為h的係數，然後他從泰勒級數展開式導出 (4.1)，並把V視為h的無窮收斂級

數。他並解釋「V隨著h而趨近於0」意味著對任意給定的D而言，我們都能找到足夠小的

h，使得 ( ) ( )f x h f x+ − 將介於 [ '( ) ]h f x h D+ − 與 [ '( ) ]h f x h D+ + 之間。首先，柯西、布爾札諾

與卡爾斯特拉斯把 (4.1) 和相關的不等式視為 '( )f x 定義中的一部份(柯西的定義較為口語

化，但他把它轉譯為證明中關於不等式的語言)。這個定義使得拉格蘭吉從 (4.1) 所導出的

結果變得合法，例如：導函數的中間值定理 (此外，我們必須注意一些當時出現的錯誤，

諸如收斂與均勻收斂之間的混淆，這直到1840年代才被清楚地了解)。 
當然，我們並非認為高斯、柯西、布爾札諾、阿貝爾與卡爾斯特拉斯等人是沒有原

創性的數學家，他們當然是。為了展示數學中那些發生了重大變革的主要觀點，我們主

要關心這些數學家們利用十八世紀的數學技巧所產生的種種發展。並且，除了轉化所採

用的方法，他們更創造出諸多新的數學方法。柯西導出關於實變數與複變數收斂冪級

數、實變數與複變數積分的漂亮證明，當然，對於分析之外的其它數學主題也多有貢

獻。然而，對我們現在的目的而言，我們需要這些偏頗的例子─可以利用十八世紀數學
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家所熟知的特例並使之一般化，或找出那些在十八世紀為了某些目的而衍生出的方法，

並更加深刻地使用它。 
在前述討論中，需要付出許多的努力才能轉變這些十八世紀的技巧，然而，單單努

力還不足夠。必須先問對問題，然後，使用並擴展已存在的那些技巧來回答它們，這一

切需要一個觀點上的轉變。對嚴密性之興趣的喚醒與相關技巧的有效使用，對於布爾札

諾與柯西觀點 (我們現在所了解的觀點) 的產生而言，都是同等重要的。數學研究不止在

於對結果的渴望，同時也要求清楚的定義與嚴密的證明。個別的數學家們也許依然致力

於創造有用的方法與數學想法的開拓，但是數學社群整體而言，已不再對嚴密性的問題

不感興趣。 

5. 結論 

我們首先提出「數學事實是否與時間有關」這個問題，也許數學事實是永恆不變

的，但人們對它的了解與認識則非如此。我們已經檢視了一個關於數學事實的看法，是

如何隨時間而改變的例子。在這個思想革命之後，早期的數學工作重新被檢視評估，其

中某些變得更有價值，有些則失去重要性。 
  在了解這些工作之後，數學家應該做些什麼呢？這裡建議了三個行動方針：首先，

我們可採取一種「符合當時代的嚴謹就足夠了」所表達的相對主義，什麼是數學事實，

由當代的期刊主編說了算。有時這會是一個有用的觀點，然而，如果我們普遍地採用這

個觀點，將意味著柯西與卡爾斯特拉斯的嚴格化工作將無從發生。除非先驗地出現了嚴

重的錯誤，標準將不會有任何重要的改進。所以相對主義的態度，會使得柯西離開重建

數學基礎的工作，並將無法滿足我們的需求。 
  再者，我們可以試圖設立我們所能想像最高的標準：不再使用關於我們不知其所以

然的論證，但這會讓事情變得更糟。即便歐拉了解處理無限大與無限小量所發生的問

題，倘若根據在教科書中常常要求學生嚴格遵循的標準，他將不會寫下隻字片語，也不

會有引發柯西與卡爾斯特拉斯之後繼嚴格化的工作。 
所以，我建議第三種可能性：承認我所提出來的問題，只不過是數學家們發現自我

置身其中的現有處境。數學以兩種主要的方式成長：不只是持續地累積增加，並且可能

偶然地發生革命。唯有我們接受目前發生錯誤的可能性，才能使我們期待數學知識將在

未來得到根本上的進展。同時，我們也將因古老的數學知識磚塊，總能安立於新的數學

架構體系之中，而得到慰藉。數學不是唯一不會發生革命的科學，然而，它卻是人類知

識活動領域中，發生了最根本革命，但卻破壞最小的一門學科。 
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30. R. Reiff, Geschichte der unendlichen Reihen, Tubingen, 1889. 
31. D.J. Struik, Concise History of Mathematics, Dover, New York, 1967. 
32. D.J. Struik, ed., A Source Book in Mathematics, 1200-1800, Harvard, Cambridge, 1967. 
   

  
 
5月17日的莫宰羊聚餐，左起Fulvia Furinghetti, Sandy Grabiner, Judith Grabiner, 以及林芳玫

教授，感謝林力娜 (Karine Chemla) 教授提供照片。 
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書名：當數學遇見文化 
作者：洪萬生、英家銘、蘇意雯、蘇惠玉、楊瓊茹、劉柏宏、 

劉淑如 
出版社：三民書局 
出版年份：2009 
出版資料：平裝198頁，定價190元 
國際書碼：ISBN 9571451290 
 
 
 
     
 

 
《當數學遇見文化》一書是從《科學月刊》「在文化裡遇見數學｣專欄中集結而成

的，書中作者群以地理範疇為 平面，時間為 軸，構築無限的空間座標系統，而空間

中元素的形成，即數學與文化交融的結果。在臺灣的教育過程中，數學這一學科往往被

寄于厚愛，學子們無不焚膏以繼晷，來努力推敲數學世界的精妙之處。按理推論數學的

相關書籍（除教科書與參考書外）應該處於蓬勃發展的階段才是，可惜，數學科普書籍

的出現，並未與學生所投入學習數學的時間成等比例增加。因此，當我獲知《當數學遇

見文化》一書的問世 (2009年1月)，立即拜讀書中的數學雅品小集，果不出所料，除書寫

的文辭雋永外，更重要的，是作者們掌握住數學的洞察力，所以，筆者在閱讀過程中，

不斷閉目思索到底是數學影響文化？抑或是文化影響數學？筆者不揣簡陋，談談讀書淺

見，以為介紹。 

xy z

    本書有198頁，共分15個子單元，每個子單元約為12-15頁，目次如下： 
篇名 作者 年代 民族1

古埃及文化中的數學 英家銘 (前18—前16世紀) 埃及 
古希臘文化中的數學 英家銘 (前6—前3世紀)    希臘 
數學與音樂的對話 劉柏宏、劉

淑如 
(前6—17世紀)   歐洲 

西方文化中的歐幾里得 英家銘 (前4—18世紀)   希臘 
劉徽的墓碑怎麼刻？ 洪萬生 (3世紀)   中國 
                                                 
1 表格中「民族｣這一欄原書未提及，筆者自行加入，部分單元涉及多個民族，以最重要的民族代表，至於

發生在歐洲各民族（如德國、法國、義大利、英國等）的歷史事件，以「歐洲｣統稱。 
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求一與占卜 楊瓊茹 (5—19世紀) 中國、歐

洲 
《可蘭經》裡的遺產 蘇意雯 (7—9世紀)     阿拉伯 
數學與宗教 洪萬生 (12—13世紀)   中國 
數學與「禮物交換｣ 英家銘、蘇

意雯 
(16世紀) 歐洲 

解析幾何的誕生故事之一 蘇惠玉 (15—17世紀)  歐洲 
解析幾何的誕生故事之二 蘇惠玉 (17世紀)     歐洲 
翦管術vs.天算頌 楊瓊茹 (17世紀)     中國、韓

國 
數學與意識形態 洪萬生 (17—18世紀)      中國 
遺產承繼，串起中日代數史 蘇意雯 (17世紀)     日本 
探索日本寺廟的繪馬數學 蘇意雯 (17—20世紀)  日本 
     

從上表格得知，本書所涵蓋地理範疇從中國、韓國、日本、阿拉伯、歐洲等地區，

時間的縱軸從公元前六世紀到二十世紀，所發生的數學文化事件更是包羅萬象，這應該

就是本書的最大特色 ─ 即定一元 (數學) 而發揮多元文化價值(藝術、音樂、宗教、遺產

等)，利用數學史文本來闡述文化活動的知識面向，為「數學是世界共通的語言｣做了最佳

的詮釋。本書不落入俗套，以文化活動為標的，非常適合從事數學教育工作者閱讀，筆

者就其中幾個單元，提出一己之淺見，順便補充一些相關的學術訊息供讀者參酌。 
    首先，有關〈求一與占卜〉一文，作者楊瓊茹老師利用有趣的數學文本比較法，將中

國《孫子算經》(約第5世紀)的「物不知數｣題目與義大利斐波那契(Fibonacci , 約
1170-1250)《計算（之）書》(Liber Abaci, 1202) 的「占卜｣(divination)作題型分析，凸顯

中西算法比較，文詞流暢清晰，將兩個不同民族間的歷史文化場景作深入研究，作者並

將中國數學史觸角延伸到秦九韶（約1202-1261）《數書九章》的「大衍求一術｣方法，非

常值得一讀。筆者在此將斐波那契所著的《計算（之）書》做一點彌縫補缺的工作，

《計算(之)書》是中世紀數學的代表書籍，它促使印度數字系統和代數方法在歐洲廣泛流

傳，其英文版 Fibonacci’s Liber Abaci: A Translation into Modern English of Leonardo 
Pisano’s Book of Calculation是由西格爾 (Laurence E. Sigler) 在2002年所出版的，此英文版

係根據邦康帕尼(Baldassarre Boncompagni, 1821-1894)的1857年拉丁文底本，對中文讀者

而言，值得分享的另一學術資訊，為中文版由紀志剛等譯《計算之書》在2008年1月從北

京科學出版社發行。全書共十五章，其「占卜｣(divination)問題位於第十二章的第八部

分，而廣為熟知的「斐波那契數列｣，則位於第十二章的第七部分。 
「物不知數｣問題的續集，連接至〈翦管術 vs. 天算頌〉一文，楊老師再度利用其妙

筆生花的敘述，將歷史場景轉移至中國與韓國。「翦管術｣源自於南宋楊輝 (約1238-1298) 
的《續古摘奇算法》(1275) 卷上，其後，明朝程大位 (1533-1606)的《算法統宗》(1592) 
稱為「韓信點兵｣；轉之大韓民族，朝鮮算學家黃胤錫(1729-1791) 的《算學入門》(1592) 
名為「天算頌｣。這種利用數學問題來引起歷史交流活動，也值得史學家關注的，另就筆

者認知，中國與日本兩國在隋唐時代已經交流頻仍，有所謂的遣唐使史實，就史料所載
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至少達二十次，因此，就「物不知數｣問題而言，日本的數學史文本理應存在相關問題，

值得有志的研究人員深究，以填補此一學術缺口。 
    書中最後兩篇提及日本數學史，作者蘇意雯教授利用遺產分配問題來討論日本的代數

學發展，與〈《可蘭經》裡的遺產〉一文類似，這種利用遺產分配的民族文化問題，的

確為數學社會史研究開了一扇窗，筆者藉此機會，也來談談其他民族的遺產分配問題，

首先在古羅馬數學史中曾出現下列問題： 
有一位寡婦，要把前夫的遺產3500元與自己的子女拆分。根據當時的法律規定，如

果只有一個兒子，母親可得到兒子應得部分的一半；如果只有一個女兒，母親可得

到相當於女兒的2倍的遺產。可她生的是雙胞胎，有男孩也有女孩。那麼根據當時的

法律，應當怎樣分這筆遺產呢？ 
法國數學史料有下列有趣的歌訣： 

從前有個大商人，妻子懷孕他去世。生前留下遺囑云，若生兒子分財產，三分之二

給男孩，三分之一給妻賢，若生女兒分財產，三分之一給女孩，三分之二給妻賢，

後來生下雙胞胎，一男一女不痴呆，試問遺產如何分。 
無獨有偶的，俄羅斯民族也類似的遺產分配： 

父親在遺囑裡要求把遺產的1/3分給兒子，1/5分給女兒；從剩餘的錢中，3500盧布償

還債務，3500盧布留給母親。遺產共有多少？子女各分多少？ 
上述的史料除了看到遺產分配比例的數學問題外，性別不平等似乎是另外一個需要

提出的問題，有賴兩性研究專家的爬梳史料，以提出更精準的論點。蘇意雯教授另一篇

論文〈探索日本寺廟的繪馬數學〉，則利用道地的日本寺廟文化－「繪馬｣，日語念「え

ま｣ (Ema)，它懸掛於神社、廟宇，以為祈福，是相當特殊的日本文化，有趣的，是這種

特別的祝禱方式在江戶時期 (1603-1867) 逐漸與繪馬的另一型式「算額｣ (sangaku) 結合，

這種特殊的數學文本成為目前日本數學－和算 (wasan) 的最大資產，日本數學會、日本數

學史會、各地的和算學會均傾一己之力，為保存數學文化資產不遺餘力，實在值得吾人

借鏡。關於算額出產地與相關研究可參考「和算の館｣網頁http://www.wasan.jp/，絕對是

々值得一遊的數學文化網頁，另三上義夫著、佐 木 力編的《文化史上より見たる日本の

數學》，一直被視為日本數學文化史的經典之作，也是研究相關議題指導圭臬。最近在

坊間書局大賣的《茶水間的數學》(書評可參考台北縣樹林高中王鼎勳老師

http://museum.math.ntnu.edu.tw/view.php?class=shen_du_shu_ping#49) 《茶水間的數學思

考》，也是了解日本數學文化面向的另一途徑。 
此外，關於英家銘的〈西方文化中的歐幾里得〉一文，讀者可參考

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html，此網頁將歐幾里得所著的《幾何原

本》(Elements) 英文版從第一冊到第十三冊的內容，完整詳實地呈現，很適合查詢之用。

此外，英家銘與蘇意雯教授合作的〈數學與「禮物交換｣〉一文，也可與《天才之旅》

(Journey Through Genius：The Great Theorems of Mathematics)中第六章〈卡當諾與三次方

程式的解答〉互補對照，讀者會對三次方程式的解題過程更有幾何圖型概念。洪萬生教

授的〈劉徽的墓碑怎麼刻？〉文中有統計大師波茲曼 Ludwig Boltzmann, 1844-1906) 雕像

圖（頁55)，曹亮吉教授的《阿草的葫蘆:文化活動中的數學》中有數學家高斯 (Carl 
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Friedrich Gauss 1777-1855) 墓碑圖 (頁20)，這種利用數學家雕像或墓碑的文化紀錄，也是

數學與文化水乳交融的另一例證。 
此外，《當數學遇見文化》書末附有「人名所引｣與「名詞所引｣是極為貼心讀者的

作法，雖此舉在西文著作中屢見不鮮，但是，在中文書籍是較為罕見，值得稱讚。 
最後，讓我們討論文章的鋪陳方式。雖然讀者們可以強烈感覺出作者群文章的企圖

－「平易近人｣，但是，由於作者們都是學有專精的數學教育工作者，六位中有三位具有

博士學位的教授，兩位具有數學史專業碩士學位，一位為專攻數學史的博士生，因此，

文章中的數學觀念與辭彙，需要具有基礎的數學能力與文史背景，才能心領神會，例

如：第80頁末行 表示法，較常用的乘積符號應為 ，

；第104頁中的「有奇｣即「有餘數｣；第179頁中有一個解六次方程式問

題，沒有高次方程式解題經驗者，是很難勝任的。如果閱讀完此書之後，您如果還覺得

意猶未盡的話，那麼下列三個網頁，將滿足您的強烈求知慾望： 
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1. http://math.ntnu.edu.tw/~horng/letter/hpmletter.htm，此網頁《HPM通訊》內容無所不

包，強調數學教學與數學史之間的連結，蘊涵學術的深刻性與知識性。 
2. http://museum.math.ntnu.edu.tw/，此「台灣數學博物館｣網頁由國科會科教處所贊助

的三年期研究計畫－「數學文化工藝虛擬博物館」（2008/08-2010/07），呈現數學

文化的多元面貌，且隨時更新最新相關學術資訊。 
3. http://www.math.sinica.edu.tw/mrpc_jsp/book/，該網頁推薦數學科普著作或譯作，包

含數學史、數學哲學、數學家傳記共76本書，是一個數學文化交流的知識平台。 
總之，德不孤必有鄰，我想這本新作《當數學遇見文化》一定會對數學教育圈造成

不小的影響力，而且，筆者也相信相關的數學文化史書籍，也會如雨後春筍般冒出。最

後，呼應洪萬生教授的數學學習信念：「循著歷史的軌跡介紹數學，這種進路是理解、

深入體會數學的最佳途徑。｣ 
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主持：洪萬生教授 horng@math.ntnu.edu.tw，電話 2932-0206； 

個人網頁http://www.math.ntnu.edu.tw/~horng
主辦：基隆市國中數學教師輔導團 

時間：2009/4/2，4/16, 4/30, 6/4下午1.30-4.30 
地點：基隆市南榮國中 

推薦研讀書籍 

1 笛卡兒的秘密手記  
2 茶水間的數學  
3 閱讀的風貌  
4 別讓統計騙了你  
5 阿草的曆史故事  
6 阿草的數學天地  
7 阿草的數學聖杯  
8 當數學遇見文化  
9博士熱愛的算式 
10 數學大騷動 
11 從零開始 
12 數學天方夜譚 
13 數之起源 
14 數字愛人 
15 鸚鵡定理 

 等等 

閱讀策略 

1. 不妨先讀數學與敘事方面的作品，譬如著名小說《博士熱愛的算式》（順便到網

路上找電影版）、小說體的數普《數學天方夜譚》、《數學大騷動》或《鸚鵡定

理》。 
2. 再讀科普風格的數學家傳記，譬如《笛卡兒秘密手記》或《數字愛人》。如果你

有興趣，可以再加上《不只一點瘋狂》。 
當然，你也可以同時閱讀一般數學普及作品如《茶水間的數學》、《別讓統計騙了

你》、《阿草的曆史故事》、《阿草的數學天地》、《阿草的數學聖杯》、《當數

學遇見文化》、《從零開始》（本書可以對照《零的故事》）、《數學天方夜譚》

mailto:horng@math.ntnu.edu.tw
http://www.math.ntnu.edu.tw/~horng
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以及《數之起源》等等。 
成果報告：下列任選一種（可以合作撰寫），6/4口頭發表，書面報告將刊登在「台灣數

學博物館」(Math Taiwan Museum, MTM, http://museum.math.ntnu.edu.tw)。 
1. 撰寫數學普及書籍評論 
2. 撰寫一篇教案，指導學生閱讀數學科普書籍 
3. 數學普及創作文章或劇本 

參考資料 

台灣數學博物館 (Math Taiwan Museum, MTM, http://museum.math.ntnu.edu.tw)，尤其是科

普特區中的深度書評。 
《HPM通訊》(http://www.math.ntnu.edu.tw/~horng) 
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