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台北市立西松高中 

 

一、 前言 

在規範國中 100 年版教科書的能力指標中，有這麼一條： 

 

8-n-01 能理解二次方根的意義UU，及熟練二次方根的計算。 

 

這一條指標下面的說明中，有一點提到： 

 

2 、 3 …等這些開根號的數對學生來講是新的數，因此引進學習 2 、 3 的動

機，對學生能學好這些新的數是非常重要。從數學史來講，發現 2 不是分數也

是一件很重大的事情。因此教材的編寫應有這方面的適當說明。 

 

教材編寫時，在國二的這個時候，要向學生「說明」 2 不是分數是一件幾乎不可能的

事，即使在教材中用十分逼近法呈現近似值，也不可能將 2 的不循環無限小數的特質

表示得很明顯，因此教材中通常都以及直接告知的形式帶過（例如 2 不能以我們熟知

的整數與分數來表示）。 
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 但是在高中時，要將數係擴充到實數係甚至於複數係了，那麼學生對有理數、無理

數的概念，不是應該要有一個較為完整且清楚的印象了嗎？但是在 99 課綱中，雖然強調

實數係的十進位表示，卻似乎也只是國中十分逼近法的延伸而已： 

 

藉由有理數的十進位表示法，導入介紹數線上實數的十進位表示法，即無限小

數。此處僅需建立實數可由有限小數逼近的直觀，不需涉及實數的完備性觀念。

至於 2 為無理數的證明，則置於附錄。 

 

課綱這樣的規範，當然教科書就這樣的呈現它的內容。但是「無理數」這個名詞與數學

概念還是要教，而各家版本在此呈現的內容與方式幾乎大同小異：「有理數就是整數、

有限小數或循環小數」、「數線上，不是有理數的數稱為無理數」
1
，「 2 的小數位數似乎

永無終止，…看來既不像有限小數，也不像循環小數。事實上 2 不是有理數。」
2
這樣

內容能讓學生瞭解多少無理數的概念？ 

 

本單元希望藉由數學史料追本溯源，回到數學發展的最初，讓學生明白無理數的概

念從何而起，並能進一步瞭解無理數的概念與本質。 

 

二、 數學史料說明 

1. 可公度量的與不可公度量的 

如果我們從有理數的英文 rational number 來看，rational 一般的理解都是「有道理

的」，那麼，應該是什麼道理？從 ration 的拉丁文語源來看，它源自於拉丁語的 logos（英

文是 ratio，意思為比），拉丁文的原意是「可表達的」，對畢氏學派而言，有理數就是分

數，意思是可表達的數。那麼，無理數呢？irrational number，表示「不可表達的數」，

也就是不能寫成兩個整數之比的數。這個概念及形式，是從畢氏學派的「可公度量的」

與「不可公度量的」觀念演化而來的。 

 

 畢氏學派 (Pythagoreans)是指畢達哥拉斯（大約西元前 572-497）和他的門徒們，

這個帶有神秘主義與宗教色彩的學派，相信「數目 (number) 是所有事物的本質」，這

裡的「數目」指的是正整數。畢氏學派相信的，不只是所有物體都有數，或者是這些物

體能被排序、被量化，他們更相信數目是所有物理現象的基礎。例如，行星的運行可已

以數目之間的比來表示；音階也可以數目比的形式展現，還有直角三角形的邊長比等等。 

 

對畢氏學派而言，數目永遠和事物的計算連在一起，而計算就必須要有不可分割且

保持不變的單位元存在。為了計算「長度」，當然就需要有度量單位，畢氏學派假設認

                                                 
1 參考龍騰課本《數學 1》，P.4 與 P.5。 
2 參考南一課本《數學 1》，P13~14. 
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為永遠都可以發現這樣一個度量的基本單位，而一旦這樣的單位被找到了以後，它就成

了不可分割的單位元了。兩個線段長如果都可以用同一個單位元量盡，就稱這兩個線段

長為「可公度量的」(commensurable)。如下圖（一）中的 AB 與CD ，

,   ,   ,AB a me CD b ne m n N      

其中 e 為測量單位長，因而會有
a m

b n
 ，所以 ,AB CD 就稱為可公度量的 

 

 

 

A B

C D
  

 

 

 

         圖（一）                    圖（二） 

 

 

反之，如果不能同時量盡，就稱「不可公度量的」(incommensurable)，如上圖（二）

中的正方形邊長與對角線，並不存在測量單位長 e 使得 ,  ,   ,s me d ne m n N   ，則 s, d 

稱為不可公度量的。 

 

2. 輾轉相除法與可公度量的 

兩個「整數」如果是可公度量的，他們的最大公因數就是可共同量盡的最大單位。

從這一點來看輾轉相除法這個方法的起源，可以看出另一番趣味。在《九章算術》方田

卷中提到兩個數如何約分，亦即如何找出它們的最大公因數： 

 

約分術曰：可半者半之；不可半者，副置分母、子之數，以少減多，更相減損，求

其等也。 

 

以
50

140
為例，50 與 140 都可減半，變成 25 與 70，70 比 25 大，所以 70-25=45，還是比

25 大，再減去 25，得到 20。 

 

202525

70

25
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反覆利用大數減去小數，得到 25-20=5，20 減去 4 個 5，得到 0。 

5 就是 70 和 25 的最大公因數，再以 5 對 25 與 70 約分，得到
5

14
。

因為 20 可以被 5 量盡，所以 25＝20+5 也可以，同樣的 70=25×2+20

也可以被 5 量盡，所以 5 可以做為這兩個線段共同量盡的單位

長。同樣地，兩個整數如果互質，那麼 1 是這兩個線段長可以共同量盡的單位長。 

5555

520

20

25

 

 這個方法就是一般所說的輾轉相除法，只是現在用除法來表示—減去一個數若干次

而已。在歐幾里得的《幾何原本》中也有同樣的命題！（參考第七卷命題 1）。然而「幾

何量」呢？如果兩個量（如線段的長度）都是整數，那當然沒問題，如果不是的話，那

就可能是不可公度量的了。因此歐幾里得在第十卷第 2 個命題就告訴我們，什麼情況下

兩個量是不可公度的： 

 

如果從兩不等量的大量中連續減去小量，直到餘量小於小量，再從小量中連續減去

餘量直到小於餘量，如此一直作下去，當所餘的量永遠不能量盡它前面的量時，則

兩量不可公度。 

 

在此，也是利用輾轉相除法的方式，一直以大的「量」減去小的「量」，如果一直作下

去，都還有剩下時，這兩個量就是不可公度量的。藉由亞里斯多德的看法：當量盡前一

個量的更小的量無法被找到時，這個過程將會『無法確定地』（indefinitely）繼續下去。

換句話說，這兩個量的比，不能以整數比的形式來表達，也就是說，這兩個量的比是一

個無理數！  

 

三、 2 是無理數的證明 

要證明「 2 是無理數」，亦即證明正方形的邊長與對角線是不可公度量的，可以從

純粹幾何的角度來證明，畢竟，無理數的「不可公度量性」就是從幾何量的度量產生，

它的定義，本身就有很強烈的幾何意涵。 

 

如下圖：d, a 分別是正方形 ABCD 的對角線長與邊長，利用輾轉相減的方法，從 d

中減去 a，剩下的為 CF＝d-a； 

再從 a 中減去 d-a，得到 CE＝a-(d-a)=2a-d； 

接下來，以 CF 為一邊，CE 為對角線，得到正方形 CFEG。 

 

重複剛剛的動作，在 CFEG 中以對角線 CE 減去邊長 EF，得到 CH， 

再從邊長 CG 中減去 CH，得到 CI； 

再以 CI 為對角線，CH 為邊長畫一正方形， 
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重複這些步驟，因為正方形的對角線與邊長絕不相等，所以我們可以繼續一直作下去，

根據《幾何原本》第十卷命題 2 可知，正方形的對角線與邊長是不可公度量的。 

 

如果正方形的邊長是 1，那麼對角線的就是長度 2。上述的證明告訴我們：
2

2
1



不能寫成兩個整數的比（即分數），因此 2 是無理數。 

 

雖然畢氏學派無可避免的一定會碰到「不可公度量」的數，他們也了解「可公度量」

與「不可公度量」之間的不同，但是，為了保持學派理論的完整性，他們選擇保守秘密。

如今，我們可以在亞里斯多德的書中看到一點點「不可公度量」的數存在與被證明的蛛

絲馬跡，證明形式即是現今證明「 2 是無理數」的證法。而數學史家 Heath 認為，這

也是畢氏學派證明 2 的不可公度量性的證明方法。亞里斯多德引用這個證明當例子，

來說明他的「歸謬證法」(reductio ad absurdum)：如果正方形的邊長和長是可公度量的，

那麼，就會得到有一個數同時是奇數也同時是偶數 (on the assumption that the diagonal 

of a square is commensurable with its side, it is proved that odd numbers are equal to 

even)。其證法如下： 

 

若 AC 為正方形 ABCD 的對角線，其邊長為 AB， 

假設 AC 與 AB 是可公度量的， 

D
C

BA

設 α：β 是他們的最小正整數比， 

則 α>β>1，而 

AC2：AB2＝α2：β2，而因為 AC2＝2AB2，所以 α2＝2β2 
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所以 α2 為一偶數，故 α 為一偶數； 

因為 α：β 是最小的正整數比，所以 β 必須為一奇數。 

設 α＝2γ，所以 4γ2＝2β2，β2＝2γ2， 

所以β2 為一偶數，故β為一偶數，這是不可能的。3 

 

這個證法曾經被竄改成歐幾里得所寫，而誤植成《幾何原本》的第十卷第 117 個命題，

但在李善蘭與偉烈亞力和譯的《幾何原本》後九卷(1857)中，仍存在此一命題：「凡正方

形之邊與對角線無等」。2 同時，李善蘭還在此命題的「案」中，將線段的不可公度量，

擴充到面積與體積的不可公度量。這是中國數學史上第一次討論不可公度量，即無理數

的問題。如此看來，當初的誤植，也許啟發了無數後人研究無理數，或是數學的熱情與

眼光，而這又是另一個故事了。 

 

三、 學習單設計 

1. 以《九章算術》中的約分術，求 126 與 30 的最大公因數。 

2. 試說明任兩個分數都是可公度量的，請以
2

3
與

1

4
為例說明。 

3. 在 2 為無理數的的幾何證法中： 

G

d-a

2a-d

A

B C

Da

d

F
d-a

d-a

E

如下圖：d, a 分別是正方形 ABCD 的對角線長與邊

長，利用輾轉相減的方法，從 d 中減去 a，剩下的

為 CF＝d-a； 

再從 a 中減去 d-a，得到 CE＝a-(d-a)=2a-d； 

接下來，以 CF 為一邊，CE 為對角線，得到正方形

CFEG。… 

試證明 CFEG 為正方形 

4. 在亞里斯多德證明 2 無理數的過程中，有一句

「α2 為一偶數，故 α 為一偶數」，試證之。 

5. 證明 3 為無理數。 

參考資料 
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3 這個證法與現今教材中提供的 2 是無理數的證法幾乎一樣，只是形式稍有不同，現今證法一開始為「設

2 為有理數，即 2 ＝


, (α, β)=1…」 
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《射鵰英雄傳》與我 
   劉天祥 

   台南市立台南二中 

 

到目前為止，我高中以後的學歷是：數學系 2 年、國文系 3 年、歷史研究所科技史

組 2.5 年。有時不免懷疑，之所以會有這樣奇怪的組合，是受到《射鵰英雄傳》（下文簡

稱《射鵰》）無形的影響。 

 

《射鵰》是我最早接觸的武俠小說，那是小學 5（4？）年級時，表哥從小說出租店

租回紙質粗劣、小開本的盜印本（當時還是禁書）。租金已付，不差多我一個人看，我

也拿來看了。曲折富戲劇性的情節當然很吸引我，但穿插其中的各種知識，尤其讓我嘆

服。金庸（1924-）不是最博學的人，但能像金庸在小說中廣泛融入文、史、哲、藝、醫、

數、佛、道、烹飪各方面資料，我還未見過第二人。這當然是精心的安排，所以金庸也

只能偶一為之。他在別的小說中也展現了博學，但廣度終究均遠不及《射鵰》。 

 

這本書後來我重讀過數次，高中重讀時我把書中（連同《神鵰俠侶》、《倚天屠龍記》）

引用的詩、詞、文章、對聯都抄錄下來。其中包含了賈誼〈鵩鳥賦〉、曹植〈金瓠哀〉、

朱敦儒〈水龍吟〉、張孝祥〈六州歌頭〉、元好問〈摸魚兒 ─ 雁丘詞〉、張養浩〈山坡羊 

─ 潼關懷古〉、《金剛經》等。這些引用的詩、詞、文章，有的完整，有的不完整，我都

儘量讀到能背誦，也想辦法去找到完整的原文。這些或完整或不完整的詩詞，連同作者，

以及那些雖未抄錄但已留下印象的資料，成為我腦中的「問題意識」。「問題意識」就如

蛛網般，有相關的資料碰觸到，就會引起我的注意。 

 

國中時家中還訂有《國語日報》，週末會增刊《古今文選》，剛好其中一篇選注朱敦儒

的〈水龍吟〉。我仔細看了作者介紹和詞的注釋、翻譯，對黃蓉與陸乘風在太湖上的對話，

有更深刻的體會。翻閱《宋詞三百首》時，除了朱敦儒外，特別找了張孝祥的作品閱讀，

才知道他也是南宋豪放詞的代表人物。大學時讀《中國文學發展史》，很自然地先找元好

問的部分來看。黃蓉在黑龍潭與瑛姑演算數學，金庸在注釋中談到宋代的數學已有高度發

展，這是引發我讀《中國古代數學簡史》的遠因；而接觸中國數學史後，也就接著讀世界

數學史相關書籍。高中為了讀《金剛經》，找到孟祥森的《佛心流泉》，其中有《金剛經》，

順便讀了《六祖壇經》、《心經》、《觀世音菩薩普門品》等，還跟表哥借了《佛教的精神與

特色》來看。《射鵰三部曲》提及宋、元、明的歷史，父親購有史學家黎東方的《細說元

朝》、《細說明朝》，我都曾仔細讀過，順便也讀了《細說三國》。由於佩服黎氏寫史脈絡清

晰、幽默流暢，上大學後我還讀過他的《細說清朝》、《西洋通史》、《歷史唯物論批判（譯）》。

離第一次讀《射鵰》超過30年，前年我還讀了金毓黻純粹文言文寫成的《宋遼金史》，這

還是受到《射鵰》的驅使。《倚天屠龍記》提到《易經》，高中數學教到2進位，所以《讀

者文摘》一篇提到萊布尼茲 (1646-1716) 認為中國人在《易經》中早已發現2進位（這是

誤解）的文章，讓我牢記至今。黃蓉在《射鵰》中提到「琴瑟琵琶，八大王一般頭面；魑

魅魍魎，四小鬼各自肚腸」的「絕對」，和「孔子72傑出弟子，幾人成年？幾人未成年？」
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這樣的笑話，引發我去讀父親買的《巧聯妙對》和《笑林廣記》。《倚天屠龍記》中小昭唱

了波斯詩人峨默寫的詩，高中時買《世界文學名著要覽》，特別查了「中東文學」部分，

才知道他的生平和他的名著《魯拜集》。為何金庸小說剛解禁時，《射鵰》被改名《大漠英

雄傳》？後來讀了毛澤東霸氣十足的〈沁園春──雪〉下片：「江山如此多嬌，引無數英雄

競折腰。惜秦皇漢武，略輸文采；唐宗宋祖，稍遜風騷。一代天驕，成吉思汗，只識彎弓

射大雕。俱往矣，數風流人物，還看今朝。」我猜測是為了這首詞的緣故。這個猜測在《臺

灣武俠小說發展史》中得到佐證。 

 

《射鵰》裡的資料對我而言，就像是一個雪球，隨著時間的滾動，黏上了各種知識，

越滾越大。雖然我的閱讀範圍並非《射鵰》所能籠罩，但它無疑對我的讀書方向產生重

大影響。影響從某個角度來看卻是負面的 ─ 它讓我幻想做個「百科全書式」的人物。

最成功的百科全書式人物可以成為梁啟超 (1873-1929)、羅素 (1872-1970)、萊布尼茲，

他們在各方面俱有成就。但我的能力和他們有天壤之別，雖嚮往之，力不能至！大學的

莊萬壽老師和以前的同事徐傳儒老師都曾勸我要選一個主要方向，下功夫去讀，不要只

是隨意涉獵，可惜我一直沒能做到！ 

 

99 課綱剛在醞釀時，我曾幻想過可以開設哪些選修課，其中之一是〈金庸小說選

讀〉。我幻想經由我的引導，學生可以複製我在高中的經驗 ─ 主動延伸閱讀，從而真正

對他們主動學習所得的知識產生興趣。一旦他們曾有這樣的經驗，說不定今生就能養成

主動學習的習慣。隨著學校課程發展委員會的結論陸續浮現，我慢慢認識到幻想終歸是

幻想，這樣的課沒有機會開設。即使開設，可能沒人選；即使有人選，學生有興趣的極

可能只是情節，不是我期待他們讀的〈水龍吟〉、中國數學史；最重要的是，我真的有

能力去駕馭、引導這麼龐雜的內容嗎？（但願你不要成為像我這樣的失敗主義者！） 

 

年近半百，人生路已過半，回首來時路，平心而論，我還是慶幸能在年輕時遇到《射

鵰》這樣給我多方面影響的書。雖然我成不了百科全書式的人物，但如果從未受到它的

影響，我這輩子也可能不會有如此豐富多彩的知性生活。 

 

祝你也能找到這樣的一本書，而且給你正面的影響。 
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德國吉森數學博物館照片集錦 
          廖惠儀 

       高雄市九年一貫數學領域教師輔導團 

 

 《如何穿過一張明信片》是作者從吉森數學博物館的「數學實驗」單元中，挑選編寫

而成的一本書。作者之一的波伊特許伯赫（Albrecht Beutespacher），是德國吉森 (Giessen) 

大學數學系教授，又曾擔任此一博物館館長，因此，本書遂有了不同於一般趣味數學問題

集的風貌，非常值得推薦。經由洪萬生老師對於本書的推薦（詳見數學博物館科普特區「深

度書評」），筆者趁今夏這一次旅遊德國的機會，決定前往此一博物館一遊。在此，先跟

大家分享幾張照片。 

 

 

吉森火車站，小小的，但很古

典，出火車站之後往左走，10

分鐘就可以走到博物館了，交

通十分方便。 

博物館的第一間展覽室，將一些

我們熟悉或不熟悉的代數式幾何

表現方法，用實體展現出來，其

實，用手觸摸、操作所產生的知

覺還是有不可替代的魅力。 
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博物館的第二間展覽室。可以看

到在裡面玩的，除了一些來來去

去拍照傻笑的像我這樣的遊

客，但更多像是當地的居民，就

帶著小孩坐下來耗時間在解遊

戲，彷彿把這裡當成休閒娛樂的

地方，還看到至少兩對少年情侶

在裡面約會，「把數學博物館當

約會場所」，感覺挺驚世駭俗

的...... 

博物館中的壁畫，雖然我看不懂

它想說什麼，但覺得很美，就照

下來了。萬生按：此一木刻圖應

該是出自杜勒（Albrecht Durer, 

1471-1528，藝術家通常中譯為丟

勒），他是德國十五世紀文藝復

興著名畫家，1494 年曾到威尼斯

學習繪畫透視學，獲益良多。其

實，這些木刻圖也是射影幾何學

（projective geometry）緣起的重

要文本。 

這是結合兩個不同數學原理

的有趣設計，牆壁看起來是平

凡無奇的鑲嵌圖案，但另一頭

用燈光照射，因此可以將手上

的立體成像為映在牆上的平

面圖形，你需要調整遠近和角

度，才能造出你想要的多邊

形。操作起來沒有想像中的容

易，而且饒富趣味！ 
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畢氏定理的有名的證明方法。

但操作起來還是有一種說不出

的美妙的感覺！ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


