中國的測量術

國立新店高中 蘇俊鴻老師

前言

一談起測量方法，大家腦中馬上浮現「三角測量」--藉助三角函數的幫助，我們只要測量出某些長度及角度，就能處理那些我們無法實際量測的問題。這也是數學教師在三角函數的學習上，用來強化三角函數學習「正當性」的最佳理由。事實上，每個文化在某些特殊條件的限制下，可能發展出不同於我們現有既存的概念或策略。比如說，中國古代缺乏一般角的概念，因此，今日我們所熟知的三角學理論並沒有在中國發展起來。1但中國仍建立起非常發達、程度極高的測量技術。本文想藉由中算史的一些數學文本的討論，說明測量問題使用三角函數來處理，並非唯一的途徑。

由於中算上缺乏一般角的概念，因此只好藉助直角三角形(勾股形)來處理，這樣的方法稱之為勾股測量。我們可由測量工具的使用得到驗証，傳統上使用的工具有兩種：一是矩；另一是表。矩就是彎曲成直角的曲尺，表就是垂直的量杆，都是為構造出勾股形而使用的。之後中算家在勾股測量的基礎上，改進技術與方法，造出「重差法」。本文則是對勾股測量一個初步的介紹。

勾股測量與《九章算術》

測量技術的發展，離不開實際應用的需要，如天文的觀測、建築工程、土地丈量及地圖的繪製等，因此，勾股測量在中國發展極早。以多數讀者熟知《九章算術》來說，在卷九「勾股章」所談的便是與勾股形相關的問題。全章共24個問題，其中第1~5個問題，是勾股定理及直接應用，第6~13及第24個問題是解勾股形的問題；第14~15個問題是勾股容方、容圓；第16~23個問題則是測望問題。試舉幾例如下：

第19問  今有邑方不知大小，各中開門。出北門二十步有木，出南門一十四步，折而西行一千七百七十五步見木，問邑方幾何？2
第21問  今有木去人不知遠近。立四表，相去各一丈，今左兩表與所望相直。後右表望之，入前表三丈。問木去人幾何？

第22問  今有山居木西，不知其高。山去木五十三里，木高九丈五尺。人立木東三里，望木末，適與山峰斜平。人目高七尺。問山高幾何？

第23問 今有井，徑五尺，不知其深。立五尺木於井上，從木末望水岸，入徑四寸。問井深幾何？ 3
這幾個問題與各位所常見的測量問題相當類似，可以當成課堂教材的補充。第16~20問與方形的城池(邑方)有關，筆者特別挑選第17問有幾個原因：(1)劉徽在這個問題上給了我們兩個不同面向的注解—「率」及「出入相補」；(2)這個問題的術文所導出的一元二次方程式
[image: image49.bmp]，4是中算史上第一個出現帶有一次項的二次方程式。

第19問的題意如圖一，為便於表示，筆者用現在的數學符號輔以說明劉徽的注解。首先是利用「率」的觀念，

此以折而西行為股，自木至邑南一十四步為勾，以出北門二十步為勾率，北門至西隅為股率，半廣數。故以出北門乘折西行股，以股率乘勾之冪。然此冪居半以西，故又倍之，合東，盡之也。5
[image: image1.wmf]22

(2014)22017753471000

xxxx

++=´´Þ+=

設邑方
[image: image2.wmf]DEx

=

，則
[image: image3.wmf]AC

為股，
[image: image4.wmf]BC

為勾，
[image: image5.wmf]BD

為勾率，
[image: image6.wmf]1

2

FDx

=

為股率。則


[image: image7.wmf]1

::1775:(2014):20

2

ACBCFDBDxx

=Þ++=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image8.wmf]2

3471000

xx

Þ+=

---(1)

由上可知，主要的關鍵在於這個關係式
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。這個關係的成立，眼明的讀者或許會猜測：它是奠基在直角三角形
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與直角三角形
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的相似。然而，筆者在此必須重申：當時的中算家是沒有一般角度的概念，也就沒有平行線性質的探討，因此，也就沒有相似形的理論的建立。那麼劉徽是如何找到這個關係式呢？要回答這個問題，我們就必須談到劉徽在第14問「勾中容方」的注解。

第14問是這樣的問題「今有勾五步，股一十二步。問勾中容方幾何？」6劉徽在注解中提出：

冪圖：方在勾中，則方之兩廉各自成小勾股，而其相與之勢不失本率也。7
此段文意[image: image48.wmf] 
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以圖二說明：在
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中，邊長成比例，即是
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。劉徽利用這個性質証明「勾中容方」及「勾中容圓」的公式，也証明測望問題的術文的正確性。但可惜的是，由於劉徽注解的原始圖形佚失，也無進一步的文字說明，因此，無法得知劉徽的最初想法。所幸數學史家們在楊輝所著的《續古摘奇算法》卷下，8看見後世中算家對劉徽可能的想法的最完整的還原：9
直田之長名股，其闊名勾，於兩隅角斜界一線，其名弦。弦之內、外分二勾股，其一勾中容橫，其一股中容直，二積二數皆同。10
由圖三，可以清楚地看到長方形ABCD由對角線平分成兩個直角三角形。由於正方形AGEG及正方形EICF也被平分成兩個直角三角形。所以


長方形HEFD面積 =
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這個「勾中容橫，其一股中容直，二積二數皆同。」的性質在中算的勾股問題中，有著重要的作用。筆者認為這個利用面積關係來尋求兩個勾股形比例關係，是一個很有趣並且值得在課堂演示的作法。除了讓學生有機會體會即使省略了相似形理論，比例關係仍可作出的機巧外；也讓學生了解在不同的時空文化限制背景下，知識的成長是可能擁有不同的風貌。

再回到劉徵的注解上，第二個「可能」利用「出入相補」的作法：

此術之冪，東西如邑方，南北自木盡邑方十四步之冪。各南、北方為廣，邑方為袤，故連兩廣為從法，並以為隅外之冪也。11
沿用上文符號說明，見圖四所示，設邑方
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，因此「東西如邑方，南北自木盡邑方十四步之冪。」亦即為長方形HKML的面積
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由列式來看「各南、北方為廣，邑方為袤，故連兩廣為從法，並以為隅外之冪也。」接下來，劉徽就沒有注釋說明。這樣一來，只完成(1)式的左半。右半則必須利用到長方形IBDJ面積與長方形HBCH面積相等，而長方形HKML的面積=2倍長方形HBCH面積
因此，
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右半的說明是史家們添加上去的。這也是為何筆者在本段開頭使用「可能」這個字眼的原因。12但是，我們若考慮劉徽在「勾中容方」所提出的性質，加上楊輝的還原，應該可以相信劉徽及當時的算家，對於「出入相補原理」是熟悉且掌握的。而「出入相補原理」更成為後世史家解讀重差法的重要依據。

至於第21-23問，讀者是否發現這與我們課堂所見的三角測量問題頗為相似？各題題意見圖五-七，由圖形看來，不難發現都是屬於相同類型的問題。劉徽的注釋也都採用率的觀念：考慮兩個勾股形，利用彼此的比例關係。這裏需提醒讀者的是，第21問立四表望木的用意，只是為了標定出地面的四點。由上述幾個例題的說明可知，常見的測量問題，其實不全然需使用三角測量的作法，只要構造出適當的直角三角形，測量長度，就可以間接量出我們要的目標，省卻角度的度量，反而可以提高測量的準確性。

除了上述與生活有關的測量問題外，在天文觀測上，古代算家也是利用勾股測量的方法來測量太陽的高度及太陽的大小。更進一步地，改良勾股測量的方法，這就是接下來筆者所要談的「重差法」。

重差法與《海島算經》

什麼是重差法？由上述例題，讀者不難發現都只用到一個「表」(垂直的量桿)或相當於「表」的作用的替代物來當做測量的基準。而重差法，簡單地說，就是利用兩個或兩個以上的表當做測量基準的測量方法。為什麼必須改良呢？這有著其不得不然的原因，且容筆者道來。

首先從《周髀算經》談起，這本目前是中國最古老的天文學著作，成書時間比《九章算術》更早，主要內容是闡明「蓋天說」—西漢時期所流行的一種宇宙結構學說。13一開頭便是量測太陽高度及距離的問題，

……周髀長八尺，……髀者，股也。正晷者，勾也。……日益表南，晷日益長，侯勾六尺。……從髀至日下六萬里而髀無影，從此以上至日。則八萬里。若求邪至日者，以日下為勾，日高為股，勾股各自乘，并而開方除之，得邪至日，從髀所旁至日所十萬里。14
此段文意如圖八所示。可見當時量天度日的測量方法與工具，以及對勾股定理的運用已經相當的純熟。但讀者或許心中會疑惑古人如何測量「從髀至日下六萬里」呢？其實在原文中，是依靠一條經驗上的假設「表影一千里差一寸」推論而得。這個假設應該是來自觀察所得的規律，出錯的機會相對地會增多。因而引發算家對此測量方法的改進，導致重差法的產生。15根據史家吳文俊對《周髀算經》趙君卿注中日高圖的還原，以及利用出入相補原理重新詮釋後，確信趙君卿已經掌握重差法：利用兩個等高的表，分別量得該表的影長，從而得到影差，便能利用其計算日高及日遠。而劉徽則在重差法的基礎上，將它的應用加以推廣。

劉徽在〈《九章算術》注序〉先談到重差法的用處：「凡望極高，測絕深而兼知其遠者必用重差、勾股，則必以重差為率，故曰重差。」更舉洛陽測日為例，迻錄如下以為說明：

立兩表於洛陽之城，令高八尺，南北各盡平地。同日度其正中之影，以影差為法，表高乘表間為實，實如法而一。所得加表高，即日去地也。以南表之影乘表間為實，實如法而一，即南表至南戴日下也。以南戴日下及日去地為勾、股，為之求弦，即日去人也。16
此題文意如圖九，文句中劉徽告訴我們表高八尺，但沒有其他實測的數字，這裏純梓是方法的展示。劉徽給出兩個重差法的基本公式
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由此看出：藉助兩表的測量，便可省略考慮表到日下的距離，除去依賴經驗性假設。此外，這兩個公式與劉徽《海島算經》第一問望海島公式形式一致，因此公式的推導說明，筆者稍後再行說明。

劉徽在洛陽測日的例子後，接著寫道：

雖夫圓穹之象猶曰可度，又況泰山之高與江海之廣哉。徽以為今之史籍且略舉天地之物，考論厥數，載之於志。以闡世術之美，輒造《重差》，並為注解，以究古人之意，綴於勾股之下。度高者重表，測深者累矩，孤離者三望，離而又旁求者四望。觸類而長之，則雖幽遐詭伏，靡所不入。17
劉徽在量天測日後，將重差法推廣到大地測量之上。18並寫成《重差》一章，置於《九章算術》勾股章之後，並提出「度高者重表，測深者累矩，孤離者三望，離而又旁求者四望。」等法則。在唐朝初年，選定十部算經時，將其由《九章算術》中分出，並另命名為《海島算經》，宋刻本的《海島算經》已經失佚，現有的傳本係由戴震從《永樂大典》中輯錄而得，是否與原書相同，已不可考。

現在流傳的《海島算經》共九問，由於劉徽的原圖與注釋均失，僅留下唐李淳風的注釋，但是李注將實際數字代入，演算每一條術文的步驟，並未將設題造術的原由寫出。清李潢(?~1812)撰有《海島算經細草圖說》一卷，利用相似形的對應邊成比例來說明術文的正確性。史家普遍認為李潢的圖畫的輔助線過多，恐怕不合乎劉徽的原意。根據當時的數學水平及《九章算術》所呈現的方法，可能性不外乎兩種：一是利用勾股形的「其相與之勢不失本率」；另一是利用出入相補原理。這兩種方法劉徽都曾在勾股章使用過，但根據筆者目前所見的資料，覺得利用後者的還原的作法比較沒有疑義，19以下便利用出入相補原理，說明《海島算經》第一問的題目與術文。

《海島算經》第一問為測海島問，此書因而得名。題目如下：

今有望海島，立兩表，齊高三丈，前後相去千步，令後表與前表參相直。從前表卻行一百二十三步，人目著地，取望島峰，與表末參合。從後表卻行一百二十七步，人目著地，取望島峰，亦與表末參合。問島高及去表各幾何？

術曰：以表高乘表間為實，相多為法除之，所得加表高，即得島高。求前表去島遠近者，以前表卻行乘表間為實，相多為法除之，得島去表數。
此望海島問的題意如圖十，
[image: image22.wmf]AB

、
[image: image23.wmf]CD

為兩表，
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為島高，也許讀者已經發現圖十與圖九完全相同，術文的公式當然也相同(只要替換對應的名稱即可)：
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其中表間為
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以下是吳文俊先生利用「出入相補」原理所提出的証明，說明這個公式的推導，如圖十一，在長方形PGFQ中，
長方形
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然後兩式相減，
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又長方形
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由此可知「出入相補原理」所扮演的重要角色。除了第一問之外，吳文俊先生也認為再加上《海島算經》的第二問、第四問等二題提出的結果，代表全書的三個基本公式，書中其他的各問均可由這三個公式推得。請有興趣的讀者自行閱讀。事實上，筆者目前所見的資料顯示，對於《海島算經》的解讀仍未完全有定論，例如，有史家便認為《海島算經》只有第一問是最基本的，其餘的各問，是利用第一問的公式，加上比例性質的應用得到的。20
結語

《海島算經》以降，中國在測量技術與方法上達到完善與巔峰，這也可在魏晉時期地圖繪製的技術與理論的建立上，可知重差法在當時是被廣為運用的。21後世的算書多有重差法的題設的紀錄，如南宋秦九韶的《數書九章》、南宋楊輝的《續古摘奇算法》，元朝李冶的《四元玉鑑》，22明朝程大位的《算法統宗》等書。23在題目列式的方法，均採用《海島算經》的方法，並沒有改進。

直到明末清初，三角學的知識隨著傳教士進入中國，中算家才開始了解有關角的度量及相關內容。此時，勾股測量就感受到衝擊。以康熙命令編纂的《數理精蘊》來說，雖然《數理精蘊》下編卷十八〈測量〉將勾股測量與三角測量分開編寫，對編纂者來說，這兩者的異同是清楚的：「勾股必為直角，而三角形則惟變所適，而無定形，要以角度為準。而用割圓八線，以為比例。凡求角求邊，皆以三角形之法為本。……不特凡物之高深廣遠可得而推，即七政之躔度，天地之形體，俱可得而測也。」

如果由教學的角度來看待勾股測量的方法，這其實是個知識門檻較低的作法，學生只能了解相似形比例，就能輕易推求答案。更何況老師也能趁此機會讓學生見識，不用相似形理論便可推求出相似勾股形的比例關係。(一定會驚豔之感！)在實際操作上，如同文本所見的例題，只要把握勾股形的建立，測量長度即可完成測量，相當易於操作，也能避免角度量測容易造成誤差的弊病。還有，由外在文化環境對知識發展造成的影響來看，除了大家熟知希臘人的例子：對於「無限」的恐懼，導致對間接証法的使用。這個勾股測量的例子，也可以提供我們另一個觀照：在缺乏角（度）概念的限制下，中國人卻建立起相當傑出的測量技術。

註釋

1. 至於為何古代中國沒有發展一般角的概念及度量？仍未有定論，有此一說是與天文學淵源有關，見李繼閔，《《九章算術》及其劉徽注研究》，頁394-396。但中算家仍然了解並充份掌握特殊角的三角形概念(如直角三角形)，或是鉛直、水平等概念。尤其是直角三角形性質的推求(中算上稱為勾股術)，更是中國古代幾何學發展的核心，但仍是討論邊長之間的關係，與角度無關。

2. 引自郭書春譯注 (1998)，頁475。

3. 第21問到第23問引自郭書春譯注 (1998)，頁479-481。 

4. 術文如下：以出北門步數乘西行步數，倍之，為實。并出南、北門步數，為從法。開方除之，即邑方。列出方程式後，中算家是利用開帶從平方法來解此一問題，這也是有趣的題材，有興趣的讀者請自行找相關資料。

5. 引自郭書春譯注 (1998)，頁475-476。
6. 這是已知直角三角形中勾長a，股長b，求內接正方形的邊長d的問題。術文的公式為
[image: image47.wmf]ab
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7. 引自郭書春譯注 (1998)，頁466。
8. 楊輝，南宋錢塘人，曾擔任地方官員，生卒年不知。重要的著作有《詳解九章算法》(1261)、《楊輝算法》(1274-1275)。
9. 事實上，在楊輝的《詳解九章算法》第58頁也有此一想法的說明：『直田斜解勾股二段，其一容直；其一容方，二積相等。』 收入郭書春主編 (1993)。值得一提的是，史家郭書春認為此段文字是出自北宋賈憲。

10. 引自《楊輝算法》的《續古摘奇算法》。收入郭書春主編 (1993)，頁1114。
11. 引自郭書春譯注 (1998)，頁476。
12. 此處筆者有個大膽的猜測，文中筆者對劉徽此題注解的分段，乃沿用多數史家的看法，但總覺得『故以出北門乘折西行股，以股率乘勾之冪。然此冪居半以西，故又倍之，合東，盡之也。』此段文字應放在出入相補原理的注釋中較佳，似乎就能補上缺少的等式右半。

13. 《周髀算經》原名《周髀》，不知道撰者名氏。因為書中包含相當繁複的數字運算及勾股定理(即畢氏定理)，唐代在規定國子監算學課程時，便將它列入十部算經之一，並改名為《周髀算經》。現流傳的《周髀算經》為趙君卿注解的版本。

14. 引自《周髀算經》，頁6-8。收入郭書春主編 (1993)。
15. 在李國偉 (1984) 一文中，對於重差術與「寸影差千里」可能的關係，有著精彩的敘述。此外，吳文俊 (1982) 還原傳本中錯誤的日高圖，並對趙君卿的注解重新詮釋。也對劉徽的《海島算經》的術文，給予新的証明。是篇重要的經典論文，值得一讀。

16. 引自郭書春譯注 (1998)，頁198。
17. 同注16。

18. 傅大為認為劉徽海島重差術的高度，似乎是從周髀以後的研究傳統『以重差勾股量天度日」的更進一步發展得來的。』因此，勾股發展到重差的脈絡應是：勾股→周髀天文宇論研究傳統→重差→海島測望數學。見傅大為 (1988)，頁8-12。

19. 贊成前者的是錢寶琮為主；力主後者的是吳文俊。目前筆者所見利用相似形來証明《海島算經》第一問的術文時，會使用非勾股形的三角形成比例的情況，這是很值得商榷的。當時算家所運用應限於勾股形才是。有與趣者可見錢寶琮 (1981)，頁72-75。或是郭書春 (1995)，頁175-180；198-205。

20. 見劉鈍 (1993)，頁413-418。

21. 裴秀提出『製圖六體』，確立地圖繪製的理論。見郭書春 (1995)，，頁180-182。

22. 必須說明的，李冶在書中列式的方法與《海島算經》第一問是相同的，但解方程式的方法採用天元術。

23. 值得一提的是程大位在《算法統宗》編有窺望海島歌，抄錄如下：『望島知高法術奇  立來二表並高低  表問尺數乘高數  以作實情更不容  二表退行相 減較  減餘為法以除之  更將一表相加併  海島巔高盡可知  另置表間之尺數  以乘前表退行宜  前法除之知隔水  水程遠近不差池』。由此歌訣，可知此時的測量方法與使用公式與《海島算經》第一問是相同的。見《算法統宗》卷十二，19-20，收入郭書春主編 (1993)。
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