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HPM 隨筆（一） 

洪萬生 

臺灣師範大學數學系教授 

誠如 HPM所主張，數學史的確值得引進數學課堂之中，儘管它『如何』有助於教師教學與學生

學習，仍然眾說紛紜，見仁見智。所謂 HPM是指數學史與數學教學的關聯之國際研究群（International 

Study Group on the Relations between the History and Pedagogy of Mathematics），它隸屬於國際數學教

育委員會（ICMI, International Commission on Mathematics Education），專門推動數學史在數學教育上

的應用工作。正因為如此，在數學課堂上運用數學史，就成了 HPM成員十分關注的目標了。  

 

根據多年來在很多場合 -- 包括台灣師大數學系所『數學史』課程、數學教師暑期進修班、數學

教師短期講習班，以及應邀為初、高中數學教師演講 -- 討論 HPM 課題時，筆者總是再三強調在課

堂上，教師運用數學史至少可以分成三個層次： 

1) 說故事，對學生的人格成長會有啟發作用； 

2) 在歷史的脈絡中比較數學家所提供的不同方法，拓寬學生的視野，培養全方位的認知能力與思

考彈性； 

3) 從歷史的角度注入數學知識活動的文化意義，在數學教育過程中實踐多元文化關懷的理想。 

至於運用之妙，當然存乎教師個人的慧心了。不過，筆者也一直被要求針對這些 HPM課題，提供範

本或手冊。本文之作，用在拋磚引玉，讀者萬勿照本宣科才是。 

 

關於第一層次，很多人直覺地認為『數學史』就等於數學故事。不錯，教師說說故事提振學生的

上課情緒，尤其是在夏日午後正好眠時，數學家或數學界的遺聞軼事，大概都可以達到提神醒腦的作

用。在台灣師大就讀時曾修過『數學史』課程的教師，都一再向筆者表示她 / 他們的學生實在太愛聽

故事了，簡直叫人窮於應付。事實上，數學家故事對學生的人格鼓舞與啟發尤其值得我們重視。譬如

說吧，十八世紀法國女數學家蘇菲 姬曼（Sophie Germain, 1776-1831），就是受到阿基米德（Archimedes）

故事的『煽動』，迷上數學而終生無怨無悔。她童年時正值法國大革命發生，為了排遣難耐的孤獨與

寂寞，遂被數學史家莫度西亞（J. E. Montucia）的【數學史】所記載的阿基米德傳奇所吸引。相傳阿

基米德正沈醉在一道幾何問題時，對已經陷城的羅馬士兵渾然未覺，就莫名其妙被殺死了。這個悲劇

讓百無聊賴的蘇菲神醉心痴，她想幾何學若真有這種魅力，那真地值得探索一番了。於是，她終於走
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上數學研究的不歸路了。   

讓我們再提供另一個女數學家的故事。十九世紀俄國女數學家桑雅  卡巴列夫斯基（Sonya 

Kovalevsky, 1850-1891），多才多藝、文理兼美，在數學上她固然成就非凡，而在十九世紀俄國文壇杜

斯妥也夫司基、普希金等大師輩出的年代裡，在文學方面她也著作甚豐，頗富盛名，真是讓我們見識

到數學家甚少為人所知的一面。同時，她雙方面的成就也告訴我們：原來數學研究與文學想像力並不

相悖，而是正好可以相輔相成。事實上，正如桑雅的偉大師傅卡爾 外爾斯特拉斯（Karl Weierstrass, 

1815-1897 ）的洞見：「傑出的數學家不可能不是心靈上的詩人」，數學與文學一樣，它是一門需要大

量想像力的學問。針對她自己在數學與文學之間的隨意轉換，桑雅的自白是很值得轉述的： 

 

就『說故事』的實施來說，教師有沒有一點從容的心情或『雅興』，絕對是主要關鍵。也就是說，

教師只要平時喜歡閱讀數學家傳記，然後在課堂上多加練習，久而久之大概就可以出口成章了。這種

『雅興』嚴格說來無關數學或數學史『素養』! 然而，如果我們希望教師在課堂上運用數學史時可以

提升到第二層次，那麼，她 / 他們擁有一點數學史的專業修養，就變得不可或缺了。 

 

筆者身為專業數學史家，為了強調上述這種 HPM的特殊關懷不是所謂的『老王賣瓜』，在很多場

合演講時，筆者總喜歡以畢氏定理的三個證法為例，來說明數學原典（或文本 text）上的記載，對學

生的人格薰陶、認知啟發以及（多元）文化關懷，如何可以帶來深刻的影響。按照歷史順序，第一個

方法當然必須是古希臘歐基里得（Euclid）【幾何原本】（The Elements）第一冊命題 47，這即是所謂

的『面積證法』，至於筆者所選擇的版本，則是徐光啟、利瑪竇（Matteo Ricci）所翻譯、出版的明刊

本（1607年）。第二個是古中國三國時代趙爽註解【周髀算經】所提供的『弦圖證法』。第三個證法也

出自【幾何原本】，是該書第六冊命題 31。根據 Proclus的說法，這才是歐基里得的原創性貢獻，由於

它是關於相似形的定理（事實上，第六冊討論的題材都是相似形），它的的證法也因此運用了相似三

角形的比例性質，於是被稱為『比例證法』。我們提供的圖形也是出自前述的明刊本。 

 

在簡介了這三種證法之後，筆者通常會要求聽眾（教師或學生）表態，請她 / 他們挑選一個最

愛。結果，聽眾大都會表示最喜歡第二個證法，因為它比較直觀 -- 事實的確如此，但也可能是由於

文化的親和力使然。接著，筆者會說明『數學證明』（mathematical proof）的功能，及其在教學、學習

上應該扮演的角色。在這個前提下，筆者進一步督促聽眾『對比』這三個證法之間的異同，並強調它

們在認知啟發上的重要性。 

 

我們相信如果教師善用這種教學策略，學生一定有機會培養全方位的認識能力與思考彈性。至於

真正的成效如何，當然還有待教育研究。不過，教師要想進行實驗，則起碼的數學文本解讀以及比較

對我來說，詩人只是感知了一般人所沒有感知到的東西，他們看得也比一般人深。其實

數學家所作的不也是同樣的事嗎？就我自己來說吧! 我這一輩子始終無 法決定到底哪

個偏好較大些，是數學呢？還是文學？只要我的心智逐漸為純抽象的玄思所苦，我的大

腦就會立即偏向人生經驗的省察，偏向一些美好的文藝作品；反之，當生活中的每一樣

事開始令我感到無聊且提不起勁來時，只有科學上那些永恆不朽的律則才能吸引的興

緻。 

至於這個故事應該如何『改編』，有請各自隨意斟酌。無論如何，這是一個具有多方面啟

發性的數學家故事（哪幾個方面？），值得喜歡說故事的教師善加利用。 
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史學的初步修養，都是必要的數學史功夫，千萬馬虎不得。 

 

另一方面，在第二個層次時，筆者已經刻意地鼓勵學生針對數學知識進行反省。一旦她 /他們認

為數學除了可以而且必須『做（或學著『做』）』之外，原來也可以『鑑賞』! 如此一來，教師或學生

或有可能逐漸體會：數學是某脈絡中的一種知識活動（mathematics in context），亦即它也擁有豐富的

歷史文化向度（或維度 dimension）。所以，學會了數學，不僅我們的生活經驗得以強化，同時，我們

的文明品味也得以提升 -- 尤其，我們也可以在這樣的教學設計中，分享世紀末最令人矚目的『多元

文化關懷』。如果教師有機會與學生分享數學的文化意義，那麼，HPM的最終關懷乃至於數學教育的

理想，也一定可以實現。這也正是我們上文所說的數學史運用的第三層次。有關這一方面的課題，我

們可以論述得更深入一點，不過，這立刻會涉及更專門的數學文化史（cultural history of mathematics）

或數學社會史（social history of mathematics），且讓我們以後再一一深入說明。 
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「國中數學史教學」經驗談之一 

謝新傳 

五常國中教師 

數學發展史是人類文化活動的重要部分，也是數學教育中最人性化的部分，我覺得要讓學生他們

喜歡上數學課，老師也喜歡教數學，就一定要讓數學史料成為教材的主要部分(數學系應當是必修學

分，中小學教育更要如此─而且要把它編成故事書、漫畫書，不知有何不可？)，我記得我念國中的時

候，班上最喜歡上的是地理課，原因並非是我們對地理的求知慾，而是因為那個地理老師很會講歷史

故事能引人入勝，所以我們每週都在期待地理課的來臨，很諷刺地，最討厭的卻是歷史課，因為那個

歷史老師居然上歷史課可以不講歷史故事而且還經常考試。 

 

洪萬生教授到五常國中演講之後，我才開始「淺」讀數學史並且指定幾本書給學生當寒暑假讀物

(《數學奇觀》、《阿草的葫蘆》)，學生也很有心閱讀。說起來很慚愧，因為從開始自修之後我才知道

劉徽是那個時代的人，甚麼又是「青出朱入圖」。數學史、數學家故事很多可以編寫(改編也可以啊！

只要能讓青少年喜歡就好了)並安排在教科書中，因此，對目前國編版國中數學課本的編寫，我有一

點小小建議：活潑的漫畫是可以引起學習動機，但如果能以數學史料作主題就更美好了。 

 

為了彌補目前教科書中數學史教材的缺乏，我和學校其他老師編輯五常國中數學校刊「五常數學」，

內容包括數學家故事、數學百科及一些數學有獎徵答，目前已經有 30期了，愈來愈受讀者(還包括其

他科老師及學生家長)喜歡，簡直欲罷不能。雖然我們很辛苦而且沒有任何報酬，可是一想到能為學

生服務、為教育奉獻也很值得。   

 

現在，針對我個人在學校中與學生一同遭遇「數學史」的經驗，提出來與讀者一起分享。前一陣

子，我在給學生上選修上冊 1-3「畢氏定理逆定理」證明時，因為有同學問起畢氏定理如何證明，我

一下子就從歷史上搬出五種證法 show了一下，並且讓他們比較：三國時代的趙爽面積證法、公元三

世紀的劉徽、公元 12世紀的印度數學家 Bhaskara、清朝的梅文鼎甚至於美國第 20任總統 Garfield在

當眾議員時想到的簡單梯形面積算法，在講解這些圖形的剪貼時就得到不少掌聲，這也是我第一次把

「數學史教材」在國中課堂上講解，我覺得這是種新的嘗試。 

 

最後，我們來看看學生如何活用這些素材！本校第 25期的「五常數學」，出了一道題目以有獎徵

答的方式給學生作腦力激盪，題目如下： 

 

【題目】用剪貼的方式，把兩個正方形剪貼成一個大正方形，其面積要等於原來兩個小正方形面積的

總和。  

 
 

結果，學生表現不錯，大部分學生都會想到要使用商高定理，先作出以兩個小正方形之邊長為兩

股之直角三角形，再作出以斜邊為邊之正方形，然後再用剪貼方式慢慢去填滿正方形。  
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    但是二年七班卻有三位同學，表現令人刮目相看，他們的作法竟然是在數學史文獻上找出數種解

法： 

 

解一：這是清朝數學家梅文鼎的勾股弦定理的證明，國中生竟然能用來剪貼。 

 

 

 

解二：(圖二) 是中國古代數學家劉徽的勾股弦定理的證明，本校學生也會活用。   

 

 

 

    在「五常數學」第 26期中，有一題目要求用剪貼方法，作一正方形使其面積

為已知正方形之 5倍。上面提及的幾個學生研究的結果，得到如(圖三)的作法，看

起來是三國時代數學家趙爽勾股弦定理的證明，也是學生用方格紙自行想出來的，

真是令人嘆為觀止。 

 

 

 

    這些學生會自動從歷史文獻中搜尋劉徽、趙爽及梅文鼎的解法，可見「數學史教學」確能引起學

生興趣及廣泛討論，所以將來應引入教科書。  
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負數的迷思 

唐書志 

台北市百齡國中教師 

如果抽掉國中課本裡的負數，老師們將會同意今天看來漂亮完整的公式都會顯得支離破碎；不論

是討論數學裡的一元二次方程式還是物理學的運動方程式，沒有了負數便左支右絀，無以為繼。也正

因為負數大量出現在教材的各個角落，教師往往注意的是負數的運算性質，對於負數的認知卻著墨無

多。什麼數字竟然會比 0 還小呢？為什麼要說一個遞減的等差數列有負公差呢？甚至於這個恆等式

（a－b）（c－d）＝ac－ad－bc＋bd 又是怎麼算出來的呢？對於這一類問題，以往的觀點是認為一個

「會教的」數學老師「必定」可以講得讓學生明白，而「會教」的定義往往取決於脈絡是否簡明、合

乎數學的內在架構。  

 

兩百年的困惑  

18世紀法國作家 Stendhal(1783-1843)對於老師「負負得正」的解釋顯然並不滿意。他回想從前學

習負數的情況：  

 

他的老師顯然不能理解學生對於「負負得正」的抗拒，無論如何解釋，總是不能讓 Stendhal信服；

最後，只好搬出數學權威 Euler(1707-1783)與 Lagrange(1736-1813)：他們知道的也不比你多多少呀，

可是都用得理所當然，你又何必鑽牛角尖呢？   

 

或許是後來很多場合都用得到吧！Stendhal被這個問題（負負得正）困擾許久，最後只好接受它；

然而這個學習經驗卻使他感受深刻，一度還動搖了對於數學與數學教師的信心。  

 

數學是不會矯柔造作的。在我的青春歲月裡，我相信那些使用數學做為工具的科學也必然

同樣真確；別人這麼告訴我。但是當我發現沒有人能解釋負負得正(－×－＝＋)的原因時，

你能想像我的感受嗎！（而這還是所謂「代數」的一項基本規則哩。）對我來說，這個沒有

解釋的難題真是夠糟的了（它既然能導致正確的結果，無疑地也應該可以解釋）。而更糟的

是，有人用那些顯然對自己都不清不楚的理由來對我講解。 

我花了好長一段時間才知道：M. Chabert 根本不曾聽進我對於負負得正的抗拒，M. Dupuy

則老用縹緲的微笑回應，而那些我所請教的數學專家們總是報以嘲諷。我最後告訴自己：

本來就必須負負得正嘛；畢竟，這個規則已經用了這麼久，而且導出的結果看來都無懈可

擊。 

我摯愛的數學難道是個黑盒子嗎？我不知道該怎麼做才能到達真理；噢！那時是多麼熱切

地想在邏輯或文藝上面吸收各種接近真理的方法啊！最終我以我可憐的、卑微的智力做出

結論：M. Dupuy 可能在說謊；而 M. Chabert 則是一個自我欺騙的可憐蟲，完全不能理解旁

人的抗拒心理。……我就教於 d'Alembert 在百科全書(Encyclopedia)中的數學文章，但他們

自大的語氣以及對真理的傲慢卻令我排斥厭惡；而且，我對它們一點也不能瞭解。 



HPM 通訊第一卷第二期第七版 

 

從這段描述可以想見當時的 Stendhal是多麼渴望求得心中疑惑的解答啊。時至今日，筆者猶記得

班上同學拿著「（－5）＋3」四處問人，甚至放學跑來問老師的可憐眼神；雖然做是會做了，但仍然

可以感受到她的彆扭與不安。時隔二百年，古今中外仍同樣有孩子為了讓自己接受負數的運算規則而

困擾。 

 

對於 Stendhal，數學這個黑盒子確實隱藏了太多，連大數學家 d'Alembert(1717-1783)都不得不拐

彎抹角地陳述自己所認知的「負」概念哩 ：  

 

 

請注意 d'Alembert 提到「負數」與「負量」的不同態度。對他們而言，負數是一個「莫名其妙」

的數，早在 Pascal(1623-1662)與 Descartes(1596-1650)的時代就這麼覺得了；Descartes認為負根是方程

式中錯誤的根，而 Pascal則認為要從「一無所有」當中減去東西，更是門兒都沒有！所以 d'Alembert

必須賦予已經展現許多用處的「負量」一些額外意義；如同他所說的，「我相信，我能保證它對於所

有牽涉到負量的可解問題都不會出錯」，但他也同樣認為「就現在的情況看來，要進一步發展這個想

法是不可能的」。倘使一直堅持從現實量的角度去理解，Stendhal終究要遇到這個不可解的困境：  

負量與正量對合(The negative magnitudes are the counterpart of the positive ones)。負量始於正

量所止之處。參見「正」條。  

人們必須承認，要正確地勾畫負數(negative number)的想法並不容易；有的學者只是將他們

不嚴密的說法加諸紛亂之上；說負數小於一無所有(negative numbers are below nothing)就如

同在講一件無法想像的事情。……   

為了使牽涉負量(negative magnitude)的代數運算能夠嚴謹與簡潔，人們傾向於相信與負量有

關的正確想法必須簡單而且並非人造。假使人們想要展現此一真確概念，則須注意那被稱

做負的、被誤認為在零的那一邊的量，常常是用真實量(real magnitude)表徵。這裡有個幾何

學的例子，負直線與正直線的差異在於它們相對於某共同點上已知直線的位置。參見「曲

線」條。由此可見計算(calculus)中所遇到的負數量(negative quantities)確是真實量(real 

magnitude)無誤。但是這些真實量必須賦予一種想法以有別於被接受者，例如：我們想找一

個數字 x 的值，使之加 100 等於 50。根據代數規則，可以列 x+100=50，得到 x= －50。這

表示 x 的量(magnitude)是 50，不過對 100 來說是減而不是加。也就是這個問題可以重新考

慮如下：找某量 x 使 100 減之剩餘 50。如果問題真這麼寫，則可列式 100－x=50，x=50，

x 的負形式將不存在。因此，負量確實表示假設置錯情境之正量。加諸量前之"－"號乃是做

為消去運算以及修正假設中錯誤之提醒，一如前述例題。參見「方程式」條。   

請注意此處所提及的只是諸如-a 或 a－b(b 大於 a)之孤立負量(isolated negative magnitude)。

如果 a－b 是正的，換句話說，b 小於 a，則符號無論如何不會產生困難。   

換言之，孤立負量並不存在於真實與絕對感覺(real and absolute sense)之中；抽象來說，-3 對

於心靈沒有意義；當我說某人給另一個人-3 馬克(thaler)時，才意味著他從另一個人身上拿

走了 3 馬克。……就現在的情況看來，要進一步發展這個想法是不可能的，不過這卻是一

個簡潔得無可取代的方式；我相信，我能保證它對於所有牽涉到負量的可解問題都不會出

錯。…… 
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這，不合宜或不顯明的比喻(metaphor)，或許也是我們老覺得課本上（不論哪一種版本）「負負相乘」

的例題奇怪的原因吧。  

 

另類觀點 

除非觀點有所轉變，否則似乎難有更進一步的想法出現。果然，19世紀的數學家們經由形式上的

探討，對於負數有了新的看法。以往來自量的束縛不再存在，當時 H. Hankel 這麼寫道：  

 

 

從此以後，似乎再也沒有必要去為數系找尋自然界的實例和比喻了；新數字不再被視為「發現」，而

是被看成「發明」。這並非表示 Hankel等人不關心數系與真實世界的連結，他們仍舊規定形式運算不

能導致矛盾；一個免於矛盾的定義才是邏輯上可行(logically possible)的；同時，單只有邏輯上一致的

規則還不夠，如果不將系統內容的詮釋與應用考慮在內，這些系統放在一起也是毫無意義的。透過「不

變原則(principles of permanence)」 ，保持一些特定的規則不變，賦予適當的定義，得以建構出負數的

「形式化」面貌。例如：一開始先「定義」負數－n是從方程式 0x n  的解而來，其中n為自然數；

同時假定加法與乘法的結合律、交換律成立，分配律也成立（根據「不變原則」），於是可以進行論證。   

( 3) 3 0    

( 4) 4 0     

[( 3) ( 4)] [3 4] 0       （前兩式相加的結果） 

[( 3) ( 4)] 7      （因為3 4 7  ，再套用負數的「定義」） 

那麼乘法是否也可以如此定義呢？從0 0x x   （成立）開始， 

[( 3) 3] 4 0 4 0      ，i.e. ( 3) 4 3 4 0      

[( 4) 4] ( 3) 0 ( 3) 0        ，i.e. ( 3) ( 4) ( 3) 4 0        

根據定義，可以得到 ( 3) 4 12    ，( 3) ( 4) 12    （似乎有負正得到負、負負得到正的影子）。當然，

這些只是大概罷了，嚴密的論證還需要一些充份的準備。（這個時候，有沒有嗅到本世紀中「新數學」

運動的一點味道了呢？） 

 

中國的負數概念又是一條不同的路。根據李繼閔的說法，負數之所以很早為中算家所引進，乃是

由於古代傳統數學中，「算法」高度發達和籌算「機械化」的成果。劉徽在《九章算術》的注文中提

到：「今兩算得失相反，要令正負以明之」，所以負數在中國古代是一種與西方截然不同的概念，人們

可以透過算籌的「正負術」推演解題；李繼閔指出，有些題目（例如方程章第三問）要不是因為籌算

的緣故，用今天的眼光看，根本不必引入「負數」就可以解出答案。 

M. Chabert[被 Stendhal 問到]沒有辦法的時候，曾經不太恰當地強調，要我們將負數量看成

某人的欠債。可是這個人該怎麼把 10000 法朗的債與 500 法朗的債乘在一起，好得到

5000000─也就是五百萬法朗─的收入呢？ 

要建構普適性算術的環境，必須脫離直覺，將數學當做純粹智慧與形式的產物。它並非量與

數的合成，而是具有思維特性的實體(intellectual object)；存在於現實的東西與關係對應得到，

但並非必要。 
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單從這些例子，我們就看到完全不同於先前具體取向的兩種負數經驗：一個是西方的形式主義，

一個是東方的籌算文化。漸漸地，西方部份數學家還瞭解到，負數的「相對」意義不見得非丟開不可；

幾何的坐標化、向量的引介，以及負的電量、負的速度、負力……等等，往往因負數而使人類開展更

廣闊的思考空間。人們不再將擴充數系的「正當性」訴諸現實，而是反過來，利用數去描繪現實情境

與各種量。使用負數讓我們可以更有效率地解題：當代數學史家 Wagenschein 便說：「負數的運算法

則是一種發明，但是卻是一種很好用的發明」。  

 

非結論 

不管以哪一種方式看待負數，今天都會運用它做很多事。然而令人好奇的是，學習者在學習過程

中究竟是採取什麼樣的觀點面對負數呢？會像 Stendhal 一樣凡事去生活中找對應意義嗎？還是像

d'Alembert一樣賦予「運算」額外的解釋呢？是像劉徽一樣把焦點放在「算法」上？還是像 Hankel一

樣任由心智去建構一個理想圖像呢？  

 

對於部份數學教師而言，教完整數的加減法後， ( 5) 3  這樣的題目便幾乎不大可能再單獨出現

了；負負得正的規則往往也只是一句口訣。但是對於學習者而言，一切真有那麼簡單嗎？也許他們的

內心也正如 Stendhal一樣正在天人交戰哩！教師是否曾經停駐自己的腳步，傾聽一下學生的聲音呢？

當然，也許孩子們只需要一個簡單有趣的「遊戲規則」哩！誰知道？又是怎麼知道？   

 

無論如何，我們大可以放膽試著從歷史實例中「考察認知特徵」，與學生身上所「觀察」到的相

互「對照」；畢竟歷史不應該只是供我們做為新課程的話引或課餘的閒聊話題而已。德國數學家與教

育家 Felix Klein在 1908年語重心長地告訴大家：如果我們現在帶著批判的眼光去看中學裡負數的教

法，常常可以發現一個錯誤，就是像老一代數學家如上指出的那樣，努力地去證明記號法則的邏輯必

要性。……我反對這種做法，我請求你們別把不可能的證明講得似乎成立。大家應該用簡單的例子來

使學生相信，或有可能的話，讓他們自己弄清楚。 

即使是近一世紀後的今天，無論是努力為學生「證明」記號法則還是努力教同學去「背」記號法

則的老師，這些話都仍然受用。「會教」的老師讓自己和同學們聽得明白，也會讓自己和同學們想得

明白、滿心歡喜。  
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數學小故事 

台北市長安國中 林倉億老師  

台北市五常國中 邱靜如老師  

高雄市中山高中 余酈惠老師 

上帝和月球－6 vs.28 完全數 

上帝利用 6 天的時間創造了世界；月亮繞行地球只須 28 天；6 和 28 的數字是否有無特別之處

呢？古希臘人以〝完全〞來替 6和 28命名，因為他們認為這些數是最完美的，為什麼呢？  

畢達哥拉斯及其門徒稱 6及 28為完全數(或稱為完美數)，因為它們都是其真因數的和： 

 

6的真因數：1，2，3 其和1 2 3 6    

28的真因數：1，2，4，7，14 其和為1 2 4 7 14 28      

 

所以，一個正整數的真因數和是本身，我們就稱它為完全數！   

古人只知道四個完全數，分別是 6、28、496和 8128，因此他們做了幾個有趣的猜測： 

一、由於前四個完全數的末位數字不是 6就是 8，而且還是依次出現，所以所有的完全數的末位數量

都是 6或 8，甚至是輪流出現的！  

二、第一個完全數 6是一位數；第二個完全數 28是二位數；第三個完全數 496是三位數；第四個完

全數 8128 是四位數；所以第五個完全數一定是五位數，以此類推！這些有趣的猜測結果是對還

是錯呢？讓我們先來看看如何找出完全數！ 

    我們將歐幾里德和尤拉發現的結果寫成下面的定理：  

 

設m是個偶數，則m是完全數的充要條件是存在一個質數 p使得 2 1p  是質數，且 12 (2 1)p pm    

 

這個定理告訴了我們如何去尋找這誘人的完全數，我們將2 1p 這個數稱為梅聖尼數，而已知的

梅聖尼質數只有 30個，所以已知的偶完全數只有 30個：前 24個完美數是在 1975年以前發現的，其

中最後一個是 19936 199372 (2 1) ，這是在 1971年發現的，而這 24個中有一半是在 1952年以後發現的；

而第 30個完全數是在 1986年 9 月被發現的！由上我們可以看出古希臘人的第二個猜測(第五個完全

數一定是五位數，以此類推！)是錯的！不過關於第一個猜測（所有的完全數的末位數量都是 6或 8，

甚至是輪流出現的！）雖並不完全正確(因為 6 和 8並未輪流出現)，不過，他們似乎猜對了一件事，

只要是偶完全數，個位數不是 6就是 8！為什麼呢？這是根據下面的定理：  

 

對於任意的正整數n，令 2 2 12 (2 1)n n

na   ，則 

若n是偶數，則 na 的個位數是 6且十位數是奇數； 

若n是奇數，則 na 的個位數是 8且十位數是 2； 

 

細心的讀者一定會發現：目前已知的完全數都是偶數，那有沒有 奇完全數呢？我們知道由歐幾

里德公式所得到的完全數一定是偶數，那麼，不從歐幾里德公式可以找到任何一個完全數嗎？數學家

們做了許多的努力，越覺得奇完全數存在的可能性越小！在 1973 年，數學家海琪斯透過電腦證明出
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在 1050以下沒有奇完全數的存在！他的證明全部有 83頁，曾經由其他的數學家們予以詳細驗證，確

定其過程是無誤的，所以，我們可以知道在 1050以下，沒有奇完全數的存在！從 1973年以來，其他

的數學家依然透過電腦宣布在 10200以下，沒有奇完全數的存在！(這並未經過數學家的詳細驗證！)  

 

完全數如何求出？是否有無限多個？這兩個問題是數學家們在幾千年前就提出來了，然而，直到

今日，這仍然沒有完整的答案，我們只能提出一部分的解答，更確切的說，我們只能說明那一種偶數

是完美數，至於這種偶數是否有無限多個，及有無奇完美數的存在，這就有待後世的努力！ 

 

吵架的獨門解藥－220 vs.284 親和數 

跟好朋友吵架了，吵完後想要想要回復到以前那樣有說有笑的卻不知如何開始，教人十分苦惱！

試試偉大的畢達哥拉斯的獨門解藥吧！拿出兩張薄薄的紙，一張寫上 220，另一張寫上 284，再揉成

小丸子，兩人各吞一粒，之後就會雨過天青了！ 

 

你知道這獨門解藥的祕密嗎？讓我們用數學來一窺究竟吧！   

 

220 和 284 我們稱之為親和數(或稱為親和數偶、友誼數、友善數)，所謂的親和數偶就是其中的

每一個數的真因數(真因數就是不包括本身的所有正因數)加起來等於另一個數，以 220，284為例： 

 
2220 2 5 11   ， 

真因數：1，2，4，5，10，11，20，22，44，55，110，其和為 284 

2284 2 71   

真因數：1，2，4，71，142，其和為 220 

 

如此〝你中有我，我中有你〞，難怪畢達哥拉斯會拿它們來做為治療友誼創傷的妙藥了！還有其

他的親和數偶嗎？   

 

其實親和數鍊也稱為交連數(sociable number)，1970年，美國的 Steve Root也從自然數 1到六十

六億中去找到好幾組交連數，其中大多都為四環親和鍊，所以數學家就推測可能有無限多組的四環親

和鍊存在於自然數中，但僅止於推論，而沒有證明可以讓人信服這樣的猜測，現在大概只發現了四環

親和鍊、五環親和鍊、28環親和鍊，及一組兩個數的親和數！並沒有發現三環親和鍊，那到底有沒有

三環親和鍊呢?如果有，是那組數呢？如果沒有，又怎麼證明呢？這是個至今仍未解出的一大難題！ 


