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牛頓插值多項式：拉格朗日怎麼說？ 
林倉億 

國立台南一中  

 

先看一個例子：「求過 ( 1, 2)  、 (1,6) 、 ( 2,7) 、 ( 4,93)四點的插值多項式。」在

高中課堂上常用的解法就是求出 ( ) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 2)f x A B x C x x D x x x         
的係數 A、B、C、D，即所謂的「牛頓插值多項式」。只要依序利用 ( 1) 2f    、 (1) 6f  、

(2) 7f  、 (4) 93f  ，便可求出 2A   、 4B  、 1C   、 3D  。接下來，讓我們來看

看另一種求係數 A 、 B 、C 、 D 的方法，請見下表一：1 
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看到沒，框起來的四個數字，由左上到右下，依序不就是係數 A 、 B 、C 、 D 的值嗎？

神奇吧！更妙的是，若將過這四點的「牛頓插值多項式」寫成不同的形式，例如

( ) ' '( 1) '( 1)( 2) '( 1)( 2)( 1)f x A B x C x x D x x x          ，這個方法還是有效：  

                                                 
1 讀者若看不出此表中之生成方式，可先見後文之表三。 
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係數 'A 、 'B 、 'C 、 'D 的值依序是 2 、3、 1 、3。不信的話，讀者可以拿筆驗算看看！ 

 

至此，相信不少讀者心裡開始在想：「這會不會是巧合？」建議讀者不妨把課本或

講義拿出來，用這個方法試試，看能不能找到不合的例子。然後再研究研究這個方法倒

底在算啥，稍後筆者會請一位「大師」為大家「開釋」。 

 

除了對這個方法的疑惑之外，若有人以為它是某個無名小卒的「不入流」方法，那

可就大錯特錯了！這方法實質上是大名鼎鼎的牛頓所使用的方法，差別在於他用的是幾

何術語（見圖一）2。換句話說，高中課堂上是用多項式的除法原理來解釋「牛頓插值多

項式」，但，事實上牛頓本人並沒有使用多項式的除法，反倒是將數值拿來減減、除除，

就得到了插值多項式的係數。牛頓將這個方法寫在他的鉅著《自然哲學的數學原理》

(Mathematical Principles of Natural Philosophy)一書中，目的在於求彗星在軌道上的位置。

然而，牛頓在書中只寫出該如何求值，並未說明此法之所以有效的理由，再加上所使用

的符號、術語並不易懂，因此，咱們也就不要去深究他到底寫了什麼，直接請「大師」

拉格朗日為我們說明吧！ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
2 圖片取自 Google Book 網站中 Principia: Vol. II: The System of the World 之頁 499-500。 

表二 
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1795 年拉格朗日在巴黎高等師範學院的一場演講中，提到牛頓利用多項式來求彗星

在軌道上的位置，而牛頓的方法啟發他自己在這方面的研究。拉格朗日寫道： 

 

牛頓是第一個考慮此問題的人，以下是他給出的解法： 

令 P、Q、R、S 、……為 y 坐標之值，其對應的 x 坐標分別為 p、q、r、s、……，

我們可以得到下列的方程式： 

        2 3P a bp cp dp       
        2 3Q a bq cq dq       

        2 3R a br cr dr       
        …………………………… 

 

方程式的數目和未知的係數 a、b、c、……之個數一樣多。將這些方程式彼此相減，

剩下的會被 q p 、 r q ……整除，在除完之後，我們可得到： 
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以得到： 

        1 1 ( )
R Q

c d r q p
r p


    


  

圖一 
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        ………………… 

如此不斷地反覆作下去。 

 

        用這個方法我們可以求出係數 a 、b 、c、……之值，然後從最後一個開始代回

一般式 2 3y a bx cx dx    中，在化簡之後就可以得到下列的式子： 

        1 2 3( ) ( )( ) ( )( )( )y P Q x p R x p x q S x p x q x r            

無論有多少項，我們都可以很容易地繼續寫下去。 

 

若我們將拉格朗日的說明，轉成表格，並以求過 ( , )p P 、 ( , )q Q 、 ( , )r R 、 ( , )s S 四點

的插值多項式為例，讀者更能清楚拉格朗日所說的牛頓的方法，就是筆者一開始呈現的

方法： 
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剩下來的問題就是，似乎拉格朗日也沒有解釋為何這樣子的算法是正確的。其實，拉格

朗日是有說明的，只不過「大師」的話總是言簡意賅、微言大義，不仔細想想還無法參

透。拉格朗日不是有寫：「求出係數 a 、b 、 c 、……之值，然後從最後一個開始代回一

般式 2 3y a bx cx dx    中，在化簡之後就可以得到……」讓我們用表格的這個例子

實際操作一次： 

假設 2 3( )f x a bx cx dx    ， ( , )p P 、 ( , )q Q 、 ( , )r R 、 ( , )s S 四點代入得 
2 3P a bp cp dp    ……(1)    2 3Q a bq cq dq    ……(2) 

    2 3R a br cr dr    ……(3)    2 3S a bs cs ds    ……(4) 

表三 
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，代回(8)式得 2 3( )c R r q p S     ；代回(5)式得 

1 2 3( ) ( )b Q q p R pq qr rp S        ；代回(1)式得 1 2 3a P p Q pq R pqr S       ；

故得 

1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( )f x P p Q pq R pqr S Q q p R pq qr rp S x                       

      2 3
2 3 3( )R r q p S x S x           

    

2 3 2
1 2 3( ) ( ) ( ) ( )P x p Q x p q x pq R x p q r x pq qr rp x pqr S                         

        1 2 3( ) ( )( ) ( )( )( )P Q x p R x p x q S x p x q x r           

嗯！兩位數學大師果然都是對的！3不過，這樣子反覆迭代實在是太累人了，所以，拉格

朗日繼續寫道： 

 

        既然 y 的值是 P、Q、R、……，對應的 x 值是 p 、q、r、……，顯而易見的，

y 的表達式將會是 

y AP BQ CR DS      

其中 A 、 B 、C 、……一定可以用 x 來表示並且滿足 x p 代入後得到 

        1, 0, 0,A B C     

同樣地， x q 代入後得到 

        0, 1, 0, 0,A B C D      

x r 代入後，同樣地得到 

        0, 0, 1, 0,A B C D      ，如此等等。 

由此，很容易可以推斷出 A 、 B 、C 、……一定具有下列的形式： 

                                                 
3 筆者此處僅推導次數為三的情形，至於一般化的情形，可參閱沈朋裕〈高中課程中的 Lagrange 插值多項

式〉一文。 
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插值多項式在出題時要避免給出成等差的 x 值（點的 x 坐標成等差），因為在等差的條件

下，可以用「階差降次」5的方法求出下一項的函數值，例如二次實係數多項式 ( )f x 滿

足 (1) 5f  、 (2) 7f  、 (3) 11f  ，求 (4)f 之值： 

 
x  1  2  3  4 
( )f x  5  7  11 17
  2  4  6  
   2  2   

 

筆者在課堂上並沒有教這個方法，因為只要 x 值不是等差，這個方法就沒輒了。可是，

學生們好喜歡這個方法，還會「呷好逗相報」，然後莫名其妙地遇到每個題目都要試它

一下。原本筆者只要看到學生使用這個方法，都會不悅地出言「威嚇」一下，如今，知

道牛頓也是用類似的想法後，對這個方法就不會感到那麼厭惡了。不過，這個方法和牛

頓的方法比起來，真的就是小巫見大巫了，學生只會它，就好像是金庸小說中的梅超風

將《九陰真經》練成了「九陰白骨爪」。既然沒辦法禁止學生知道「階差降次」的方法，

或許在課堂上有機會的話，可以讓學生們見識真正厲害的方法！ 

參考資料 
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http://mathcenter.ck.tp.edu.tw/Resources/Ctrl/ePaper/eArticleDetail.aspx?id=48e7e53
e-a0bd-4c0d-a9d8-18f40ce20761 

沈朋裕 (2010).〈高中課程中的 Lagrange 插值多項式〉，網址：

http://www.worldone.com.tw/epaper_detail.do?eid=1238 
Chabert, Jean-Luc (Ed.) (1999). A History of Algorithms: From th Pebble to the Microchip. 
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5 關於「階差降次」方法，讀者可參見朱亮儒、陳材河合寫之〈99 課程中的 Lagrange 插值多項式〉。 
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HPM 高中教室 

單元九：解方程式的幾何思維— 

二次與三次方程式的根式解
6
 

蘇惠玉 

台北市立西松高中 

 

一、 巴比倫人的二次方程式解 

雖然在中國的《九章算術》中，有許多可以解釋成線性與二次方程組的例子，但是，

目前多數文獻中記載來自於古代的二次方程的例子，都是出自巴比倫的文獻。古巴比倫

的楔形泥版上列有大量的二次方程，這些代數問題的敘說和解答，都是文辭式的，通常

以 us’(長度)、sag(寬)和 aša(面積)表示未知數，這可能是因為許多代數問題都源自於幾

何背景。這些巴比倫問題的標準形式為「x+y=b，xy=c」，7可能與古代許多人相信一塊

田地的面積只與周長相關有關，巴比倫的書記官可能為了說明相同的周長的矩形，可以

有各種不同的面積，因此羅列出許多這種相同類型的問題。 

 

 
 

譬如泥版 YBC4663 上的一個問題：「x+y=6
1

2
，xy=7

1

2
」，書記官首先將 6

1

2
取一半

得 3
1

4
，然後將 3

1

4
平方得 10

9

16
，將它減去 7

1

2
，剩下 3

1

16
，取其平方根得 1

3

4
，於是

長度為 3
1

4
＋1

3

4
＝5，寬度則為 3

1

4
－1

3

4
＝1

1

2
。這樣的程序性的解法，雖然以數值表

示過程，然而作法有其一般性存在。也就是說當問題「x+y=b, xy=c」的形式時，也可按

                                                 
6 所謂根式解，即是僅利用係數的四則運算與開方而得出的代數解。 
7 巴比倫人問題根源於幾何，所以方程式的係數皆為正，並且不考慮負根。 
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2

3

1

2
，這就是
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2

2
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4
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得出兩個 x 解。然而，對巴比倫人而言，負數是沒有幾何意義的，因此他們方程式係數

皆為正（「－」代表運算，減去），二次方程式也因此分成好幾種類型。這樣的想法有沒

有延續到希臘時期不可得知，然而在古希臘重幾何而輕「算術」運算的傳統下，用幾何

去解釋代數運算的模式卻一直延續下去，再經由伊斯蘭數學家的研究與發揚而重返歐洲

的數學主流中。 

 

 二次方程式的根式解在第九世紀的阿爾‧花剌子模(Al-Khwārizmī)之後，便已相當

成熟與完善。在阿爾‧花剌子模的書《復原和相消的規則 Hisāb al-jabr W’al-muqābala》

中，詳細的說了解方程式的「規則」--還原（即移項，把負項移至另一端）與相消（合

併同類項），儘管沒有現代便利的符號系統，他仍然通過幾何來證實這些代數規則所得

來的解的合理性，把巴比倫人已發展了的材料，結合經典的希臘幾何而產生一種新的代

數學，事實上，代數 algebra 這個字，就來自於 al-jabr W’al-muqābala。以這種帶有幾何

意涵來分類方程式的類型，並通過幾何來驗證方程式的代數解的風格，一直延續到卡丹

諾的三次方程式根式解，甚至影響到韋達的符號代數系統。 

 

二、 卡丹諾的三次方程式根式解 

1545 年，義大利的一位醫生兼數學家卡丹諾(Gerolamo Cardano, 1501-1576)出版了

《大技術 Ars Magna or The Rules of Algebra》，首次向世人

展示了如何求解三次與四次方程式的完整過程。從這本書的

第十一章到第二十三章，詳細列出共十三種類型的三次方程

式解法，並以幾何的形式加以驗證。儘管卡丹諾以數值係數

為例求解，但是解法過程卻具有一般性，因此如同卡丹諾所

做的，可建立解同類型方程式的一般「規則」。 

 

我們先以缺了二次方項的不完全三次方程式 3x cx d 

為例來說明，先分別求兩個數 u, v，使得 u－v=d， 3( )
3

c
uv  ，

卡丹諾以幾何證明告訴我們，x= 3 3u v 。現在解聯立方程

式 

3( )
3

u v d

c
uv

 





 

將 3 1
( )
3

c
v

u
  代入，得到 3 1

( )
3

c
u d

u
   ，亦即得到 u 的二次方程式 

2 3( )
3

c
u du   

解此二次方程式，得 2 3( ) ( )
2 3 2

d c d
u    ，因此 2 3( ) ( )

2 3 2

d c d
v    ，因此得 
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2 3 2 33 3( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 2 3 2

d c d d c d
x       。 

以 3 6 20x x  為例，
2

d
＝10，

3

c
＝2，因此 3 3108 10 108 10x     。 

 

 在當時，雖然代數問題不再源自幾何背景，然而數學家們仍然習慣將未知數的一次

方、平方和立方當成是幾何的線、面、體積，一個代數方程式也就表示了這些幾何量的

加減運算。因此，對卡丹諾而言，在一個三次方程式中，每一項代表的都是體積，因此

他在幾何的驗證過程中，取的是兩個立方體體積（u, v）的差等於 d，而這兩個立方體邊

長相乘等於
3

c
，如此整個三次式才能考慮成都是體積的運算。當時的數學家們，在齊次

律的束縛之下，反而藉此之便，完成了三次方程式根式解的偉大成就。 

 

 在完成了缺二次項的三次方程式解之後，卡丹諾告訴我們，針對任意的三次方程式，

則可以利用變數變換，讓它缺少二次項。如何作變數變換呢？先以二次方程式
2 0ax bx c   為例，我們知道 

2
2 2 4

( )
2 4

b ac b
ax bx c a x

a a


      

因此若令
2

b
y x

a
  ，原先的方程式將可轉換成

2
2 4

0
4

ac b
ay

a


  ，缺少了一次項後，y

的解即可輕易的求出，因此在二次方程式中，只要將
2

b
x y

a
  代入，即可得到一個缺

少一次項的二次方程式。 

 

 在任一個三次方程式 3 2 0ax bx cx d    中，則可以考慮
3

b
x y

a
  代入，得

3 2( ) ( ) ( ) 0
3 3 3

b b b
a y b y c y d

a a a
       ，將式子展開，得 

2
2 3

3
2

( )
3 27

b b
bay y

a a
y   ＋

2 3

2
2 2

( )
3 9

b b
y

a
by

a
  ＋ ( ) 0

3

b
c y d

a
    

 

如此即可消去二次方項，得到一個缺項的不完全三次方程式之後，則可先以之前得到的

公式得到 y 之解，然後代回即可得 x 了。 

 

 卡丹諾在本書中顯露的三次與四次方程式的解，除了沿襲希臘一貫以幾何思考代數

問題的形式之外，更向我們顯露了一種解決數學問題的「策略」，卡丹諾和他的徒弟費

拉里採取了一種將方程式轉換的化約式策略，即是將三次方程式求解問題轉換成二次方

程式的求解。這種將高次降低成低一次的方法，充分運用的話，即可顯現數學以簡馭繁

的精妙。 
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三、 三次方程式解的優先權之爭 

三次方程式的根式解，如同許多數學上的偉大成就一般，無法只歸功於卡丹諾一人。

首先是伊斯蘭數學家的貢獻。在阿拉伯數學家開始研究代數之後，也嘗試著去解三次方

程式，然而都是針對某些類型的幾何解法，如阿爾‧海亞米(‘Umar Al-Khãyammî, 

1048-1131)。沿襲著一貫傳統，方程式的係數不考慮負數，都是正數。因此他將三次方

程式分成十四類型，為每一類型找出幾何解：以幾何作圖方式找出滿足方程式的線段，

然而這些幾何作圖通常都牽涉到相交的圓錐曲線，而沒有辦法得出代數解。 

 

一直到 1510 年到 1515 年之間的某個時刻，波隆納大學的數學家費羅(Ferro)提出了

缺二次項的 3x cx d  的三次方程式代數解，然而他並沒有公開它的解法反而嚴加保密，

直到 1526 年他去世時，才將寫有解法的論文傳給它的女婿納夫與一個學生安東尼奧‧馬

立亞‧費爾。在那個時代，數學上的學術職位是依據地位和名望來安排的，而地位和名

望則來自於公開挑戰中的勝利。這點很像武俠小說中的江湖運作的模式，數學家像武林

高手一般要接受挑戰，因此數學家所掌握到的數學知識就像武功密笈一般，被當成自己

的致勝絕招而不輕易示人。 

 

費爾當時想憑藉著解三次方程式的才能成為威尼斯的一名數學老師。然而當時卻盛

傳另一位數學教師塔爾塔利亞（Tartaglia, 意為口吃之人，原名為尼柯洛‧馮塔納）也

會解三次方程式，因此向塔爾塔利亞提出挑戰，塔爾塔利亞大獲全勝，因此戰而聲名大

噪。 

 

卡丹諾雖然身為醫生，卻對許多知識領域有濃厚的興趣，尤其在數學方面，更有其

過人的天賦。當聽說塔爾塔利亞戰勝費爾之後，卡丹諾曾請求塔爾塔利亞 

允許他在即將出版的書中披露塔爾塔利亞的三次方程式解法，他承諾，這種解法將完全

歸功於塔爾塔利亞。塔爾塔利亞最初的回覆是他自己也要寫一本書說明清楚規則，但是

因為太忙不知道什麼時候會出版。卡丹諾不屈不撓地懇求，威脅利誘，最後利用他的贊

助者瓦斯托侯爵的名義說動了塔爾塔利亞跟他會面，塔爾塔利亞最後終於給出他的「解

法規則」，還是以曖昧不明的詩句形式表示，同時也沒有給卡丹諾任何對解法的實證。 

 

 卡丹諾在助理費拉里的幫助下，花了六年的時間，揣摩出那些詩句的意思，又擴展

他們的含義，將十三種類型的三次方程式的解完全呈現，最後幾章同時也包含了在費拉

里幫助下所得到的四次方程式解。 

 

 在卡丹諾的書出版後第二年，憤怒的塔爾塔利亞出版了《新問題與發明》，前半部

包含他他那些年理發現的問題與解法，後半部卻完全用來批評卡丹諾和他的《大技術》，

不僅批評卡丹諾的數學能力，並且指控他剽竊。他在書裡面說卡丹諾給過他承諾：「我

按著神聖的福音書起誓，以一個紳士的名義保證，不僅在你告訴我你的發現之後，永不

出版它；而且我以一個真正的基督徒的名義承諾和保證把它們當成密碼一樣藏在心裡，

使得在我死後，沒有人能夠理解它們。」然而這段話遭到卡丹諾助理費拉里的嚴正駁斥，
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他說當時他也在場，卡丹諾從來沒有發過這樣的誓。1547 年二月，費拉里出面回應塔爾

塔利亞的攻擊與挑釁，宣稱他可以在任何科學課題上跟他挑戰，並且認為卡丹諾的解法

應歸功於費羅與費爾，他們都早於塔爾塔利亞發現三次方程式的解法，因此他們不須要

保密。這個公開論戰的細節不可知，只知結果費拉里宣布獲勝，塔爾塔利亞失去的教師

的職位。然而心懷憤恨的塔爾塔利亞，最終還是使盡一切手段與陰謀，讓卡丹諾遭到驅

逐、破產、入獄，最後隱姓埋名過完一生。 

 

 數學知識是「人」的活動所形成的，在發展的過程中，在冰冷的數學知識之外，難

免會伴隨著有血有肉的人性參雜其中，也因為這些人性的表現，讓我們在學習這些生硬、

冰冷的知識之餘，可以感受到一點點殘留的下來的溫度。 

 

Exercise 

1. (1) 解聯立方程式：x+y=6
1

2
，xy=7

1

2
 

(2) 將下列針對解「x+y=6
1

2
，xy=7

1

2
」的步驟： 

   首先將 6
1

2
取一半得 3

1

4
，然後將 3

1

4
平方得 10

9

16
，將它減去 7

1

2
，剩下 3

1

16
，

取其平方根得 1
3

4
，於是長度為 3

1

4
＋1

3

4
＝5，寬度則為 3

1

4
－1

3

4
＝1

1

2
 

  轉換成一般式的公式解：若 x＋y=b, xy=c，則 x=? 

 

2. 將下列用文辭敘述的巴比倫代數問題，「翻譯」成現代的符號表徵，並以用幾何形式

加以解釋： 

The surface and the square-line I have accumulated: 3/4 

1 the projection you put down. The half of 1 you break, 1/2 and 1/2 you make span [a 

rectangle here a square], 1/4 to 3/4 you append: 1, make 1 equilateral. 1/2 which you 

made span you tear out inside 1: 1/2 the square-line. 

 

3. 利用配方法解 2x bx c  ，所得到的 x 巴比倫人的公式 2( )
2 2

b b
x c   比較，是否

相同？如有不同，陳述不同的地方。 

 

4. 在巴比倫的泥版中，有這樣的問題形式： 

「x－y=b, x2+y2=c」 

按照他們的敘述，可得到 2( )
2 2 2

c b b
x    ，

2( )
2 2 2

c b b
y    ，請在右圖中，以幾何來解釋這個

公式。 

x 

x y 

y 
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5. 方程式 3x cx d  中，若 u－v=d， 3( )
3

c
uv  ，試證：x= 3 3u v 為方程式的解。 

6. 解聯立方程式：
3( )

3

u v d

c
uv

 





 

 

7. (1) 利用有理根檢驗，找出 3 6 20x x  的所有根。 

  (2) 卡丹諾針對這個方程式找出的解為 3 3108 10 108 10x     ，你覺得他找錯了

嗎？或是此為(1)中的哪一個解？ 

 

8. 以卡丹諾的公式解方程式 3 3 10x x  。 

9. 卡丹諾在 3x cx d  的類型中，給出 2 3 2 33 3( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 2 3 2

d c d d c d
x       ，那麼

你覺得在 3x cx d  的類型中，得出的 x 公式應為何？ 

 

10. (1)利用變數變換，將 3 23 9 171x x x   轉換成缺二次項的三次方程式。 

(2)解三次方程式 3 23 9 171x x x    

 

11. 在三次方程式根式解的優先權爭論中，你覺得誰最有理由得到「解出三次方程式根

式解」的榮耀？為什麼？對這一段歷史，你有什麼感想？ 
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柯西畫像：創作理念 
吳宛柔 

國立交通大學應用數學所碩士班 

 

 柯西不等式，又稱柯西 ─ 施瓦茨不等式 (Cauchy-Schwartz inequality)，是中學數

學重要的不等式之一，其證明方式有好幾種，應用之廣不在話下。然而隨著年齡的增長，

我學到以柯西 (Augustin-Louis Cauchy) 命名的定理或公式，也越來越多。不過，與白努

力家族  (Bernoulli) 不同的是，所有掛名柯西的公式都出自同一個人 ─ Augustin-Louis 

Cauchy (1789-1857)，讓人不禁更佩服這位偉大的數學家。柯西是開創實變與複變分析的

始祖，貢獻橫跨數學多個領域如微分方

程、機率論與數學物理等等，此外，他

在高等微積分課本中，也以分析學基礎

（foundations of analysis）的奠定者，

留下不朽的聲名。他為後人留下了大量

的論文，是一位才華橫溢、非常多產的

數學家。 

 

拉格朗日 (Joseph-Louis Lagrange) 

曾預言柯西日後必成大器，果不其然，

柯西 27 歲便取得教授職位，且同年被任

命為法國科學院院士。因此，我希望可

以畫出意氣風發的柯西，藉由群青色 

(Ultramarine) 的外套象徵年輕卻又不

失穩重的柯西，略少的髮量表現出柯西

不斷地思考的頭腦。也許是為了彌補我本身的小眼睛，所以，在人像的處理上，總是希望

主角的眼睛越大越好，畫中的柯西就有著一雙洞悉數學之美的大眼睛。其中背景的地方，
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我選擇中學數學的柯西不等式、複變數函數核心理論的柯西積分公式 (Cauchy integral 

formula)，以及跟極限概念密切相關的柯西序列 (Cauchy sequence)。雖然還有很多與柯西

相關的定理或公式，但限於畫面篇幅，只能做出這樣的取捨，期許哪天再畫出另一個不一

樣的柯西，並將其他成就都放進畫中，與大家分享柯西的喜悅！ 
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