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道為圓形，但
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為什麼要讀科普(I) 
吳允中 

台師大數學系四年級 

 

為什麼人們需要（數學）科普呢？從我自己的學習經驗談起，很多同學與部分老師

常問起，你的自然學科（或說是理工方面能力）從哪裡學來的？好似一句簡白的疑問，

不過，這問句已經植下了一個反面的假設 -- 不是學校教的吧！沒錯，我便是從諸位「善

操此論」的大師之科普著作中取經來的。 

 

首先不論學科，先從喜好層面來看。熱愛音樂的人應該先是聆聽過某段美妙的旋律

才產生學習的欲望，而非一開始就從五線譜與四分之一音符起了著迷；專職運動的人也

不曾見過他是為了「暖身操」而踏上這項職業；國際影帝影后的成長，起初絕對不是喜

歡被導演卡來卡去而投入影視圈。舉出這些例子，幾乎我們都可認同：先給我了解這方

向上有什麼驚豔的成果，才有辦法說服我勤練基本功，而數學的發展也是如此，別把「公

設 -- 定義 -- 定理」這套系統一開始就帶入學校，更誇張地描述，國內少數學童，在未

曾接觸的數學新領域中，他們都被本末倒置地灌輸知識！ 

 

由《幹嘛學數學》一書中有一段文字: 你沒有數學細胞，但一定有數學頭腦，並描

述生物學家道金斯（Richard Dawkins）在《盲目的鐘錶匠》中寫道： 

 

面對數學還有一件很重要的事，就是別被它嚇倒。數學並不向數學祭司所假裝的那

麼困難，每當我覺得快被嚇倒的時候總是想起湯普生（S. Thompson）在《微積分

很簡單》一書所說的名言：「一個傻子能做的事，另一個也能。」 

 

我想極力表達數學就是生活中想要知道的事！而科普正好從這分面下手。很簡單的例子，

今天是 8 月 5 日星期三，那麼 18 天以後是星期幾？這絕對不是要先學高斯的同餘符號

才有權利知道的事。有人說數學就是加減乘除開根號而已！沒錯，而且你該慶幸沒有碰

到不是的！例如集合論、拓樸學、抽象代數，碰到這些「只有代表意義的符號」的學科

時，我們躲在公廁裡唱山歌可能還比較不尷尬。在此，不得不在對十九世紀的德國數家

康托爾（Cantor）踹上一腳，他只在講一推無意義的東西。雖然有點義憤填膺，不過有

個學習數學的中心思想：千萬別被邏輯絆住腳。 

 

進入正式數學課題前，還是不免俗地從多數教授喜愛測試新進學生能力的題目: 

    證明 2 是無理數。 

我認為這真的不具意義！首先 2 是無理數路人皆知，再者，這麼經典的考古題，學生

早就把無窮遞降法的過程一字不漏地背熟了，然後這時只是在把它「反芻」出來而已！ 

不過呢，我倒是有個好點子，如果我是面試官那麼我會請學生回答如下問題： 
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無理數的無理數次方是否必定為無理數 

 

我們先請學過複變的人噤聲一下。（因為複變理論可證明一項違反直覺的事實： ii ） 

那麼，這時請回答「必定是無理數」的人（應該為數不少）起立一下，把一張小卡片偷

偷交給他們每位，而卡片上究竟寫了什麼奧秘呢？ 

( 5) 5   

我想這些站著的學生都會發出會心一笑，並且瞬間找到無窮個反例。得說抱歉的是，這

是一個正確的答案，卻不是個「好」答案，那麼又是怎樣的反例稱得上石破天驚呢！？

且看 2 的妙用： 

 

               有理數      得反例 

 考慮 2( 2)     

               無理數      
2 22 2| ( 2) | 2


 =( 2 )2=2      得反例 

其實，我們邏輯上將一條難走的路分走成兩段好走的。先不管起初是否 2( 2) 為無理數，

最終都得到了反例！曾經將這個推導拿給國一的學生看，他立即領會其中奧義，並作註

解: 這事證明了一件似乎沒作證明的證明。我十分地高興，因為他讓數學地抽象性提升

到本質的自我認知，簡言之，這個事實已被他當成常識。 

 

我們回頭看看一開始的題目：證明 2 是無理數。本來失去了對這老掉牙題目的興

趣，不過，在蔡聰明教授的《數學拾貝》一書中，有個章節專在討論這件事，此次讀後

頗愛他的第十八種證法： 

 

由於 a 與 b 被 3 除的餘數為 0、1、2     (三種情況) 

  故 2a 與 2b 被 3 除的餘數為 0、1        (兩種情況) 

  若 2a + 2b 被 3 整除         即 2a + 2b ≡0 ( mod 3) 

  則 2a 與 2b 各被 3 整除      即 2a ≡ 2b ≡0 ( mod 3) 

      考慮 2
a

b
  其中 a、b 互質，則 2 2 2 2 22 3a b a b b      

      亦即 2 23 | a b 3 | a  且3 | b ，a 與 b 互質，這是矛盾，故 2 為無理數。 

一樣是反證法，這則論證的巧妙之處在於，利用 2 22a b 到平方數模 3 的特性。直觀而

言，我們先將等式兩端平方以削去根號，然後移項得到。這樣說吧，甲錢數的平方是乙

錢數平方的兩倍，對旁觀者而言，會希望將這兩值作總和，則其和必為 3 的倍數，即



HPM 通訊第十九卷第二、三期合刊第一七版 

2 23 | a b 。這時再套用引理中的結論，其實可用窮舉法輕易驗證： 

 

若 2a ≡ 2b ≡1 (mod 3)，則 2 2a b ≡2 (mod 3)       不合 

若 2a ≡0 且 2b ≡1 (mod 3) ，則 2 2a b ≡1 (mod 3)   不合 

若 2a ≡1 且 2b ≡1 (mod 3) ，則 2 2a b ≡1 (mod 3)   不合 

若 2a ≡ 2b ≡0 (mod 3)，則 2 2a b ≡0 (mod 3)        成立 

所以，只有最後一行成立，即 23 | a  且 23 | b ，而 3 又是質數，所以3 | a  且3 | b 。 

 

其實每一步驟寫起來不少，意義上卻是十分顯然的。 

 

另外，我會更喜歡測試學生的題目： 

 

試求調和級數之和或證其發散。 

 

關於調和級數在當年被約翰・白努利提出挑戰帖，名震一時。此級數描述為所有自然數

的倒數和，即
1 1 1 1

...
1 2 3k N k

     ，若讓一般社會人士回答此問題時，他們可能認為

所有加無限多次的級數都是趨於無窮的，這也不例外。不過，當他們被幾何級數和

1
1

2kk N
  所說服時，又會對本例的斂散性改口。在於他們沒有接受到數字和的「直

覺」。言下之意，難道筆者就有「直覺」可以灌輸給讀者？確實，以下將用「炫富」的

方法，來體現調和級數的生活作息，以下給出四例： 

 

大家都聽說比爾先生很有錢，不過無人得知確切金額。這日的晚宴上，郭董就向他

炫富。比爾笑笑不答，他將存摺拿出試種，其實在場之人無不覺得此舉貽笑大方，

因為上頭的交易記錄著： 

    1NT、
1

2
NT、

1

3
NT、

1

4
NT…… 

一位善於心算的秘書悄悄跟郭董說:「前一百筆金額總和約為 5.18 元；前一千筆金

額總和約為 7.48 元；錢一萬筆金額總和也不超過這個蔣公銅板，怎敢跟上百億身價

的您相比呀!!」而比爾接著說:「我身價比不上蔣公銅板好了，不過我有無窮多筆金

額呀! 小蝦米總有一天也能吃掉大鯨魚。」他便讓他的會計師向各位來賓說明…… 

 

例一 :  

會計師對存摺中的金額作了分類並說道:「我老闆第一筆有一元、接下來一筆有五毛，接

下來兩筆超過五毛，接下來四筆超過五毛，接下來八筆超過五毛………所以這裡面可以

提領出無窮多次的五毛。」 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ......
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

S                     

       
1 1 1 1

1 2 4 8 ......
2 4 8 16

          

      
1 1 1 1

1 ......
2 2 2 2

       

 

例二 : 

會計師先說了一則結論:「任意相鄰三項金額總和，大於中項的三倍」 

亦即 :
2

1 1 1 2 1

1 1 1

a

a a a a a
   

  
>

2 1 3

a a a
    

然後他表示:「花掉一元後會比原來的錢還多」 

亦即
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ......
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

S                     

       
3 3 3 3

1 ......
3 6 9 12

       

      
1 1 1

1 1 ......
2 3 4

          

      =1+S 

因而 S-1 > S，那麼依照這個步驟，不管比爾先生花去了多少錢都比原先的多!! 

 

例三： 

會計師他說了一件十分駭異的行為:「我每天都會檢查老闆的存款累積額 nS ，然後只要

在下班時繼續加總到 2nS ，這時絕對比上午的所得值多過五毛。」 

   
1 1 1 1

...
1 2 3nS

n
      

   2

1 1 1 1 1 1 1
... ( ... )

1 2 3 1 2 2nS
n n n n

        
 

 

      
1 1 1

...
1 2 2nS

n n n
    

 
 

      >
1

2 2n n

n
S S

n
     

接著他表示:「那麼我老闆隨時想再多個五千億還不簡單!!」 

註：5 千億等於
121

10
2
 ，令

1210k  ，則
12

12

1
10

2
kS S    
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例四： 

會計師話鋒一轉:「如果各位對剛才五毛、五毛的加感到緩慢的話，那我可以為你們展示

我老闆財產翻倍的厲害。」，我們先扣去第一筆金額，並記部分和為 nT ，則可觀察到: 

 

 T1 =0 

  4

1 1 1 1 1
2

2 3 4 2 4
T                                                即 T4>2T2 

9

1 1 1 1 1 1
3

2 4 5 6 2 6
T          

      
1 1 1 1 1 1

3
3 7 8 9 3 9
                                           即 T9>2T3 

16

1 1 1 1 1 1 1
4

2 5 6 7 8 2 8
T           

     
1 1 1 1 1 1 1

4
3 9 10 11 12 3 12
                                             

1 1 1 1 1 1 1
4

4 13 14 15 16 4 16
                                      即 T16>2T4 

  

2

1 1 1 1 1 1
...

2 1 2 2 2 2n
T n

n n n n
       

 
  

     
1 1 1 1 1 1

...
3 2 1 2 2 3 3 3

n
n n n n

      
 

                                      

 …… 

2 2

1 1 1 1 1 1
...

( 1) 1 ( 1) 2
n

n n n n n n n n
      

   
                  即 2 2 nn

T T               

 

  那麼 nT 會無止境的翻倍，何況又多加 1 元的調和級數 nS ！！ 

 

這四個解法各有特色，例一是教科書上常見的手法，強調的是可以找到無窮多組的

1

2
來加總；例二是參見《天才之旅》中孟古利所給的精妙證明，就如筆者所註解：花掉

一元後會比原本的錢還多，有一種不斷自我複製的功能。例三、例四由筆者所給出，並

自戲稱神龍見首不見尾，因為 2n
T 每個視為一隻龍，而 nT 則是龍頭， 2n

T − nT 則為龍尾，而

每分每秒龍尾總比龍頭來得長（數值大），所以會出現一直翻倍的現象。而前法 nS 是龍

頭，拖了一隻超過
1

2
的龍尾 2nS − nS ，在動物體格的比例上雖然來得奇異（大頭寶寶！），
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但它確實可以無窮盡地延長。 

 

而對科普著作而言，我們必須把不具生命性的數字及圖形，點綴成活潑靈動的事件

或意境。可別小看這件事，正式的數學領域也頗重視此點，它便是我們所謂的「組合證

明」對數學必須強調「直觀」的重要性。這裡，筆者對於「拋物線的光學性質」作一個

直觀的例證，分為四段： 

   

  Step 1：用包絡直線建構拋物線 

  Step 2：以極限方法計算包絡直線的夾角 

  Step 3：計算拋物線切線的確實夾角  

  Step 4：用幾何法驗證光學性質 

 

從此處出發，筆者為諸讀者細說拋物線的神奇力量。 

未完待續 

 

洪萬生附記：本文是吳允中榮獲「數學系 60 級甲班學長姊獎學金」的得獎作品，

下期續完。按：本獎學金旨在鼓勵本系學生閱讀數學普及書籍，因此，除了學業成

績有規定的條件之外，也必須繳交閱讀心得文章。允中是首位榮獲此獎學金的本系

學生，謹代表我們 60 甲同窗好友，誠摯地恭喜他得獎！ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


