用向量來看圓系

中山女高 蘇俊鴻老師
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什麼是「圓系」呢？簡單地說，就是過兩圓交點的圓方程式，可以寫成已知兩圓方程式的線性組合。如圖一，給定兩圓
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然而，圓系的觀念是從那兒得到的靈感的呢？

除了利用平面族定理的結果與形式「類推」圓系外，
能不能有其他的說法可以讓人清楚地看到線性組合的由來？！此處我們想透過向量中三點共線的性質來幫助我們達成這個目的。先複習一下，什麼是三點共線性質：
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好了，開始我們的討論吧！在圖一，不難看到一個簡單的幾何性質：

凡過交點
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再逆推，
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接著我們要求出常數項的部份，由於交點
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因此，給定兩圓
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，且兩圓交於
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呢。

事實上，若我們再進一步推想：兩圓相交於兩點時，過兩交點的圓都可以表示成兩圓方程式的線性組合。那麼，若考慮一圓與一線相交於兩點時，則過兩交點的圓可以表示成圓方程式與直線方程式的線性組合嗎？
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仔細想想，我們說直線
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此外，我們也可由向量的觀點加以說明。
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接下來求取常數項，
由於點
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整理(＊＊)式，便可得到
[image: image108.wmf]22

112212

()()()0

xydxeykdxeyfkf

+++++++=



[image: image109.wmf]22

111222

()()0

xydxeyfkdxeyf

Þ+++++++=


由於過兩圓交點的直線正是這兩圓的根軸，而根軸的方程式的求法為何？由上述關係推敲，不難發現
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，所以根軸的方程式正是由這兩圓方程式相減即可得。實際上利用一圓及一直線來表示「圓系」，對於解題會更加便利。不妨比較接下來【例題一】中的解法二與解法三！
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(解法二)  利用圓系，設所求之圓的方程式為
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(解法三)  由於兩圓的根軸為兩式相減得
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與解法二相較之下，是否發現解法三的運算上顯得簡潔多了？再來看幾個例子。
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(解法三)  由於過
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好了，看了這些例子的演示，是否感受到圓系的威力呢？也對它更為熟悉了吧！本文中我們利用向量的性質來幫助了解圓系線性組合形式的由來，希望讀者藉此能夠體會數學中基本觀念的延伸與推廣的重要性。如此一來，才能夠將許多學習過的主題連結起來，讓數學知識得以流動，激發生命力，而非零碎地理解它。事實上，我們在平面上討論圓，到了空間中則是延拓到球面，所以圓系的形式，自然而然地可被延伸到球面系呢！有興趣的讀者也不妨自己推敲看看。
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