從一個問題說起：無窮

西松高中 蘇惠玉老師


在現行高中數學教材中，高一課本有一章內容為數列與級數。其中級數單元的教學目標之一，即是無窮等比級數的求和問題。在南一版本的教科書中，編者提到季諾 (Zeno of Elea, 490BC~430 BC) 的「阿基里斯悖論」(Achilles paradox)，1與阿基米德 (Archimedes of Syracuse, 287? BC ~ 212 BC) 求拋物線弓形面積，似乎是一個合適的引起學習興趣的切入點。但是，如果我們能夠還原歷史真相，盡量貼近這些古代學者的歷史脈絡，將會發現另一種數學學習的樂趣。同時，或許還能幫助我們多少瞭解學生在學習無窮概念時，所隱含的認知障礙。
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在無窮等比級數求和這個單元中，一定會有一些幾何圖形的等比變化，然後再求面積或周長的問題。例如，圖一就是一個例子。在這裡我們所提供的問題，為了配合高一的程度，都是直線形如三角形或矩形的問題。然而，引入阿基米德求拋物線弓形面積這一個歷史問題時，教師卻可以將西方數學發展長久以來對「無窮」的恐懼，以及因而導致表達形式的特殊考慮，作一個很好的示範與說明。事實上，我認為這是數學與社會文化脈絡相結合的一個很好的例子。

阿基米德的拋物線弓形面積


在阿基米德的《求拋物線弓形的面積》中，他利用了兩種方法來證明：「拋物線弓形的面積是同底同頂點的三角形面積的4/3」，分別是力學的方法、無窮級數求和的方法。有關無窮級數的幾何證明方法，他從以下的幾個命題開始（其中題數悉照原書）：

命題18
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設Qq為一拋物線弓形的底，V是Qq的中點，過V點的直徑交曲線於P，則P為弓形的頂點。2
命題19

如果Qq是被直徑PV平分於V的拋物線的弦，直徑RM於M點平分QV，RW是從R到PV的縱標，則
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。

命題20

設拋物線弓形的底為Qq，頂點為P，則三角形PQq大於弓形PQq之半。
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命題21

如過任一拋物線弓形的底為Qq，頂點為P，R是由PQ所截得的弓形的頂點，則
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證明：

過R點的直徑平分弦PQ，因此也平分QV，其中PV是平分Qq的直徑。設過R點的直徑平分PQ，QV於Y、M，連接PM。

由命題19，
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又PV＝2YM，因此YM＝2RY，及ΔPQM＝2ΔPRQ。從而，ΔPQV＝4ΔPRQ，及ΔPQq＝8ΔPRQ。

如果延長從R到PV的縱標RW與曲線交於r，也有RW＝rW，

同理可證得，ΔPQq＝8ΔPrq。

命題22

如果A、B、C、D…是一系列面積，其中前一向是後一項的4倍，又最大面積A等於內接於拋物線弓形的三角形PQq，且三角形PQq與弓形同底等高，則

（A＋B＋C＋D＋…）<（弓形PQq的面積）

命題23

已知一系列面積A, B, C, D,…Z，其中A是最大面積，且前一項等於後一項的4倍，則A＋B＋C＋…＋Z＋
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證明：

作面積b, c, d,…使得b=(1/3)B, c=(1/3)C, d=(1/3)D等等，那麼，由於b=(1/3)B，及B=(1/4)A，則有B+b=(1/3)A。

類似可得C+c=(1/3)B，…Z+z=(1/3)Y，所以

B+C+D+…+Z+b+c+d+…+z=(1/3)(A+B+C+…+Y)。

但，b+c+d+…+y=(1/3)(B+C+D+…+Y)，

因此，上兩式相減得B+C+D+…+Z+z=(1/3)A，即A+B+C+…+Z+(1/3)Z=(4/3)A。

命題24

由拋物線與弦Qq所圍成的弓形面積，等於同底等高三角形面積的
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證明：

令
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，其中P為弓形的頂點，現要證明弓形面積等於K。

如果二者不等，則弓形面積要嘛大於K，要嘛小於K。

I. 假設弓形面積大於K。

在由PQ，Pq截得的弓形內，分別作與該弓形同底等高的內接三角形，及兩內接三角形與兩弓形有相同的頂點R、r，在餘下的弓形內按同樣的方式作內接三角形，如此作下去，直到剩下的弓形面積之和小於弓形PQq與K之差。由此可知，如此形成的多邊形一定大於面積K，這是不可能的，因為
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，其中A＝ΔPQq，因而弓形面積不大於K。

II.假設弓形面積小於K。


若令ΔPQq＝A，B=(1/4)A, C=(1/4)B，如此下去，直到得到面積X，使得X小於K與弓形面積之差，則有
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現在，由於K與A+B+C+…+X之差小於X，又與弓形面積之差大於X，所以A+B+C+…+X>(弓形面積)，這是不可能的。


因此弓形面積不小於K。

因為弓形面積既不大於K又不小於K，所以

（弓形PQq的面積）＝K＝
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命題24中，阿基米德的證明方法稱為窮竭（或窮盡）法，即 “The Method of Exhaustion”。所謂的窮竭法證明方式，包含了兩個部分，一個是操作的窮竭，如在曲線圖形內，以同樣的方法，作出許多個內接或外切多邊形，如命題24證明中的內接三角形；另一個部分，即是兩次歸謬證法（reductio ad absurdum）的應用。4在歐基理德的《幾何原本》(The Elements)第12冊的第二個命題，即是利用窮竭法證明：「兩個圓的比如同它們的直徑平方比」(Circles are to one another as the squares on the diameters)。5阿基米德在他的另一本著作《圓的度量》中，亦用了窮竭法證明圓面積公式：「任何一個圓面積等於一個直角三角形，它的夾直角的一邊等於圓的半徑，而另一邊等於圓的周長」。


然則訴諸兩次歸謬法（大於、小於一個定值）的意義何在？如果以現代的數學觀點而言，已知面積和是一公比為
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的等比級數，那麼，即使是無窮等比級數，依然可以用極限的方法，將『總和』很輕易的求出。為了這個『總和』為什麼阿基米德要花那麼多的心思，從命題18到命題24才能得到呢？這是因為古希臘的數學家們一直佇立在深不可測的無窮概念之前，從不冒險跨越一步。他們的這種懼怕，來自於無窮的概念所引起的許多爭論。而一開始的引子，卻必須追溯到古希臘時期對「變化」問題的歧異性看法。

季諾的悖論

西元前五世紀早期，古希臘的哲學家在觀察大自然的循環與變化時，想要從古代神話之外的觀點來了解、解釋週遭的變化。他們最感興趣的問題即是：感官知覺是否可靠？還是只能依賴理性？外在世界的變化是否會造成誤導？首先提出這些問題的哲學家，即是Heraclitus與Parmenides。Heraclitus認為世界是持續變化的，萬世萬物都可能是變化的主角，他最著名的話即是：我們不可能經過同一條河流兩次。而Parmenides則認為變化是不可能的，世界上沒有真正的變化。他堅持只有理性才是可信任的，感官知覺並不可靠，又容易造成誤導。同時，他也認為，萬事萬物不可能來自於虛無，必須要有某一種物質 (the One) 的存在。到了西元前五世紀後期，哲學家們分成兩派，一派擁護Parmenides的觀點，另一派即持反對的態度。支持者中最重要的，當然是Parmenides的學生，依利亞的季諾 （Zeno of Elea）。


從Heraclitus與Parmenides的對話中，引伸出來的問題便是：萬物的組成元素是什麼？Anaxagoras of Clazomenae認為大自然是由無數肉眼看不見的微小粒子組成，所有的事物都可以分割成更小的部分。而原子論的開山始祖Democritus認為每一種事物皆由微小的、不可能再分割的基本單位構成。6季諾為了替Parmenides的 ”the One” 辯護，聲稱變化、運動的不可能。他的四個悖論，即是針對這兩派的觀點所提出的辯解。前二個悖論針對事物可以無限分割 (ad infinitum) 這一點，後二個悖論，則針對事物有最小的不可分割的單位。這四個悖論結果，都成了運動是不可能的『證明』。


目前，我們只能從亞里斯多德的著作得知季諾四個悖論的部分內容。第一個悖論稱為『二分悖論』（Dichotomy）：

There is no motion because that which is moved must arrive at the middle (of its course) before it arrives at the end.
（運動是不可能的。因為必須再到達另一邊的端點時，必須先經過路徑的中點。）

第二個悖論稱為『阿基里斯悖論』(Achilles)：

This asserts that the slower when running will never be overtaken by the quicker; for that which is pursuing must first reach the point from which that which is fleeing started, so that the slower must necessarily always be some distance ahead.

（較慢者絕不會被較快者追趕過去。因為追趕者必須經過在前頭跑者經過每一點。所以較慢者一定在較快者的某一段距離之前。）

第三個悖論為『箭矢悖論』(Arrow)：

If everything is either at rest or moving when it occupies a space equal (to itself), while the object moved is always in the instant ( in the now), the moving arrow is unmoved.

（如果每一個物體當它佔據與自己相同空間時，不是靜止不動就是在運動中，7然而，在一瞬間物體已經運動完成，所以飛矢不動。）

第四個悖論為『運動場悖論』（Stadium）：
The fourth is the argument concerning the two rows of bodies each composed of an equal number of bodies of equal size, which pass one another on a race-course as they proceed with equal velocity in opposite directions, one row starting from the end of the course and the other from the middle. This involves the conclusion that half a given time is equal to its double.

（第四個悖論關於兩列由相同大小相同數目的物體所組成的運動體，以相同的速度，相反的方向經過彼此。一列從路徑的端點，一列從中點出發。結果是時間與它的一半相等。）


就希臘數學史家Thomas L. Heath對這四個悖論的觀察，他認為它們剛好形成一個非常有趣且有系統的對稱性。第一個和第四個是關於有限空間的運動，而第二和第三個之運動長度是不定的。第一個和第三個的運動個體只有一個，第二和第四則比較兩個物體的運動，說明了相對運動與絕對運動同樣的不可能。第一個和第二個悖論以空間的連續性，而不管時間是否連續來說明運動的不可能；第三個和第四個則以時間來說明。

亞里斯多德認為前二個悖論的謬誤，在於季諾沒有體認到時間與空間一樣是可以無窮分割的。但是，Heath卻認為季諾其實了解時間與空間同樣可以是無窮分割的。這兩個悖論其實很容易用無窮級數求和以及極限的觀念來反駁，例如，第一個悖論中，用
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即可證明這個悖論的錯誤；在『阿基里斯悖論』中，只要假設雙方速度，就很容易說明，甚至計算阿基里斯何時超越烏龜。儘管如此，Heath認為這兩個悖論的重點不在於「何時」，而在於「如何」。在『二分悖論』的無窮分割假設中，絕對沒有辦法達到所謂的「極限」；而在『阿基里斯悖論』中，雖然相隔的距離逐漸縮短，卻也絕對不會消失。換言之，「如何」達到這一點，才是這兩個悖論的重點所在。這樣無窮的概念，一直要到Georg Cantor的集合論出現後，才完整的、無畏懼地被數學家們接受。



針對第三個悖論，亞里斯多德認為：只要不接受這個悖論的假設，即時間有最小的不可分割的單位（瞬間）即可。而在評論第四個運動場悖論時，亞里斯多德則認為：季諾沒有意識到相對運動的不同，才會有「一個瞬間和它的一半相同」這樣的結論。他的解釋如下：

有三列相同數目相同大小的物體，排列如下，

	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	A8


	B8
	B7
	B6
	B5
	B4
	B3
	B2
	B1


	C1
	C2
	C3
	C4
	C5
	C6
	C7
	C8


一列靜止，另兩列在中間的地方以相同的速度，朝相反的方向前進，到三列並排為止，如下圖。
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	A8


	B8
	B7
	B6
	B5
	B4
	B3
	B2
	B1


	C1
	C2
	C3
	C4
	C5
	C6
	C7
	C8


就B1而言，從A5到A8，所以，這個運動時刻，經過四塊區域；但是就C1而言，從B1到B8，所以，在這個運動時刻經過八塊區域。但是，由於每一塊相同大小，相同速度，又是在相同時刻，所以，就C1而言，經過八塊區域的這個瞬間，等於C1經過四塊區域的瞬間。



Heath認為這樣的解釋並不容易取信於人，而應該有更好的解釋才是。他採用下列的說法：

在B列和C列以相反的方向經過彼此時，在互相經過一整個區域的這個不可分割的瞬間時，一定有一個「瞬間」是互相交錯的（只過一半），但是這個「瞬間」已是就最不可分割的單位了，也就是說，「一個瞬間和它的一半相同」。

	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	A8


	B8
	B7
	B6
	B5
	B4
	B3
	B2
	B1


	C1
	C2
	C3
	C4
	C5
	C6
	C7
	C8



季諾的這四個悖論，讓以後許許多多的西方數學家們，不再輕易相信直覺，對無窮這個概念，更是不敢輕易去碰觸。亞里斯多德將無窮分為「潛在無窮」(potentially infinite) 和「實在無窮」(actually inifinite)：『潛在無窮』是一種無窮盡的過程，只要願意，都可以持續地遞增或遞減下去，譬如在自然數中，要得到多大的數目都可以辦到，或是在0.999….中，要得到多少位的9都可以繼續下去；至於『實在無窮』，則是指涉完備的無限 (completed infinity)，譬如自然數整體，如{0.9, 0.99, 0.999, ….}這個集合。亞里斯多德拒絕實在無窮的存在，這樣的態度，也在後來的許多數學家身上觀察到，例如，偉大數學家如高斯 (1777-1855) 就認為使用到「無限（無窮）」在數學證明上是不被承認的，他認為只要「有限的人類」（Finite Man）不將無限當成是某一種固定的東西來看，就不會有矛盾產生。8

這種被「無窮」這個巨大的包袱束縛住的情況，即使阿基米德也不例外。這可以解釋阿基米德的拋物線弓形面積證明，何以成為有如上述這樣的形式。誠然，他將作內接三角形的「無限」過程，只當成是一種發現的方法，但是，若要論及證明，就只能採用邏輯上較為嚴謹的歸謬法了。

教學上的另一種反思


阿基米德的這個例子，除了可以解釋「無窮」這個概念發展關連到人文社會活動之外，附帶地，還可以提醒我們進一步思考「反證法」在數學教學上的地位。在高中數學新課程標準中，『反證法』的教學算是邏輯基本概念中的一個單元。但是，由於學生才剛接觸抽象、邏輯性的思考，對於『反證法』的證明，他們很容易迷思方向。『反證法』，例如像是「歸謬證法」，雖然證明的邏輯上相當嚴謹，但是卻不夠直觀。試想學生在看不到證明『目標』的情形下，又如何能像已受過良好訓練的教師一般，輕鬆自如地完成證明呢？儘管阿基米德逼不得已利用（包含論證嚴謹的歸謬證法）窮竭法來證明弓形面積，反證法卻不是數學教學上一個好的學習過程。因此，我們教師在教學及擬定考題的評量過程中，實有必要衡量反證法的必要性。

註解：

1. 在南一版的課本中，將『悖論』翻譯作「詭辯」。『悖論』是一般科學史與數學史中的翻譯，它指邏輯推論上沒有問題，但是違反直觀的論證。

2. 阿基米德餘力學解法及證明之後，才定義何謂頂點：「由一直線和任一曲線所圍成的弓形，我稱這條直線為底，高為曲線到弓形底的最大垂線長，而頂點是這樣的點，過這點的垂線是最大垂線長。」而這裡所謂的直徑，是指拋物線的軸或平行於拋物線軸的直線。

3. 這一個式子以現在的符號表示，即是
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，亦即如大家所熟悉的等比級數和公式：
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4. reductio ad absurdum為拉丁文，英文為reduction to absurdity，亦即『歸於荒謬』之意。
5. 值得注意的是，歐幾里得德並沒有使用「面積」這個詞。

6. 原子，atom這個字的本意即是「不可分割的」。
7. Heath認為 ”or in moving” 應該拿掉。

8. 轉引自Barbett (2000).
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