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前言

本講義主要目的是針對數學系大一學生介紹有關線性代數基本的理論, 大致上僅談論實係數
的向量空間.

一般經驗上大一學生會覺得線性代數學習起來會比微積分吃力, 主要是因素可能是在高
中時期學習有關線性代數部分主要著重於操作而較少論證. 這一點在大學線性代數中就較
不同了. 不過經驗上也告訴我們當學生到大三大四時 (因準備研究所考試) 再重新溫習線性
代數時, 會覺得它不再那麼難以親近. 由此可知大學時期的線性代數其理論並不難懂, 較大
的障礙是要開始學習數學的論證. 這個障礙或許到大三大四一些數學思維較成熟時稍可解
除, 不過對一些同學來說可能為時已晚, 畢竟線性代數的理論或概念與其他課程都脫不了關
係. 基於這個原因寫下這份講義, 希望藉由較平易近人的方式介紹線性代數也慢慢引導熟悉
數學的論證方式. 本講義希望以淺顯易懂為主旨, 而不是生動有趣. 畢竟有些事情要說明清
楚就會顯得囉唆, 當然就不有趣了.

研讀本講義的同學要有心理準備, 本講義是針對數學系學生而寫, 自然偏重於整個線性
代數的理論架構. 對於線性代數在其他領域的應用幾乎沒有著墨. 我們依循一貫的原則就是
理論清楚了, 接下來的應用或推廣就不難了. 所以對應用有興趣的同學應再參考其他的參考
書籍. 另外本講義並未提供習題, 不過在某些概念講述之後有時會提供一些問題 (Question).
這些問題幾乎是檢視觀念是否正確或是對內容是否了解, 大部分問題若觀念已清楚應可以立
即回答. 所以這些問題的份量仍不及一般習題, 對熟習線性代數所給予的訓練. 針對這一點,
請欲學習好線性代數的同學務必參閱一般線性代數書籍的習題, 自行磨練.

本講義雖然主要以中文撰寫, 不過當涉及定義或專有名詞時, 為免翻譯的困擾將以英文
取代. 因此將以中英夾雜較不傳統的方式顯現, 若有不便請見諒.

本講義編寫費時, 編寫完後並未經過嚴謹的校對. 疏漏在所難免, 雖不至於有理論性上嚴
重的錯誤, 但讀者仍應注意不宜概括全收. 若發現錯誤, 歡迎提出寶貴的意見.
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Chapter 1

Systems of Linear
Equations

這一章要探討的是多元一次的聯立方程組. 我們依然利用大家熟悉的加減消去法 (或高斯消
去法) 來處理這類方程組. 不過我們不再只關心如何解特定的聯立方程組, 而會更著重於有
系統地探討一般聯立方程組解的情況的理論. 我們會用矩陣來表示一個聯立方程組, 不過這
裡的矩陣僅是為了方便起見而使用, 不會涉及矩陣的性質. 至於真正矩陣的運算及性質, 我
們留待下一章再詳述.

1.1. 一次聯立方程組及基本列運算

所謂 n 元一次的方程式就是有 n 個未知數 (variable) 的一次方程式 (linear equation). 例如
2x1 +5x2 − x3 + x4 = 1 就是一個 4 元一次的聯立方程組 (當然也可看成是 5 元或更高元). n

元一次的方程式抽象的表示法就是

a1x1 + · · ·+anxn = b,

其中這些 a1, . . . ,an 和 b 都是實數, 而這些 xi 表未知數. 當我們有多個 n 元一次的方程式要

討論它們的共同解時, 就稱為解一次聯立方程組 (system of linear equations). 一般抽象的
表示法

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

表示有 m 個 n 元一次方程式所成的方程組 (system of m linear equations in n variables). 這
裡 a11x1 +a12x2 + · · ·+a1nxn = b1 表示第一個方程式, a21x1 +a22x2 + · · ·+a2nxn = b2 表示第

二個方程式, 而當 1 ≤ i ≤ m 時, 第 i 個方程式就是 ai1x1 +ai2x2 + · · ·+ainxn = bi, 所以最後一
個 (即第 m 個) 方程式就是 am1x1 +am2x2 + · · ·+amnxn = bm. 這裡 ai j,bi 皆為實數, 這些實數
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2 1. Systems of Linear Equations

才是真正影響到聯立方程組的因素, 所以我們也可特別把它們標明出來, 令

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 , x =


x1
x2
...

xn

 , b =


b1
b2
...

bm

 ,

然後將上面的聯立方程組用 Ax = b 來表示. 矩陣 A 中的每一個 ai j 稱為 A 的一個 entry.
因為 A 的每一個 entry 對應到聯立方程組中某個未知數的係數, 通常我們會稱矩陣 A 為

此聯立方程式的係數矩陣. 一個矩陣的一個橫排稱為一個 row (列), 而一個豎排稱為一個
column (行). 我們算 row 時是從上而下來數的, 也就是說最上面的一個 row 稱為第一個
row, 下一個 row 稱為第二個 row, 依此類推. 而算 column 是由左而右來數的, 也就是說最
左邊的一個 column 稱為第一個 column, 再往右一個 column 稱為第二個 column, 依此類
推. 大家可以看出矩陣 A 的 row 對應的就是此聯立方程組的方程式, 第一個 row 對應到第
一個方程式, 第二個 row 對應到第二個方程式, 依此類推. 而 column 對應到的是方程組的
未知數, 第一個 column 對應到的是未知數 x1 的係數, 第二個 column 對應到的是未知數 x2

的係數, 依此類推. 因為這裡是由 m 個方程式而且每個方程式有 n 個未知數所組成的聯立

方程組, 所以 A 共有 m 個 row 以及 n 個 column, 我們稱這樣的矩陣為 m×n matrix. 注意
這裡 x 表示是一個未知的向量而且我們將向量 x,b 都寫成 column vector (行向量) 是為了
配合將來矩陣乘法的寫法. 目前大家只要記住這也是聯立方程式的一種表示法即可.

例如解聯立方程組

3x1 −2x2 +9x4 = 4
2x1 +2x2 −4x4 = 6

(1.1)

我們就可以表成

[
3 −2 0 9
2 2 0 −4

]
x1
x2
x3
x4

=

[
4
6

]

注意這裡係數矩陣多出

[
0
0

]
這個 column 因為 x3 的係數為 0.

過去學習解一次聯立方程組的方法不外加減消去法或高斯消去法, 它們的原理都是一樣
的, 即利用以下三種基本方法:

(1) 變換式子的順序

(2) 將某一式乘上一非零實數

(3) 將某一式乘上一實數後加到另一式上

利用這三種基本方法將方程式的某些變數消去, 最後求出解來. 我們將介紹一個有系統的方
法來解聯立方程組, 把這三種基本方法看成是對矩陣的運算.
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當我們要解
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

這一個聯立方程組時, 先寫出如下的 augmented matrix (增廣矩陣)


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

... . . . ...
...

am1 am2 · · · amn bm


例如式子 (1.1) 中的聯立方程組所對應的 augmented matrix 為[

3 −2 0 9 4
2 2 0 −4 6

]
換言之, 若我們要解 Ax = b 這一個聯立方程組, 就要寫下 [A | b] 這一個 matrix. 反之一個
augmented matrix [A | b] 就對應到一個聯立方程組 Ax = b.

接下來我們將如加減消去法的三種步驟, 利用所謂的 elementary row operation (基本列
運算) 處理這個 augmented matrix. 所謂 elementary row operation 即表示對矩陣進行如下
三種的列運算:

(1) 將矩陣的某兩個 row 對調

(2) 將矩陣的某一個 row 乘上一非零實數

(3) 將矩陣的某一個 row 乘上一實數後加到另一個 row.

為了方便起見, 我們將上面 (1), (2), (3) 三種 elementary row operation 分別稱為 type 1,
type 2 以及 type 3 的 elementary row operation.

Question 1.1. 任一 type 的 elementary row operation 可以用其他兩種 type 取代嗎?(參見
習題)

Example 1.1.1. 考慮矩陣

A =

1 2 3 4
2 1 −1 3
4 0 1 2

 .
將 A 的第一、第二兩個 row 互換 (即做一個 type 1 的 elementary row operation), 可得

B =

2 1 −1 3
1 2 3 4
4 0 1 2

 .
而將 B 的第二個 row 乘上 2 (即做一個 type 2 的 elementary row operation), 可得

C =

2 1 −1 3
2 4 6 8
4 0 1 2

 .
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而將 C 的第三個 row 乘上 −3 加到第一個 row (即做一個 type 3 的 elementary row
operation), 可得

D =

−10 1 −4 −3
2 4 6 8
4 0 1 2

 .
♯

注意, 若一個矩陣 P 經由一個 elementary row operation 轉換成矩陣 Q, 我們也可以對
Q 藉由同樣 type 的 elementary row operation 將之轉換回 P. 例如前面 Example 1.1.1 中,
我們可以將 B 的第一、第二兩個 row 互換而得到 A. 我們也可將 C 的第二個 row 乘上 1/2

而得到 B. 另外我們也可將 D 的第三個 row 乘上 3 加到第一個 row 而轉換回 C (參見習
題).

Question 1.2. 兩個同樣 type 的 elementary row operation 交換順序會一樣嗎? 兩個不同
type 的 elementary row operation 交換順序會一樣嗎?

1.2. 解聯立方程組

大家應很容易看出一個 augmented matrix 經過上節所提的 elementary row operation 後所
得的 augmented matrix 所對應的聯立方程組就是大家熟悉的加減消去法的三種步驟所得
的方程組. 利用加減消去法最常遇到的問題就是 (尤其在處理未知數很多的方程組時), 常常
做了幾次後, 混亂到不知道那些式子是消過了以及那些式子還可以再進一步消減. 還有就是,
到底要將方程組的式子消到哪種地步時, 才可以解出方程組. 關於第一個問題, 我們可以理
解用矩陣的表示法就可以把這消去的過程記錄下來. 而接下來我們要探討的就是第二個問
題, 也就是將矩陣化成某種特定的形式就可以解出方程式來.

我們的目的就是要將 augmented matrix [A | b] 中的係數矩陣 A 利用這三種 elementary
row operation 化成所謂的 echelon form.

我們先解釋一下何謂 echelon form. 首先我們將矩陣每一個 row 從左到右來看第一個不
為 0 的項稱為這個 row 的 leading entry. 因為係數矩陣中的每一個 entry 對應到聯立方程
組中某個 variable (未知數) 的係數, 所以 leading entry 若是 variable xi 的係數, 我們就說
這個 leading entry 發生在 xi 的位置. 要注意, 這也等同於這個 leading entry 是位於從左到
右算來第 i 個 column. 例如矩陣  1 2 1 1 4

0 0 5 0 2
0 0 1 −1 1


第一個 row 的 leading entry 為 1 不過因為第一個 row 還有其他位置也是 1, 所以我們特
別要說明第一個 row 的 leading entry 發生在 x1 的位置, 而第二個 row 和第三個 row 的
leading entry 分別為 5 和 1 且發生的位置皆在 x3.

所謂一個矩陣是 echelon form 表示這個矩陣沒有 leading entry 的 row (即該 row 每一
項皆為 0) 必需在最下方, 而有 leading entry 的 row 其 leading entry 所在位置從上到下來
看是往右移的. 換言之, 若上一個 row 的 leading entry 所在的位置是 xi, 而下一個 row 的
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lading entry 所在的位置是 x j, 則必需 i < j. 例如上一個矩陣並非 echelon form, 因為第 3
個 row 和第 2 個 row 的 leading entry 的位置皆為 x3, 並未右移. 另外矩陣 1 2 −1 0

0 0 0 0
0 0 3 0

 ,
 0 1 1 2

0 0 2 −1
3 0 0 0


都不是 echelon form, 因為前一個矩陣全為 0 的 row 並未置於最下方, 而後一個矩陣第 3 個
row 的 leading entry 在第 2 個 row 的 leading entry 的左方. 至於矩陣

0 2 1 1 4
0 0 3 0 2
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0


就是 echelon form. 當一個矩陣是 echelon form 時, 我們稱每一個 row 的 leading entry 為
pivot, 而 pivot 所在的位置我們稱為 pivot variable.

我們要強調, 絕不會有 pivot 的個數多於方程組 variables (未知數) 的個數的情形發生.
這是因為當係數矩陣 A 是 echelon form 時, 每一個 column 最多僅能有一個 pivot (因為
不能有兩個 leading term 在同一個位置), 所以 pivot 的個數不能多於 column 的個數. 而
A 的 column 個數表示的就是此聯立方程組 variables 的個數, 因此 pivot 的個數不會多於
variables 的個數. 另一方面依定義每一個 row 最多僅能有一個 pivot, 所以 pivot 的個數也
不會多於該方程組的方程式個數 (即係數矩陣 row 的個數).

很容易就可以發現一個矩陣利用 elementary row operations 化成的 echelon form 的方
法有很多種，而所化成的 echelon form 也有可能不同 (例如一個 echelon form 的某一個
row 經由 type 2 的 elementary row operation 作用後仍為 echelon form)。不過以後我們
會證明，同一個矩陣不管用哪些 elementary row operations 化成的 echelon form 它們的
pivot variables 皆會相同。也因此一個矩陣化為 echelon form 其 pivot 的個數是固定的, 我
們特別有以下的定義.

Definition 1.2.1. 假設 A 為一矩陣. 若 A 利用 elementary row operations 化為 echelon
form 後其 pivot 的個數為 r, 我們稱 r 為 A 的 rank. 用 rank(A) = r 來表示.

一個矩陣的 rank 是該矩陣很重要的資訊，以後我們會探討它很多的性質。由於它的重
要性，我們特別在這裡先介紹它的定義，讓大家先熟悉一下。

Question 1.3. 假設矩陣 A 有 m 個 row 以及 n 個 column. 若 rank(A) = r, 試說明
r ≤ min{m,n}.

當我們將 augmented matrix [A | b] 利用 elementary row operation 將之化成 [A′ | b′] 且

A′ 為 echelon form 後. A′ 有兩種情形. 一種情形為 A′ 每一個 row 皆不全為 0; 另一種為 A′

有些 row 全為 0. 我們分別依這兩種情形來討論聯立方程組的解.

(1) A′ 每一個 row 皆不全為 0: 此時聯立方程組為 consistent, 即一定有解. 我們又可
細分成兩種情況.
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(a) 第一種情況是每一個變數 (variable) xi 皆為 pivot variable. 亦即 pivot 的個數
等於方程組未知數的個數 (即係數矩陣 A 的 column 個數). 例如 2 1 1 4

0 3 1 2
0 0 −1 1


此時 echelon form 的 pivot variable 分別為 x1,x2,x3 恰就是聯立方程組的未知

數 x1,x2,x3. 在這種情況之下此聯立方程組會有唯一解, 而且我們可利用從下
往上 “代回” 的方式求得解. 例如前面的 augmented matrix 所對應的聯立方
程組為

2x1 +x2 +x3 = 4
3x2 +x3 = 2

−x3 = 1

所以我們從最下面的 −x3 = 1 可得 x3 = −1. 再將 x3 = −1 代入其上一式

3x2+x3 = 2,得 3x2−1= 2,即 x2 = 1. 最後將 x3 =−1,x2 = 1代入 2x1+x2+x3 =

4, 得 x1 = 2. 故得其解為 x1 = 2,x2 = 1,x3 =−1.
(b) 第二種情況是有些 variable xi 不是 pivot variable. 也就是方程組未知數的個
數多於 pivot 的個數. 例如 2 1 3 1 4

0 3 3 1 2
0 0 0 −1 1


此時 echelon form 的 pivot variable 分別為 x1,x2,x4 少於立方程組的未知數

x1,x2,x3,x4. 在此情形之下此聯立方程組會有無窮多解. 要得到這種方程組所
有的解, 首先我們要找到 free variables. 所謂 free variable 指的是方程組不
是 pivot variable 的 variable. 例如前面這個例子, x3 就是 free variable. Free
variable 意指它可以任意取值, 所以找到 free variables 後你可以給它們任意
的參數, 然後再利用如上一情況中由下往上代回的方式找到聯立方程組所有的
解. 例如上一個 augmented matrix 所對應的聯立方程組為

2x1 +x2 +3x3 +x4 = 4
3x2 +3x3 +x4 = 2

−x4 = 1

首先令 free variable x3 為一參數 t (表示它可以是任意實數 t ∈ R). 接著
我們從最下面的 −x4 = 1 可得 x4 = −1. 再將 x3 = t,x4 = −1 代入其上一式

3x2 + 3x3 + x4 = 2, 得 3x2 + 3t − 1 = 2, 即 x2 = 1− t. 最後將 x2 = 1− t,x3 =

t,x4 =−1代入 2x1+x2+3x3+x4 = 4, 得 x1 = 2− t. 故得其解為 x1 = 2− t,x2 =

1− t,x3 = t,x4 =−1, 其中 t 為任意實數. 因為 t 可以是任意實數, 由此我們也
知此方程組有無窮多解.

(2) A′ 有些 row 全為 0: 此時聯立方程組可能無解, 我們分成兩種情況:
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(a) A′ 有一個 row 全為 0 但 b′ 在該 row 不為 0. 例如

[A′ | b′] =

 2 1 1 4
0 3 1 2
0 0 0 1


A′ 最後一個 row 皆為 0, 但 b′ 在該 row 的位置為 1. 在此情形之下聯立方程
組為 inconsistent, 即無解. 例如上一個 augmented matrix 其最後一個 row 所
對應的方程式為

0x1 +0x2 +0x3 = 1

但不管 x1,x2,x3 代任何的實數都無法滿足 0x1+0x2+0x3 = 1, 所以此方程組無
解.

(b) A′ 全為 0 的 row, b′ 在該 row 亦為 0. 例如 2 1 4
0 3 2
0 0 0

 ,
 2 1 3 1 4

0 3 3 1 2
0 0 0 0 0


這兩個 augmented matrices 皆為這種情形. 在此情形之下聯立方程組一定
是 consistent. 事實上在此情形我們可以忽略全為 0 的 row, 例如前兩個
augmented matrices 所對應的方程組和[

2 1 4
0 3 2

]
,

[
2 1 3 1 4
0 3 3 1 2

]
所對應的方程組一樣. 所以我們可依前面 (1) A′ 每一個 row 皆不全為 0 的情

況找出聯立方程組所有的解.

Question 1.4. 考慮一個由 n 個 variables 的 m 個方程式所組成的聯立方程組. 試說明前
面討論 (1)(a) 的情形只有在 m = n 的時候才有可能發生; 而 (1)(b) 的情形只有在 m < n 的

情形才有可能發生;

Question 1.5. 說明一個由 n 個 variables 的 m 個方程式所組成的聯立方程組，當係數矩

陣的 rank 等於 m，此聯立方程組一定有解 (即為 consistent). 而當係數矩陣的 rank 等於
n 時，此聯立方程組若有解則解唯一。

我們總結, 當 A 是 echelon form 時, 找出 Ax = b 所有的解的方法. 首先, 當 A 有一個

row 全為 0 但 b 在該 row 不為 0 時, 我們知該方程組無解, 所以我們僅需討論其他的情況
(即有解的情況). 此時我們先挑出 free variable (即非 pivot variable). 由於 free variable 可
以任意取值, 一般來說我們會用一些參數表示之 (注意不同的 free variable 要用不同的參數
代號). 接著, 我們由下而上, 從最大編號的 pivot variable 開始, 利用 free variables 的那些
參數將它的值寫下來, 再依序寫出所有 pivot variables 的值.

我們看以下幾個解聯立方程組的例子.
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Example 1.2.2. Solve the linear system
x2 −3x3 = −5

2x1 +3x2 −1x3 = 7
4x1 +5x2 −2x3 = 10.

此聯立方程組的 augmented matrix 為 0 1 −3 −5
2 3 −1 7
4 5 −2 10

 .
由於第二, 三 row 的 leading entry 在最左端. 但第二 row 的 leading entry 的值較小, 為了
計算方便, 我們將之置於第一個 row, 即將一, 二 row 交換得 2 3 −1 7

0 1 −3 −5
4 5 −2 10

 .
接下來由於第三 row 的 leading entry 也在 x1 的位置需要消去, 所以將第一 row 乘上 −2

加到第三 row 得  2 3 −1 7
0 1 −3 −5
0 −1 0 −4

 .
此時係數矩陣仍不是 echelon form, 需將第三 row 的 x2 位置的 entry 消去. 故將第二 row
加至第三 row 得  2 3 −1 7

0 1 −3 −5
0 0 −3 −9

 .
這是 echelon form. 由於係數矩陣沒有全為 0 的 row, 我們知此 linear system 為 consistent.
而又 pivot 的個數等於 variable 的個數, 故知此 linear system 的解唯一. 事實上, 最下
面第三 row 表示 −3x3 = −9, 得 x3 = 3. 代入第二 row 表示的 x2 − 3x3 = −5, 得 x2 = 4.
最後代入第一 row 表示的 2x1 + 3x2 − x3 = 7, 得 x1 = −1. 故知此 linear system 的解為
(x1,x2,x3) = (−1,4,3). ♯

Example 1.2.3. Solve the linear system
x1 −1x2 +2x3 +3x4 = 2

2x1 +1x2 +1x3 = 1
x1 +2x2 −1x3 −3x4 = 7.

此聯立方程組的 augmented matrix 為 1 −1 2 3 2
2 1 1 0 1
1 2 −1 −3 7

 .
第二, 三 row 的 leading entry 需被消去. 故將第一 row 分別乘上 −2,−1 加到第二, 三 row
得  1 −1 2 3 2

0 3 −3 −6 −3
0 3 −3 −6 5

 .
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接下來由於第三 row 的 leading entry 需要消去, 所以將第二 row 乘上 −1 加到第三 row 得 1 −1 2 3 2
0 3 −3 −6 −3
0 0 0 0 8

 .
這是 echelon form. 由於第三 row表示 0x1+0x2+0x3 = 8,知此 linear system為 inconsistent.

♯

Example 1.2.4. Solve the linear system
x1 −2x2 +1x3 −1x4 = 4

2x1 −3x2 +4x3 −3x4 = −1
3x1 −5x2 +5x3 −4x4 = 3
−x1 +1x2 −3x3 +2x4 = 5.

此聯立方程組的 augmented matrix 為
1 −2 1 −1 4
2 −3 4 −3 −1
3 −5 5 −4 3

−1 1 −3 2 5

 .
第二, 三, 四 row 的 leading entry 需被消去. 故將第一 row 分別乘上 −2,−3,1 加到第二,
三, 四 row 得 

1 −2 1 −1 4
0 1 2 −1 −9
0 1 2 −1 −9
0 −1 −2 1 9

 .
接下來第三, 四 row 的 leading entry 需要消去, 所以將第二 row 分別乘上 −1,1 加到第三,
四 row 得 

1 −2 1 −1 4
0 1 2 −1 −9
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
這是 echelon form. 由於係數矩陣全為 0 的第三, 四 row 全為 0, 知此 linear system 為
consistent.

事實上此 linear system 的 pivot variables 為 x1,x2, 而 free variables 為 x3,x4. 我們可以
令 x4 = r, x3 = s, 代入第二 row 表示的 x2 +2x3 − x4 =−9, 得 x2 =−9+ r−2s. 再代入第一
row 表示的 x1 −2x2 + x3 − x4 = 4, 得 x1 =−14+3r−5s. 故知此 linear system 的解為

(x1,x2,x3,x4) = (−14+3r−5s,−9+ r−2s,s,r),r,s ∈ R.

通常我們習慣寫成 column vector 且將 r,s 提出. 故將解寫成
x1
x2
x3
x4

=


−14
−9
0
0

+ r


3
1
0
1

+ s


−5
−2
1
0

 ,r,s ∈ R.

♯



10 1. Systems of Linear Equations

了解到解聯立方程組的方法及步驟後, 有幾件事必須要說明: (1) 為何經由 elementary
row operations 我們可以將一個矩陣化為 echelon form? (2) 為何利用這個 echelon form, 便
可得到與原方程組相同的解集合? (3) 為什麼用前面介紹 (pivot variables, free variables) 的
方法就可以把係數矩陣是 echelon form 的聯立方程組所有的解找出來? 在下一節, 我們將
詳細介紹有關 echelon form 的特性, 然後一一回答這些問題. 不過再次提醒大家務必先熟悉
這節介紹解聯立方程組的方法及步驟.

1.3. Echelon Form 的性質

這一節中我們將說明前面提到有關 echelon form 的三個問題. 首先我們利用數學歸納法
來說明為何一定可以將一個矩陣化為 echelon form. 我們是對矩陣的 row 的個數作數學
歸納法. 先說明所有只有一個 row 的矩陣一定是 echelon form, 然後利用這件事實證明所
有有兩個 row 的矩陣皆可利用 elementary row operations 化為 echelon form. 再利用兩個
row 的矩陣會成立的事實證明有 3 個 row 的矩陣也可利用 elementary row operations 化為
echelon form, 如此一直下去我們可證有 4,5,6, . . . 個 row 的矩陣會成立. 不過這樣的方法我
們可以證得有特定個數的 row 的矩陣會成立 (例如 10 個 row), 但無法證得一般的情形 (即
任意個數的 row). 此時數學歸納法是最好的論證工具了. 若我們能知道有 k 個 row 的矩陣
一定能利用 elementary row operations 化為 echelon form 這個事實且利用這個事實證得有
k+1 個 row 的矩陣一定能利用 elementary row operations 化為 echelon form, 這就表示當
我們知道有一個 row 的矩陣能利用 elementary row operations 化為 echelon form 就能推得
有兩個 row 的矩陣能利用 elementary row operations 化為 echelon form, 也進而推得有 3
個 row 的矩陣亦成立, 再進而推得有 4 個 row 的矩陣亦成立, 如此一直下去當然可知任意
的矩陣皆能利用 elementary row operations 化為 echelon form.

我們先看只有一個 row 的矩陣. 此時由於沒有任何的 row 在其下方所以依定義自然是
echelon form. 接著看有兩個 row 的矩陣. 首先注意依定義一個 echelon form 的第一個 row
其 leading entry (若有的話) 必在所有其他 row 的 leading entry 所在位置的左方. 所以我
們在此有兩個 row 的矩陣挑出 leading entry 在最左方的一個 row (若兩個 row 的 leading
entry 所在位置相同就任取一個 row) 利用 row 交換的 row operation 將之置於第一個 row.
接下來注意依定義下一個 row 的 leading entry 所在位置需在第一個 row 的 leading entry
的右方. 現若第二個 row 的 leading entry 所在位置和第一個 row 不同, 則因已知第一個
row 的 leading entry 所在位置在最左方, 第二個 row 的 leading entry 所在位置一定在第
一個 row 的 leading entry 的右方, 故依定義此時已為 echelon form. 而若第二個 row 的
leading entry b 所在位置和第一個 row 的 leading entry a 相同, 我們可將第一個 row 乘
以 −b/a, 再加到第二個 row 上. 如此一來第二個 row 原本的 leading entry 變為 0, 故其
leading entry 所在位置往右移了, 依定義此時為 echelon form.

接著我們使用數學歸納法的假設, 亦即任何有 k 個 row 的矩陣皆可利用 elementary row
operation 化為 echelon form. 現在我們要處理有 k+1 個 row 的矩陣. 如前面的方法, 首先
我們將 leading entry 的位置在最左邊的那個 row 利用兩 row 互換的 row operation 將之置
於第一個 row. 現假設此時第一個 row 的 leading entry 為 a. 接下來我們挑出其他 row 中
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leading entry 的位置與第一個 row 的 leading entry 位置一樣的 row. 若該 row 的 leading
entry 為 b, 我們便將第一個 row 乘上 −b/a 後加到該 row 上. 如此一來該 row 的 leading
entry 所在位置便往右移了. 一直重複此步驟, 直到第一個 row 以外的 row 其 leading entry
所在位置皆與第一個 row 的 leading entry 所在位置相異. 注意, 此時第一個 row 以下的
各 row 其 leading entry 所在位置皆在第一個 row 的 leading entry 所在位置的右方. 若
我們不看第一個 row, 所剩下的是一個有 k 個 row 的矩陣, 所以利用前面已知有 k 個 row
的矩陣皆可利用 elementary row operations 化為 echelon form, 我們可以利用 elementary
row operations 將此矩陣第一個 row 以下的部份化為 echelon form. 但此時因各個 row 的
leading entry 所在位置皆在第一個 row 的 leading entry 所在位置的右方, 所以整個矩陣亦
為 echelon form. 故得證所有矩陣皆可利用 elementary row operations 化為 echelon form.
大家或許注意到我們在化成 echelon form 的過程皆沒有用到將某個 row 乘上一非 0 實數這

一個 type 2 的 elementary row operation. 事實上在化成 echelon form 的過程確實只需要
用到 type 1,3 這兩種 elementary row operations, 至於 type 2 的 elementary row operation
會在以後我們會介紹化為 “reduced” echelon form 的過程是需要的, 留待以後再談.

接下來我們說明為何將 augmented matrix [A | b] 利用 elementary row operations 化成
echelon form [A′ | b′], 則其對應的聯立方程組 A′x = b′ 會和原方程組 Ax = b 有相同的解集
合. 首先觀察若將一聯立方程組 Ax = b 的 augmented matrix [A | b] 利用三種 elementary
row operation 的任一種變換成 [A′ | b′] 表示將原方程組利用加減消去法的三個基本方法將

之變成方程組 A′x = b′. 然而方程組 Ax = b 若利用加減消去法的三種方法 (即將兩式子對
調順序或將某一式乘上某個非 0 實數或將一個式子乘上某個實數加到另一個式子) 變換成
方程組 A′x = b′, 原來滿足 Ax = b 的一組解仍會滿足 A′x = b′. 也就是說 Ax = b 的解就會
是 A′x = b′ 的解. 不過這不表示它們會有相同的解集合, 我們還要說明 A′x = b′ 的解也會是

Ax = b 的解才行. 然而我們前面提及 elementary row operations 是可以還原的. 換句話說
[A′ | b′] 也可經由 elementary row operations 變換成 [A | b]. 所以套用剛才的理由, 我們也知
A′x = b′ 的解就會是 Ax = b 的解. 因此得證 Ax = b 和 A′x = b′ 會有相同的解集合.

Example 1.3.1. 考慮聯立方程組
{

a11x1 +a12x2 = b1
a21x1 +a22x2 = b2

. 如果 x1 = c1,x2 = c2 是此方程組

的一組解，表示 a11c1 +a12c2 = b1 以及 a21c1 +a22c2 = b2 也因此 x1 = c1,x2 = c2 會是聯立

方程組

{
a21x1 +a22x2 = b2
a11x1 +a12x2 = b1

的一組解。反之亦然，這說明對此聯立方程組做一個 type 1

的 elementary row operation 並不會影響解集合。

另一方面若給定非 0 實數 r, 則 c1,c2 也會滿足 a11c1 +a12c2 = b1 以及 ra21c1 + ra22c2 =

rb2. 也就是說 x1 = c1,x2 = c2 會是聯立方程組

{
a11x1 +a12x2 = b1

ra21x1 + ra22x2 = rb2
的一組解. 這說明

了原方程組的解仍會是方程組在做了 type 2 的 elementary row operation 後所得的方程組
之解。特別的是，由於 r ̸= 0, 將新方程組的第二個 row 乘上 1/r, 便會得到原方程組。所
以同理可知新方程組的解仍會是原方程組的解。這說明對此聯立方程組做一個 type 2 的
elementary row operation 並不會影響解集合。
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最後我們看 type 3 的情況。若 r 為給定實數，由於 c1,c2 也會滿足 (ra11 + a21)c1 +

(ra12 + a22)c2 = (ra11c1 + ra12c2)+ (a21c1 + a22c2) = rb1 + b2. 故知 x1 = c1,x2 = c2 也會是聯

立方程組

{
a11x1 +a12x2 = b1

(ra11 +a21)x1 +(ra12 +a22)x2 = rb1 +b2
的一組解。這說明了原方程組的解仍

會是方程組在做了 type 3 的 elementary row operation 後所得的方程組之解。由於新方程
組也可利用第一個 row 乘上 −r 加到第二個 row 的方式得到原方程組。所以同理可知新方
程組的解仍會是原方程組的解。這說明對此聯立方程組做一個 type 3 的 elementary row
operation 並不會影響解集合。 ♯

當連立方程組 Ax = b 和 A′x = b′ 它們的解集合相同, 這表示兩組方程組是有很特別的
關係的. 我們有以下的定義.

Definition 1.3.2. 假設 linear systems Ax = b 和 A′x = b′ 的解集合相同, 則稱 Ax = b 和
A′x = b′ 為 equivalent linear systems

從上面的探討我們知道 augmented matrix [A | b] 若利用 elementary row operations 化
成 [A′ | b′], 則 Ax = b 和 A′x = b′ 為 equivalent linear systems.

我們已知要探討聯立方程組 Ax = b 的解, 僅要考慮 A 為 echelon form 的情形. 接下來
我們就是要討論當 A 為 echelon form 時, 聯立方程組 Ax = b 解的特性. 事實上我們很容
易理解利用 1.2 節中所提求解的方法所得的結果皆為方程組的一組解. 這裡要探討的是為
何利用 1.2 節中所提求解的方法, 就可得所有的解. 接著我們將說明, 雖然一個矩陣利用
elementary row operations 化為 echelon form 的結果不唯一, 但是它們的 pivot variables 是
唯一的.

如果我們得到 1.2 節 (2)(a) 的情形 (即 A 有一個 row 全為 0 但 b 在該 row 不為 0),
在該節已說明此時方程組無解. 所以我們只要探討有解的情形. 首先回顧一下在 1.2 節所
提求解的方法: 首先我們要找到 free variables, 也就是是方程組除了 pivot variable 以外的
variable. 接著給這些 free variable 任意的參數值, 然後再利用由下往上代回的方式找到聯
立方程組所有的解. 若無 free variable, 就直接由下往上一步一步求值即可.

由於可以忽略 augmented matrix 全為 0 的 row, 所以我們可假設係數矩陣 A 沒有一

個 row 全為 0. 因為 A 為 echelon form, 這也表示 A 每一個 row 皆有 leading entry 且為
pivot. 現在我們回答當 A 是 echelon form 時, 1.2 節中所述解聯立方程組 Ax = b 的方法所
求得的解就是所有的解. 也就是說給定 x1 = c1, . . . ,xn = cn 為 Ax = b 的一組解, 我們要說明
這組解確實可由 1.2 節所提的方法得到. 為了方便起見我們令 1.2 節所提的方法所得的解
所成的集合為 S. 我們要說明 (x1, . . . ,xn) = (c1, . . . ,cn) 確實為 S 中的元素. 現若 xn 為 pivot
variable, 則 xn 的值是被唯一確定的. 所以 S 的所有解中 xn 的取值一定也為 cn. 若 xn 為

free variable, 則因 S 的解中 xn 可為任意值, 故 S 中一定有一組解其 xn 的取值為 cn. 也就
是說不管 xn 是否為 pivot variable, S 中必有一組解其 xn 的取值為 cn. 現若 xn−1 為 pivot
variable, 則由此 pivot 所在的 row 所對應的方程式可知 xn−1 的取值會被 xn 的取值所決定.
今已知 S 中必有一組解其 xn 的取值為 cn, 故此組解必滿足 xn−1 = cn−1,xn = cn; 而若 xn−1

為 free variable, 則因 S 的解中 xn−1 可為任意值且其取值不影響到 xn 的取值, 故知 S 中必
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有一組解其 xn−1,xn 的取值為 xn−1 = cn−1,xn = cn. 如此一直下去我們知道 S 中必有一組解

其 x1, . . . ,xn 的取值為 x1 = c1, . . . ,xn = cn.

我們可以利用上面的概念, 推導出當 A 為 echelon form 時, pivot variables 和 free
variables 對聯立方程組 Ax = b 解的影響. 首先看 pivot variable 對聯立方程組的解之影響.

Lemma 1.3.3. 假設 A 為一有 n 個 column 的 echelon form 且 x1 = c1, . . . ,xn = cn 和

x1 = d1, . . . ,xn = dn 皆為方程組 Ax = b 的一組解.

(1) 假設 xn 為 A 的一個 pivot variable. 則 cn = dn.

(2) 假設 xk 為 A 的一個 pivot variable, 其中 1 ≤ k ≤ n−1. 若 ck+1 = dk+1, . . . ,cn = dn,
則 ck = dk.

Proof. 假設聯立方程組為
a11x1 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + · · · + a2nxn = b2

...
am1x1 + · · · + amnxn = bm

其中

A =


a11 · · · a1n
a21 · · · a2n
... . . . ...

am1 · · · amn


為 echelon form, 且不失一般性我們假設 A 的每一個 row, ai1, . . . ,ain 皆不全為 0.

(1) 若 xn 為 A 的一個 pivot variable, 表示 A 的最後一個 row 的 leading entry 所在位
置為 xn. 也就是說 am1 = am2 = · · ·= amn−1 = 0 且 amn ̸= 0. 這表示此聯立方程組中
最後一個式子為 amnxn = bm. 故由 x1 = c1, . . . ,xn = cn 及 x1 = d1, . . . ,xn = dn 皆為此

聯立方程組的一組解知 xn = cn 和 xn = dn 皆需滿足 amnxn = bm, 亦即 amncn = bm 且

amndn = bm. 故由 amn ̸= 0 得知 cn = dn.

(2) 若 xk 為 A 的一個 pivot variable, 表示 A 有一個 row 的 leading entry 所在位置
為 xk. 也就是說若此 row 為 A 的第 i 個 row, 則 ai1 = ai2 = · · · = ai k−1 = 0 且

aik ̸= 0. 此 row 所對應的式子為 aikxk + · · ·+ainxn = bi. 故由 x1 = c1, . . . ,xn = cn 及

x1 = d1, . . . ,xn = dn 皆為此聯立方程組的一組解知 xk = ck,xk+1 = ck+1, . . . ,xn = cn

和 xk = dk,xk+1 = dk+1, . . . ,xn = dn 皆需滿足 aikxk + · · ·+ ainxn = bi. 因此由 ck+1 =

dk+1, . . . ,cn = dn 的假設知

aikck = bi − (ai k+1ck+1 + · · ·+aincn) = bi − (ai k+1dk+1 + · · ·+aindn) = aikdk.

再由 aik ̸= 0 得知 ck = dk.

□

相對於 pivot variable 我們知道對於 free variable 我們可以隨意取任何的實數而得到一
組解, 所以我們有以下 free variable 對解的影響.
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Lemma 1.3.4. 假設 A 為一有 n 個 column 的 echelon form 且沒有一個 row 全為 0.

(1) 假設 xn 為 A 的一個 free variable. 則對任意的實數 r, 方程組 Ax = b 皆可找到一
組解其 xn = r.

(2) 假設 xk 為 A 的一個 free variable, 其中 1 ≤ k ≤ n−1. 若 x1 = c1, . . . ,xn = cn 為方

程組 Ax = b 的一組解, 則對任意實數 r 方程組 Ax = b 皆可找到一組解其 xk = r

且 xk+1 = ck+1, . . . ,xn = cn.

Proof. 在前面所提的求解過程中我們知道可將 free variable 定為任意的實數, 再一步一步
由下往上代回得到一組解. 在這個過程中我們了解到若 xi 是 free variable, 則它的取值可能
會影響到的僅有 x j, 其中 j < i 這樣的變數, 而不會影響到其他變數 xl, 其中 i < l 的取值.

現若 xn 是 free variable, 這表示我們可以設定 xn 為任意實數, 再一步一步往上代求得聯
立方程組的一組解, 所以對任意的實數 r, 方程組 Ax = b 皆可找到一組解其 xn 為 r.

若 xk 為 A 的一個 free variable, 其中 1 ≤ k ≤ n−1 且已知 x1 = c1, . . . ,xn = cn 為方程組

Ax = b 的一組解. 換言之, xk+1 = ck+1, . . . ,xn = cn 皆滿足方程組 pivot 的位置在 xk 右方的

那些 row 所對應的那些方程式. 由於 xk 可取任意的實數且不會影響 xk+1, . . . ,xn 的取值, 所
以我們可令 xk = r 且 xk+1 = ck+1, . . . ,xn = cn 一步一步代回求得聯立方程組的一組解. □

接下來，我們用兩個前面討論過的例子說明一下 Lemma 1.3.3 和 Lemma 1.3.4.

Example 1.3.5. 在 Page 6, 我們知道聯立方程組
2x1 +x2 +3x3 +x4 = 4

3x2 +3x3 +x4 = 2
−x4 = 1

的解為 x1 = 2− t,x2 = 1− t,x3 = t,x4 = −1, 其中 t 為任意實數. 我們可以看出，雖然這組
方程組有無窮多解，不過所有的解中 x4 的值一定是 −1. 這就是 Lemma 1.3.3 (1) 中說的
因為 x4 是最後一個 variable 且為 pivot, 所以任兩組解的 x4 的值都相同。又讓我們隨便

選一組解，例如 x1 = 2,x2 = 1,x3 = 0,x4 = −1 (即 t 代 0 的情況). 由於 x3 是 free variable,
Lemma 1.3.4 (2) 告訴我們若選定 x4 =−1, 我們都可將 x3 隨便代一個值來得到一組解。要

注意的是, x2 雖為 pivot variable, 不過 Lemma 1.3.3 (2) 並不是告訴我們任選兩組解其 x2

的值都會一樣。它是說若這兩組解的 x3,x4 的值是一致的則它們 x2 的值也會一樣。例如

x1 = 1,x2 = 0,x3 = 1,x4 = −1 也是一組解，它的 x2 的值 0 就和前面那組解的 x2 的值 1 就

不同。不過若兩組解它們有一致的 x3 和 x4, 那麼它們 x2 的值也一致。這可從前面所給的

解集合看出。

在 Page 9, 我們知道聯立方程組
x1 −2x2 +x3 −x4 = 4

x2 +2x3 −x4 = −9

的解為 x1 =−14+3r−5s,x2 =−9+ r−2s,x3 = s,x4 = r, 其中 s,r 為任意實數. 由於最後一
個 variables x4 是 free variable, Lemma 1.3.4 (1) 告訴我們任意給一個實數 r 都可以找到一

組解其 x4 的值為 r. 然而 x3 也是 free variable, 所以 Lemma 1.3.4 (2) 告訴我們再任意選一
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個實數 s, 我們都可以找到一組解其 x4 和 x3 的值分別為 r 和 s. 這都可以由解集合看出來。
又 x2 是 pivot variable, 而 Lemma 1.3.3 (2) 告訴我們若有兩組解其 x3 的值是一樣的且 x4

的值也一樣，則這兩組解的 x2 的值也會一樣，因而再由 x1 是 pivot variable 可知它們 x1

的值也相同。這也和解集合若 x4 = r, x3 = s, 則可確定 x2 和 x1 的值分別為 −9+ r−2s 和

−14+3r−5s 相吻合。 ♯

Lemma 1.3.3 和 Lemma 1.3.4 有許多應用. 例如當 A 是 echelon form 時若聯立方程
組 Ax = b 已知有一個解 x1 = c1, . . . ,xn = cn 且 x1, . . . ,xn 每一個都是 pivot variable, 則由
Lemma 1.3.3 知聯立方程組 Ax = b 的解僅能是 x1 = c1, . . . ,xn = cn. 換句話說此方程組的解
唯一. 另一方面,若聯立方程組 Ax = b已知有解且 x1, . . . ,xn 中有 free variable,則由 Lemma
1.3.4 知聯立方程組 Ax = b 會有無窮多解 (除非我們討論的數系僅有有限多個元素).

當我們給一個矩陣時, 有許多種方法將之化為 echelon form, 而且化成的 echelon form
很可能不一樣. 不過利用 Lemma 1.3.3 和 Lemma 1.3.4 我們可以得到這些 echelon form
雖然可能不一樣, 但他們 pivot 的所在位置都會一致. 由於我們只關心係數矩陣 A 化為

echelon form 後的情形, 所以我們可以考慮 Ax = 0 這一種特殊形式的聯立方程組. 要注意這
樣的聯立方程組都會有解, 因為 x1 = 0, . . . ,xn = 0 就是一組解. 我們特別稱這樣的聯立方程
組為 homogeneous system.

Proposition 1.3.6. 給定一矩陣 A, 若 A1,A2 均為 A 利用 elementary row operations 化成
的 echelon forms. 則 A1 和 A2 的 pivot 個數相同, 事實上他們的 pivot variables 是一致的.

Proof. 我們考慮 Ax = 0 這一組聯立方程組, 其中 A 有 n 個 column (即此方程組有 n 個

變數). 因為 A 可利用 elementary row operation 化為 A1 及 A2, 這表示 augmented matrix
[A | 0] 可以利用 elementary row operation 化為 [A1 | 0] 及 [A2 | 0]. 換句話說聯立方程組
A1x = 0 和 A2x = 0 皆與聯立方程組 Ax = 0 有同樣的解. 再次強調這些聯立方程組都會有
x1 = 0, . . . ,xn = 0 這樣的一組解.

我們要用反證法處理. 假設 A1 和 A2 有 pivot variable 不一致, 不失一般性我們就假設
對 A1 來說 xi 是 pivot variable 但對 A2 來說 xi 不是 pivot variable (即 free variable). 假
設 i = n, 這表示方程組 A1x = 0 的解中 xn 的取值是唯一的 (Lemma 1.3.3), 事實上 xn 一定

為 0; 但 A2x = 0 的解中 xn 的取值卻可以是任意的實數 (Lemma 1.3.4). 這和此二方程組
有相同的解相矛盾. 現若 1 ≤ i ≤ n− 1. 利用 x1 = 0, . . . ,xn = 0 已是這兩聯立方程組的解,
我們知道方程組 A1x = 0 的解中一定找不到一組解其 xi+1, . . . ,xn 的取值皆為 0 但 xi 的取

值不是 0 (Lemma 1.3.3); 另一方面 Lemma 1.3.4 告訴我們 A2x = 0 的解中一定可找到一
組解其 xi+1, . . . ,xn 的取值皆為 0 但 xi 的取值不是 0 (事實上 xi 可以是任意實數). 這又和
A1x = 0,A2x = 0 此二方程組有相同的解相矛盾. 故由反證法知 A1 和 A2 的 pivot variables
是一致的. □

在解聯立方程組的過程中還可以進一步將 echelon form 化為所謂的 reduced echelon
form. Reduced echelon form 事實上仍為 echelon form, 不過再加上兩個限制. 第一個限
制是每一個 pivot entry 需為 1. 另一個限制為 pivot 的位置上方全為 0. 要注意, 依定義
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echelon form 的 pivot 位置下方已全為 0 所以 reduced echelon form 每一個 pivot 所在的
column, 除了自己需為 1 外其他部分皆為 0. 例如

A =

 1 2 0 0
0 0 3 6
0 0 0 0

 , B =

 1 1 3 0
0 1 1 2
0 0 1 −1


都不是 reduced echelon form 但是

A′ =

 1 2 0 0
0 0 1 2
0 0 0 0

 , B′ =

 1 0 0 0
0 1 0 3
0 0 1 −1


就是 reduced echelon form. 每一個 echelon form 皆可利用 elementary row operations 換
為 reduced echelon form. 這是因為, 若有一個 row 的 pivot entry 為 a (注意依定義 a ̸= 0),
我們只要將該 row 乘上 1/a, 則該 row 的 pivot entry 便是 1 了 (這就是需要 type 2 的
elementary row operation 的地方). 例如上面 A 這一個 echelon form 若將第二個 row 乘上
1/3, 就可得 A′ 這一個 reduced echelon form. 當我們將每個 pivot 都變為 1 後, 就可利用
將該 row 乘上某一實數加到另一個 row 的方法將 pivot 所在的 column 的其他部分化為 0.
例如上面 B 這一個 echelon form 若將第三個 row 分別乘上 −3, −1 加到第一個 row 和第

二個 row, 得

 1 1 0 3
0 1 0 3
0 0 1 −1

. 再將第二個 row 乘上 −1 加到第一個 row, 就可得 B′ 這一

個 reduced echelon form. 注意一般我們都是從上而下將矩陣換成 echelon form, 不過得到
echelon form 後是從下而上將 echelon form 換成 reduced echelon form 較為方便.

化為 reduced echelon form 後, 我們就可以利用前面由 echelon form 求解的方法求出聯
立方程組的解. 由於 reduced echelon form 每一個 row 除了該 row 的 pivot 外, 只剩 free
variables (其他的 pivot variable 所在的 entry 皆為 0), 所以可以很快地看出解的形式. 例如
方程組 B′x = 0 為

x1 = 0
x2 +3x4 = 0

x3 −x4 = 0

因僅 x4 為 free variable, 令 x4 = t, 代入第三 row 得 x3 = t. 代入第二 row 得 x2 =−3t. 最後
由第一 row 得 x1 = 0. 故知解為 (x1,x2,x3,x4) = (0,−3t, t, t) = t(0,−3,1,1), t ∈ R.

我們知道每個矩陣皆可經由 elementary row operations 化為 echelon form. 而我們又知
每個 echelon form 也可利用 elementary row operations 化為 reduced echelon form. 因此每
個矩陣皆可利用 elementary row operations 化為 reduced echelon form. 另外我們也知道將
聯立方程組的 augmented matrix 做 elementary row operations 後所對應的聯立方程組會
是 equivalent, 所以化為 reduced echelon form 所得的解集合也會和原方程組的解集合相同.

化成 reduced echelon form 雖然在最後可以很快地看出解的形式, 但一般來說化為
reduced echelon form 比僅化為 echelon form 所需的步驟多了許多, 所以利用 echelon form
來求解還是會比較快. 利用 echelon form 求解的方法一般稱為 Gauss method 或 Gaussian
elimination, 而用 reduced echelon form 求解一般稱為 Gauss-Jordan method.



1.3. Echelon Form 的性質 17

Example 1.3.7. Example 1.2.2 的 linear system, 化成 echelon form 後為 2 3 −1 7
0 1 −3 −5
0 0 −3 −9

 .
將第三 row 乘以 −1/3 得  2 3 −1 7

0 1 −3 −5
0 0 1 3

 .
再將第三 row 分別乘以 3,1 加到第二, 第一 row 得 2 3 0 10

0 1 0 4
0 0 1 3

 .
接著將第二 row 乘以 −3 加到第一 row 得 2 0 0 −2

0 1 0 4
0 0 1 3

 .
最後將第一 row 乘以 1/2 得 reduced echelon form 1 0 0 −1

0 1 0 4
0 0 1 3

 ,
且馬上看出解為 (x1,x2,x3) = (−1,4,3).

Example 1.2.4 的 linear system, 化成 echelon form 後為
1 −2 1 −1 4
0 1 2 −1 −9
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
將第二 row 乘以 2 加到第一 row 得 reduced echelon form

1 0 5 −3 −14
0 1 2 −1 −9
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
因 x4,x3 為 free variables, 令 x4 = r, x3 = s, 代入第二 row 得 x2 = −9+ r−2s. 再代入第一
row 得 x1 =−14+3r−5s. ♯

我們可以套用 Proposition 1.3.6 的證明方法, 證明一個矩陣利用 elementary row opera-
tions 化為 reduced echelon form 其結果是唯一的.

Theorem 1.3.8. 給定一矩陣 A, 若 A1,A2 均為 A 利用 elementary row operations 化成的
reduced echelon forms, 則 A1 = A2.

Proof. 我們考慮 Ax = 0 這一組聯立方程組, 依假設聯立方程組 A1x = 0 和 A2x = 0 皆與聯
立方程組 Ax = 0 有同樣的解.
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利用反證法. 假設 A1 ̸= A2 且假設從下往上, A1,A2 第一個發生相異的 row 其 pivot
variable 為 xk (注意由 Proposition 1.3.6, 我們知道 A1,A2 的 pivot variables 是一致的). 現
假設 A1,A2 在此 row 所對應的方程式分別為

xk +ak+1xk+1 + · · ·+anxn = 0 與 xk +bk+1xk+1 + · · ·+bnxn = 0 (1.2)
其中存在 l 滿足 k+1 ≤ l ≤ n 且 al ̸= bl. 若 xl 為 pivot variable, 由於 A1,A2 皆為 reduced
echelon form, 在這個 row 中, 其他的 pivot variable 對應的係數應為 0, 而導致 al = bl = 0

之矛盾, 故知 xl 應為 free variable. 我們已知給定一組 free variables 的值, 可以用由下往
上代回的方式得到聯立方程組的解. 現考慮除了 xl 這一個 free variable 代 1, 其他 free
variables代 0所得的解. 設依此所得 A1x = 0與 A2x = 0的解分別為 (x1, . . . ,xn) = (c1, . . . ,cn)

與 (x1, . . . ,xn) = (d1, . . . ,dn). 注意, 若 x j 為 pivot variable, 其中 j > k, 則 a j = b j = 0, 所以此
時 x j 的取值不會影響到 xk 的取值, 也就是說式子 (1.2) 帶入這兩組解後分別為

ck +al = 0 與 dk +bl = 0.

又由於依假設 A1,A2 在 xk 為 pivot 這一個 row 以下的每一個 row 都一致, 我們知對所
有 k+ 1 ≤ i ≤ n 皆有 ci = di. 然而這兩組解皆為 Ax = 0 的解且 xk 為 pivot variable, 故
由 Lemma 1.3.3 知 ck = dk. 可得 al = −ck = −dk = bl. 此與 al ̸= bl 的假設相矛盾, 故知
A1 = A2. □

利用化成 reduced echelon form 來解 linear system, 雖然步驟較多, 不過仍然有它的好
處. 例如因為化成 echelon form 並不唯一, 所以有可能同一組 linear system 因化成 echelon
form 求解, 寫下來的解集合的元素的表現 “形式” 會不同 (只是形式不同, 解集合是一樣
的). 若化成 reduced echelon form 就不會這樣了, 因為它是唯一的, 所以大家寫下來的解
集合的元素表示的 “形式” 是一致的. 另外若要判斷兩個矩陣是否可以用一些 elementary
row operations 將其中一個換成另一個, 將這兩個矩陣化成 reduced echelon form 就可以
了. 若它們化成 reduced echelon form 是一致的, 那當然表示它們是可以用一些 elementary
row operations 將其中一個換成另一個, 而若不一致, 則由唯一性可知它們不可能用一些
elementary row operations 將其中一個換成另一個.

Question 1.6. 假設矩陣 A,B 分別可利用 elementary row operations 化成 reduced echelon
form A′,B′ 試說明 A 可利用 elementary row operations 化成 B 若且唯若 A′ = B′.

在本章中我們學習解聯立方程組的技巧. 利用 elementary row operations 將 augmented
matrix 中的係數矩陣化為 echelon form 後, 我們很快的可以知道此聯立方程組是否有解, 而
有解時也可利用此 echelon form 完整的得到此聯立方程組所有的解. 由 echelon form 的解
法我們了解到 pivot variables 和 free variables 對聯立方程組是否有解以及解是否唯一有著
重要的關連. 本章中有關聯立方程組的理論對後面線性代數理論的建立影響深遠, 千萬不要
以為會解具體的聯立方程組就可以了, 而忽視這些理論.



Chapter 2

Matrix

在第一章我們利用矩陣來表示一個聯立方程組, 這種表示法不只有其方便性其實是有另一層
的意義. 在這一章中我們將介紹有關矩陣的運算, 利用矩陣的運算我們對聯立方程組將有另
一種看法. 利用這新的看法, 我們對聯立方程組的解可以有更進一步的了解.

2.1. 矩陣的運算

在本節中我們將簡單地回顧有關於矩陣的定義. 一般來說一個矩陣是由數個 (橫) 列 (row)
以及 (直) 行 (column) 的數組成. 若一矩陣由 m 個 row 和 n 個 column 的數所組成, 我們
便稱該矩陣為一個 m×n matrix. 特別的, 一個 n×n matrix (即 row 的個數等於 column 的
個數), 我們稱之為 square matrix. 在本講義中, 我們用 Mm×n 來表示所有係數在 R 的 m×n

矩陣所成的集合. 通常我們會用大寫的英文字母來表示一個矩陣. 例如考慮

A =

 1 0 2 3
0 1 5 8
2 1 1 0

 , (2.1)

則 A 為一個 3× 4 matrix, 即 A ∈ M3×4. 當我們要抽象地描述一個矩陣時, 我們也常用
A = [ai j] 這樣的方法來描述. 這種表示法意指 A 中在第 i 個 row 和 j 個 column 的位置我
們用 ai j 來表示, 並稱之為此矩陣的 (i, j)-th entry. 因此當我們說 A = [ai j] 為 m× n 矩陣,
這表示 1 ≤ i ≤ m 且 1 ≤ j ≤ n. 例如對於式子 (2.1) 中的矩陣 A, 若 A = [ai j], 則

a11 = 1, a12 = 0, a13 = 2, a14 = 3,
a21 = 0, a22 = 1, a23 = 5, a24 = 8,
a31 = 2, a32 = 1, a33 = 1, a34 = 0.

另外為了方便起見, 我們也會將矩陣 A 的每一個 row 和 column 用向量的方法來表示,
這些稱為 A 的 row vectors 和 column vectors. 在本講義我們會將矩陣 A = [ai j] 第 i 個 row
所成的 row vector 用 ia 來表示, 而第 j 個 column 所成的 column vector 用 a j 來表示. 例
如對於式子 (2.1) 中的矩陣 A, 我們有

1a =
[
1 0 2 3

]
, 2a =

[
0 1 5 8

]
, 3a =

[
2 1 1 0

]
19
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以及

a1 =

 1
0
2

 , a2 =

 0
1
1

 , a3 =

 2
5
1

 , a4 =

 3
8
0

 .
注意由於我們也想將向量看成是一個矩陣, 這裡的 row vectors 和 column vectors 都用矩陣
的形式呈現.

我們想給矩陣一個運算, 既然要談運算就會牽涉相等的概念. 所以我們要先定義何謂矩
陣的相等.

Definition 2.1.1. 假設 A = [ai j] 為一個 m×n matrix 且 A′ = [a′i j] 為一個 m′×n′ matrix.
我們定義 A = A′ 若且唯若 m = m′,n = n′ 且對所有的 1 ≤ i ≤ m 以及 1 ≤ j ≤ n 皆有 ai j = a′i j.

很容易看出矩陣的相等的定義是向量相等的延伸. 在向量中只有同在 Rn 的向量我們才

談是否相等, 且兩個 Rn 中的向量相等表示這兩個向量在每一個相同位置的數皆相等. 同樣
的只有同在 Mm×n 的矩陣才談是否相等, 且兩個 Mm×n 中的矩陣相等表示這兩個矩陣在每一

個相同位置的數皆相等.

我們也延伸向量加法與係數積的定義來定義矩陣的加法與係數積. 也就是說只有同為
Mm×n 的矩陣我們才定義它們之間的加法, 且兩矩陣相加表示將這兩個矩陣在相同位置的數
加起來. 而一個實數乘上一個矩陣即為將該矩陣每一個位置上的數乘上該實數. 具體來說我
們有以下的定義.

Definition 2.1.2. 假設 A = [ai j], B = [bi j] 皆為 m×n matrix. 定義 A+B = [ci j], 其中對所
有的 1 ≤ i ≤ m 以及 1 ≤ j ≤ n 皆有 ci j = ai j +bi j. 對任意實數 r, 我們定義 rA = [di j] 其中

對所有的 1 ≤ i ≤ m 以及 1 ≤ j ≤ n 皆有 di j = rai j.

Definition 2.1.2 告訴我們若

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 , B =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bm1 bm2 · · · bmn


則

A+B =


a11 +b11 a12 +b12 · · · a1n +b1n
a21 +b21 a22 +b22 · · · a2n +b2n

...
... . . . ...

am1 +bm1 am2 +bm2 · · · amn +bmn


且

rA =


ra11 ra12 · · · ra1n
ra21 ra22 · · · ra2n

...
... . . . ...

ram1 ram2 · · · ramn


矩陣的加法與係數積的定義可以說是由大家熟悉的 R2,R3 的向量（甚至 Rn）的加法與

係數積延伸而來, 我們有以下這些性質.
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Proposition 2.1.3. 對於 Mm×n 上的矩陣, 我們有以下的性質:

(1) 對任意 A,B ∈ Mm×n, 皆有 A+B = B+A.

(2) 對任意 A,B,C ∈ Mm×n, 皆有 (A+B)+C = A+(B+C).

(3) 存在一矩陣 O ∈ Mm×n 滿足對任意 A ∈ Mm×n 皆有 O+A = A.

(4) 對任意 A ∈ Mm×n 皆可找到 A′ ∈ Mm×n 滿足 A+A′ = O.

(5) 對任意 r,s ∈ R 以及 A ∈ Mm×n, 皆有 r(sA) = (rs)A.

(6) 對任意 r,s ∈ R 以及 A ∈ Mm×n, 皆有 (r+ s)A = rA+ sA.

(7) 對任意 r ∈ R 以及 A,B ∈ Mm×n 皆有 r(A+B) = rA+ rB.

(8) 對任意 A ∈ Mm×n, 皆有 1A = A.

Proposition 2.1.3 的證明用到實數 R 相對應的性質. 例如 (1) 談的是矩陣加法的交換性
質,用到的是 R的加法交換性. 事實上若令 A = [ai j],B = [bi j]以及 A+B = [ci j],B+A = [di j].
依定義,我們有 ci j = ai j +bi j 以及 di j = bi j +ai j. 由於實數的加法交換性 ai j +bi j = bi j +ai j,
因此得 ci j = di j, 故依矩陣相等的定義，得證 A+B = B+A. 其他各項都可用一樣的方法
證明, 這裡就不證明了. 不過 (3), (4) 談的是存在性的問題. 這類問題就必須說明存在的是
什麼. 例如 O 就是零矩陣，也就是說 O = [ci j] 其中 ci j = 0, ∀ i j. 而 (4) 的 A′ 稱為 A 的

加法反元素, 它是跟著 A 而變的. 如果 A = [ai j] 則令 A′ = [a′i j] 其中 a′i j = −ai j, 就會滿足
A+A′ = O 了. 一般來說, 給定 A 我們會將 A 的加法反元素用 −A 來表示.

接著我們定義矩陣間的乘法. 首先回顧當我們要解聯立方程組

x1 +2x2 = 1
−x1 +1x2 = 2
2x1 −2x2 = 3

我們會把它寫成  1 2
−1 1
2 −2

[x1
x2

]
=

1
2
3

 .
所以若我們定義矩陣

 1 2
−1 1
2 −2

 和 [
x1
x2

]
的乘法為

 1 2
−1 1
2 −2

[x1
x2

]
= x1

 1
−1
2

+ x2

 2
1
−2


那麼聯立方程組與矩陣的關係就不只是為了列式方便而已, 聯立方程組和矩陣的運算產生了
緊密的關係.

從這個角度出發, 我們有以下定義.
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Definition 2.1.4. 設 A = [ai j] 為 m× n matrix 以及 b = [b j] 為 n× 1 matrix (即 Rn 中的

column vector). 若 ai 表示 A 的 i-th column 則定義

Ab =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn




b1
b2
...

bn

=


∣∣ ∣∣ ∣∣

a1 a2 · · · an∣∣ ∣∣ ∣∣



b1
b2
...

bn

= b1 a1 +b2 a2 + · · ·+bn an.

注意依此定義, 必需 A ∈ Mm×n 的 column的個數 n等於 b ∈ Mn×1 的 row的個數 n, 才能
定義 Ab 且此時 Ab 會是 m×1 matrix (即 Rm 中的 column vector). 觀察此 column vector,
我們有

Ab = b1


a11
a21
...

am1

+b2


a12
a22
...

am2

+ · · ·+bn


a1n
a2n
...

amn

=


b1a11 +b2a12 + · · ·+bna1n
b1a21 +b2a22 + · · ·+bna2n

...
b1am1 +b2am2 + · · ·+bnamn

 . (2.2)

特別的, 當 a =
[
a1 a2 · · · an

]
為 1×n matrix 而 b =


b1
b2
...

bn

 為 n×1 matrix, 依 Definition

2.1.4 的矩陣乘法定義

ab =
[
a1 a2 · · · an

]


b1
b2
...

bn

= b1a1 +b2a2 + · · ·+bnan. (2.3)

(注意, 若 a,b 是 Rn 中的向量, 則 ab 就是我們熟悉 a,b 的內積 ⟨a,b⟩.) 依此看法, 由式子
(2.2), 我們可將 Ab 寫成

Ab =


1ab
2ab

...
mab

 . (2.4)

也就是說 Ab 這一個 m×1 matrix 的 i-th entry 為 iab 也就是 A 的 i-th row ia 和 b 的內積.

我們來看一個 m×n matrix 以及 Rn 的 column vector 在此乘法的定義之下的基本性質.

Lemma 2.1.5. 假設 A = [ai j], A′ = [a′i j] 為 m×n matrices 以及 b = [b j], b′ = [b′j] 為 Rn 中

的 column vectors (即 n×1 matrices) 以及 c ∈ R. 我們有以下的性質.

(1) A(b+b′) = Ab+Ab′.

(2) A(cb) = c(Ab) = (cA)b.

(3) (A+A′)b = Ab+A′b.

Proof. 令 A 的 column vectors 依次為 a1, . . . ,an 且 A′ 的 column vectors 依次為 a′1, . . . ,a′n.
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(1) 依定義

A(b+b′) =


∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣

b1 +b′1

...
bn +b′n

= (b1 +b′1)a1 + · · ·+(bn +b′n)an. (2.5)

而 Ab+Ab′ 為
∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣

b1

...
bn

+

∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣

b′1

...
b′n

= (b1a1 + · · ·+bnan)+(b′1a1 + · · ·+b′nan). (2.6)

由矩陣加法和係數積的分配律 (Proposition 2.1.3 的性質 (7),(8)), 我們得證式子 (2.5) 和式
子 (2.6) 相等.

(2) 依定義 c(Ab) 為

c
(
∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣

b1

...
bn

)= c(b1a1 +b2a2 + · · ·+bnan). (2.7)

而 cA 的 column vectors 依次為 ca1, . . . ,can. 故 (cA)b 為
∣∣ ∣∣

ca1 · · · can∣∣ ∣∣

b1

...
bn

= b1(ca1)+ · · ·+bn(can). (2.8)

最後依定義 cb 為

cb1
...

cbn

 , 故 A(cb) 為


∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣

cb1

...
cbn

= (cb1)a1 + · · ·+(cbn)an. (2.9)

由矩陣加法和係數積的結合律 (Proposition 2.1.3 的性質 (6)), 我們得證 (2.7), (2.8), (2.9)
三個式子皆相等.

(3) 依定義 A+A′ 的 column vectors 依次為 a1 +a′1, . . . ,an +a′n, 所以

(A+A′)b =


∣∣ ∣∣

a1 +a′1 · · · an +a′n∣∣ ∣∣

b1

...
bn

= b1(a1 +a′1)+ · · ·+bn(an +a′n). (2.10)

另一方面, Ab+A′b 為
∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣

b1

...
bn

+

∣∣ ∣∣

a′1 · · · a′n∣∣ ∣∣

b1

...
bn

= (b1a1 + · · ·+bnan)+(b1a′1 + · · ·+bna′n). (2.11)

再次由矩陣加法和係數積的分配律, 我們得證式子 (2.10) 和式子 (2.11) 相等. □

Lemma 2.1.5 (1),(2) 告訴我們矩陣對向量的乘法有類似分配律的性質, 這個性質很重要
(以後我們會再提到並稱之為 linear 的性質), 我們特別用以下定理表示.
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Proposition 2.1.6. 假設 A ∈ Mm×n, 且 b,b′ 為 Rn 中的 column vectors, 以及 c,c′ ∈ R. 則

A(cb+ c′b′) = c(Ab)+ c′(Ab′).

Proof. 因 cb,cb′ 皆為 Rn 中的 column vectors, 由 Lemma 2.1.5 (1) 知 A(cb + c′b′) =

A(cb) + A(c′b′). 再由 Lemma 2.1.5 (2) 知 A(cb) = c(Ab),A(c′b′) = c′(Ab′), 故得證本定
理. □

Question 2.1. 假設 A ∈ Mm×n, 且 b1, . . . ,bk 為 Rn 中的 column vectors, c1, . . . ,ck ∈ R. 試
利用數學歸納法證明

A
( k

∑
i=1

cibi
)
=

k

∑
i=1

ci(Abi).

Question 2.2. 假設 A,A′ ∈ Mm×n, 且 b 為 Rn 中的 column vectors, 以及 c,c′ ∈ R. 是否
(cA+ c′A′)b = c(Ab)+ c′(A′b) ?

現在我們將矩陣乘法推廣到更一般的情況, 當 A = [ai j] 是一個 m× n matrix, B = [b j k]

是一個 n× l matrix. 由於對 B 的每一個 column vector bk ∈ Mn×1, 1 ≤ k ≤ l, 我們已定義了
Abk 為何, 現在我們定義 AB 為 m× l matrix, 其中 AB 的 k-th column vector 為 Abk. 我們
大致上有以下的圖示.

A


∣∣ ∣∣ ∣∣

b1 b2 · · · bl∣∣ ∣∣ ∣∣
=


∣∣ ∣∣ ∣∣

Ab1 Ab2 · · · Abl∣∣ ∣∣ ∣∣


由於 Abk 為 m×1 matrix, 依此定義確實 AB 為 m× l matrix. 現在我們來看正式的定義.

Definition 2.1.7. 設 A = [ai j] 為 m× n matrix 以及 B = [b jk] 為 n× l matrix, 則定義
AB =C = [cik] 為 m× l matrix, 其中對於 1 ≤ k ≤ l, C 的 k-th column ck 為

ck = Abk =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn




b1k
b2k
...

bnk

= b1k a1 +b2k a2 + · · ·+bnk an. (2.12)

由此定義, 我們知對於 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ l, AB 的 (i,k)-th entry 應為其 k-th column (即
Abk) 從上往下算的第 i 個 entry. 由式子 (2.4) 我們知此即 A 的 i-th row ia 和 B 的 k-th
column bk 看成向量後取內積. 換言之, 若 AB = [ci k], 則 AB 的 (i,k)-th entry ci k 為

ci k = iabk = ai1b1k +ai2b2k + · · ·+ainbnk =
n

∑
j=1

ai jb j k. (2.13)

再次強調一次, 並不是任取兩個矩陣都可以定義乘法, 必須是左邊矩陣的 column 個數和
右邊矩陣的 row 個數相同才能相乘.

Example 2.1.8. 令

A =

−2 4
3 6
2 2

 ,B =

[
4 −1 2 5
3 0 1 1

]
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考慮矩陣乘法 AB. 依定義矩陣 AB 的 3-rd column 為

Ab3 =

−2 4
3 6
2 2

[2
1

]
= 2a1 +1a2 = 2

−2
3
2

+1

4
6
2

=

 0
12
6

 .
所以 AB 的 (2,3) entry 為 12 等於 A 的 2-nd row 和 B 的 3-rd column 看成 R2 中的向量所

得的內積, 即 (3,6) · (2,1) = 12. 事實上我們有

AB =

−2 4
3 6
2 2

[4 −1 2 5
3 0 1 1

]
=

 4 2 0 −6
30 −3 12 21
14 −2 6 12

 .
♯

大部分的書都會用式子 (2.13) 當成矩陣乘法的定義. 我們選用式子 (2.12) 的用意, 主要
是它較能描繪當初矩陣乘法定義的用意. 另外它是由 column 來描繪矩陣的乘法, 在證明或
推導有關矩陣乘法性質時, 有時比式子 (2.13) 利用 entry 來看方便多了. 例如我們有以下的
性質.

Proposition 2.1.9. 假設 A,A′ ∈ Mm×n, B,B′ ∈ Mn×l. 我們有以下的性質.

(1) A(B+B′) = AB+AB′.

(2) (A+A′)B = AB+A′B.

Proof. 首先注意因 A+A′ 仍為 m× n 矩陣且 B+B′ 為 n× l 矩陣, 所以這些矩陣的階數
是符合矩陣乘法的規定. 我們假設 B 的 column vectors 依次為 b1, . . . ,bl 且 B′ 的 column
vectors 依次為 b′

1, . . . ,b′
l.

(1) 我們證明當 1 ≤ k ≤ l 時, A(B+B′) 的 k-th column 會等於 AB+AB′ 的 k-th column.
依定義 A(B+B′) 的 k-th column 為 A 的右邊乘上 B+B′ 的 k-th column. 然而由矩陣加法
定義, B+B′ 的 k-th column為 bk +b′

k, 即 B的 k-th column加上 B′ 的 k-th column. 因此我
們有 A(B+B′) 的 k-th column 為 A(bk +b′

k). 另一方面, AB+AB′ 的 k-th column 為 AB 的

k-th column Abk 加上 AB′ 的 k-th column Ab′
k, 因此 AB+AB′ 的 k-th column 為 Abk +Ab′

k.
由 Lemma 2.1.5 (1), 我們得證它們相等.

(2) 我們證明當 1 ≤ k ≤ l 時, (A+A′)B 的 k-th column 會等於 AB+A′B 的 k-th column.
依定義 (A+A′)B的 k-th column為 A+A′ 的右邊乘上 B的 k-th column,即 (A+A′)bk. 另一
方面, AB+A′B 的 k-th column 為 AB 的 k-th column Abk 加上 A′B 的 k-th column A′bk, 因
此 AB+A′B的 k-th column 為 Abk +A′bk. 因此由 Lemma 2.1.5 (3), 我們得證它們相等. □

矩陣乘法和 scalar multiplication (係數積) 也有以下關係

Proposition 2.1.10. 設 c ∈ R, A ∈ Mm×n,B ∈ Mn×l. 則

c(AB) = (cA)B = A(cB).

Proof. 假設 B 的 column vectors 依次為 b1, . . . ,bl. 首先注意 c(AB), (cA)B 和 A(cB) 皆為

m× l matrix, 我們僅要證明當 1 ≤ k ≤ l 時, c(AB), (cA)B 和 A(cB) 的 k-th column 皆相等.
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c(AB) 的 k-th column 為 c 乘上 AB 的 k-th column, 故為 c(Abk). 而 (cA)B 的 k-th column
為 cA 右邊乘上 B 的 k-th column, 故為 (cA)bk. 最後由於 cB 的 k-th column 為 cbk, 故
A(cB) 的 k-th column 為 A(cbk). 因此由 Lemma 2.1.5 (2), 我們得證它們皆相等. □

Question 2.3. 假設 A,A′ ∈ Mm×n, B,B′ ∈ Mn×l 以及 c,c′ ∈ R. 可證明 (cA+ c′A)B = cAB+

c′A′B 以及 A(cB+ c′B′) = cAB+ c′AB′ 嗎？

由 Proposition 2.1.9 和 Proposition 2.1.10 的證明我們可以看出, 有些矩陣乘法性質的
推導可以簡化成右邊的矩陣是一個 column 的情形處理. 其實利用 row 來看矩陣的乘法也
很很有用, 不過這個留待下一節介紹矩陣的 transpose (轉置) 後會更清楚.

利用矩陣乘法定義, 也可推得乘法具有結合律的性質 (即 (AB)C = A(BC)). 這裡要注意
A, B, C 的階數必須要有限制 (AB)C 和 A(BC) 才會有意義.

Proposition 2.1.11. 假設 A ∈ Mm×n,B ∈ Mn×l,C ∈ Ml×k, 則 (AB)C = A(BC).

Proof. 依定義 AB ∈ Mm×l, 故 (AB)C ∈ Mm×k. 而 BC ∈ Mn×k, 故 A(BC) ∈ Mm×k 與 (AB)C 同

階.

對於 1 ≤ j ≤ k, 我們要證明 (AB)C 和 A(BC) 的 j-th column 相等. 令 c j 為 C 的 j-th
column 依定義 (AB)C 的 j-th column 為 (AB)c j. 至於 A(BC) 的 j-th column, 依定義為 A

右邊乘上 (BC) 的 j-th column (即 Bc j). 所以我們僅要說明 (AB)c j = A(Bc j), 就可證得結合
律.

由於 c j 只有一個 column, 為了方便考量, 我們將 c j 用單一足碼表達, 即令 c j =

c1
...
cl

.

現對任意 i = 1, . . . , l, 令 AB 的 i− th column 為 pi, 則

(AB)c j =


∣∣ ∣∣

p1 · · · pl∣∣ ∣∣

c1

...
cl

= c1p1 + · · ·+ clpl.

然而若 bi 為 B 的 i-th column, 依定義 pi 為 AB 的 i-th column 故得 pi = Abi. 因此我們得

(AB)c j = c1(Ab1)+ · · ·+ cl(Abl).

另一方面

A(Bc j) = A(


∣∣ ∣∣

b1 · · · bl∣∣ ∣∣

c1

...
cl

) = A(c1b1 + · · ·+ clbl).

注意這裡我們將 bi 視為 Rn 中的 column vector,故套用 Proposition 2.1.6 (或 Question 2.1)
可得 A(c1b1 + · · ·+ clbl) = c1(Ab1)+ · · ·+ cl(Abl). 所以得證 (AB)c j = A(Bc j). □

有了矩陣乘法的結合律 (Proposition 2.1.11), 以後我們談多個矩陣相乘時, 為了方便起
見, 我們會捨去括號例如直接用 ABC 表示. 特別的, 當 A 為方陣時, 既然 (AA)A = A(AA), 我
們就用 A3 來表示. 同理, 當 n 個 A 相乘時, 我們就用 An 來表示.



2.1. 矩陣的運算 27

最後我們要強調的是矩陣乘法雖具有許多和實數乘法類似的性質, 但它卻沒有交換律.
事實上有可能 A 乘以 B 有定義, 但 B 卻不能乘以 A, 例如 A ∈ M2×3, B ∈ M3×4 的情形. 也有
可能即使 A 乘以 B 和 B 乘以 A 都有定義, 但由於乘了以後階數不同, 仍會使得 AB ̸= BA, 例
如 A ∈ M2×3,B ∈ M3×2 的情形. 僅有在 A,B 為同階方陣時, 才有可能使得 AB 和 BA 的階數

相同. 但此時仍有可能 AB ̸= BA, 例如

A =

[
a b
c d

]
,B =

[
1 0
0 −1

]
,AB =

[
a −b
c −d

]
,BA =

[
a b
−c −d

]
,

這種情形只有在 b = c = 0 時, 才會使得 AB = BA. 所以在處理矩陣乘法時要特別小心. 例
如當 A,B 為同階方陣時由 Proposition 2.1.9 和 Proposition 2.1.10 可推得 (A−B)(A+B) =

A2 −AB+BA−B2, 但由於可能 AB ̸= BA, 我們不見得會有 (A−B)(A+B) = A2 −B2.

當然了, 仍然有許多方陣會和所有的同階方陣相乘是可交換的. 一個常見的就是 zero
matrix (零矩陣) O (即 O = [ai, j] 滿足每一個 entry ai, j = 0). 很容易驗證若 O 是一個 n×n

square matrix, 則對任意 A ∈ Mn×n, 皆有 OA = AO = O. 另一個常見的便是所謂的 identity
matrix. 通常 n×n 階的 identity matrix, 我們會用 In 來表示. In 的 i-th column 為 ei, 即 Rn

的 column vector, 其中 i-th entry 為 1, 其他 entry 為 0. 事實上 e1,e2, . . . ,en 就是我們熟悉

的 Rn 的 standard basis (標準基底). 例如

I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , I4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
利用矩陣乘法的定義, 很容易知道對任意 A ∈ Mm×n,B ∈ Mn×l 我們皆有 AIn = A, InB = B. 特
別的, 當 A 為 n×n matrix, 我們有 AIn = InA = A.

Question 2.4. 假設 A ∈ Mn×n, 是否 (A−2In)
2 = A2 −4A+4In 為對?

Question 2.5. 試證明 In 是唯一的 n×n 滿足對任意 A ∈ Mm×n 皆滿足 AIn = A.

一個 n× n 的 square matrix 其 (i, i)-th entry 稱為 diagonal entry. 若除了 diagonal
entries 以外, 其他的 entry 皆為 0, 我們便稱之為 diagonal matrix. Identity matrix 就是一
個 diagonal matrix. 因為它的 diagonal entry 皆為 1, 其他的 entry 皆為 0. 另外, 對於任意
r ∈ R, rIn 亦為 diagonal matrix. 因為它 diagonal entry 皆為 r, 其他 entry 皆為 0. 對於任
意 A ∈ Mm×n,B ∈ Mn×l 我們很容易驗證 rA = A(rIn),rB = (rIn)B.

Question 2.6. 試利用 Proposition 2.1.10 驗證對任意 n×n square matrix A, 皆有 (rIn)A =

A(rIn).

要注意, 並不是所有 n×n 的 diagonal matrix 都會和 n×n 的 square matrix 相乘可交

換. 前面曾給過例子
[

1 0
0 −1

]
就不能和所有的 2×2 相乘可交換.
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2.2. Transpose Operation

這一節中我們將介紹矩陣取 transpose (即轉置矩陣) 的概念, 即其相關性質. 最後利用它來
探討如何從 row 的角度來看矩陣相乘.

對於一個 m×n matrix, 簡單來說其轉置矩陣就是將此矩陣的 row 與 column 的腳色互
換, 也就是說將 row vectors 依序換成 column vectors. 我們有以下的定義.

Definition 2.2.1. 給定 A ∈ Mm×n. 定義 At ∈ Mn×m, 其中對於 1 ≤ i ≤ m, At 的 i-th column
就是將 A 的 i-th row 寫成 column vector. 我們稱 At 為 A 的 transpose.

Example 2.2.2. 令

A =

[
1 2 3
−1 −2 −3

]
,

依定義 At 應為 3×2 matrix. 其中 At 的第一個 column 為 A 的第一個 row
[
1 2 3

]
寫成

column vector, 即

1
2
3

. 同理 At 的第二個 column 為 A 的第二個 row
[
−1 −2 −3

]
寫成

column vector, 即

−1
−2
−3

. 故得

At =

1 −1
2 −2
3 −3

 .
注意, At 的 1-st, 2-nd 和 3-rd row 也恰為 A 的 1-st, 2-nd 和 3-rd column 寫成 row 而得.

由上面的例子我們看到, 當 A ∈ Mm×n, 對於 1 ≤ j ≤ n, At 的 j-th row 就是將 A 的 j-th
column 寫成 row vector. 事實上若將 A 寫成 A = [ai j]. 對於 1 ≤ i ≤ m, At 的 i-th column 就

是將 A 的 i-th row
[
ai1 · · · ain

]
寫成 column vector

ai1
...

aim

 . 因此 At 的 (1, i)-th entry 就

是 A 的 (i,1)-th entry ai1, 而 At 的 (2, i)-th entry 就是 A 的 (i,2)-th entry ai1. 依此類推我
們可以得到對於 1 ≤ j ≤ n, At 的 ( j, i)-th entry 就是 A 的 (i, j)-th entry ai j. 也就是說若我
們將 At 寫成 At = [a′sk], 則 1 ≤ s ≤ n, 1 ≤ k ≤ m, 且 a′sk = ak s. 因此對於 1 ≤ j ≤ n, At 的 j-th
row

[
a′j 1 · · · a′j m

]
即為

[
a1 j · · · am j

]
, 恰為 A 的 j-th column 寫成 row vector. 我們將

以上的討論寫成以下的結論.

Lemma 2.2.3. 假設 A = [ai j] ∈ Mm×n 且 At = [a′sk] ∈ Mn×m. 則對於 1 ≤ s ≤ n, 1 ≤ k ≤ m,
a′sk = ak s 且 At 的 s-th row 就是將 A 的 s-th column 寫成 row vector.

由 Lemma 2.2.3, 以後要談論 A 和 At 間的關係, 我們可以用 row 換成 column, column
換成 row 以及 (i, j)-th entry 換成 ( j, i)-th entry 三種看法處理. 現在我們來看矩陣取
transpose 的基本性質.

Proposition 2.2.4. 假設 A,B 為 m×n matrix, C 為 n× l matrix. 我們有以下之性質.
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(1) (At)t = A.

(2) (A+B)t = At +Bt.

(3) (AC)t =CtAt.

Proof. 首先觀察 At 為 n×m matrix, 故 (At)t 為 m× n matrix, 與 A 階數相同. 同樣的,
At +Bt 為 n×m matrix 與 (A+B)t 的階數相同. 另一方面 Ct 為 l × n matrix, 故 CtAt 為

l ×m matrix. 而 AC 為 m× l matrix, 所以 (AC)t 為 l ×m matrix 與 CtAt 階數相同.

(1) 因 (At)t 與 A 皆為 m×n matrix, 對於 1 ≤ i ≤ n, 我們只要檢查 (At)t 的 i-th column
就是 A 的 i-th column. 然而 (At)t 的 i-th column 依定義知就是 At 的 i-th row 寫成 column
vector, 而 At 的 i-th row 依 Lemma 2.2.3 就是 A 的 i-th column. 故得證 (At)t = A.

(2)因 At+Bt 與 (A+B)t 皆為 n×m matrix, 對於 1 ≤ i ≤ m, 我們只要檢查 At+Bt 的 i-th
column 就是 (A+B)t 的 i-th column. 依定義 At +Bt 的 i-th column 就是 At 和 Bt 的 i-th
column 之和. 依 transpose 定義知它就是 A 和 B 的 i-th row 之和. 另一方面, (A+B)t 的

i-th column 就是 A+B 的 i-th row, 也就是 A 和 B 的 i-th row 之和. 得證 (A+B)t = At +Bt.

(3) 由於 (AC)t 的 column 是由 AC 的 row 所決定, 而我們尚未討論 A 和 C 相乘 row
之間的關係, 所以這裡我們利用 entry 相同來證明相等. 我們將這些矩陣分別用 A = [ai j],
At = [a′ji], C = [csk], Ct = [c′ks] 表示. 對於 1 ≤ t ≤ l, 1 ≤ i ≤ m, (AC)t 的 (k, i)-th entry 為 AC

的 (i,k)-th entry, 由式子 (2.13) 知應為

ai1c1k +ai2c2k + · · ·+aincnk.

另一方面, CtAt 的 (k, i)-th entry 為

c′k1a′1i + c′k2a′2i · · ·+ c′kna′ni.

利用 Lemma 2.2.3 知此即為
c1kai1 + c2kai2 · · ·+ cnkain.

故得證 (AC)t =CtAt. □

Question 2.7. 假設 A 為 m×n matrix, r ∈ R. 試證明 (rA)t = rAt.

一個 n×n square matrix, 若滿足 At = A, 我們稱 A 為 symmetric matrix. 上一節介紹過
的 diagonal matrix 就是 symmetric matrix. 以後我們會學到 symmetric matrix 的重要性
質, 現在我們先看和 symmetric matrix 有關的幾個簡單情形.

Corollary 2.2.5. 假設 A 為 n×n square matrix, B 為 m×n matrix. 以下皆為 symmetric
matrix.

A+At, BBt, BtB.

Proof. 由 Proposition 2.2.4,我們有 (A+At)t = At+(At)t = At+A,故知 A+At 為 symmetric
matrix. 另一方面, (BBt)t = (Bt)tBt = BBt, 故得 BBt 為 symmetric matrix. 同理可得 BtB 亦

為 symmetric matrix. □



30 2. Matrix

利用 Proposition 2.2.4, 我們可以從 row 的角度處理矩陣的乘法. 首先我們看一個 1×m

matrix 乘上一個 m×n matrix 的情形. 假設 A ∈ M1×m,B ∈ Mm×n, 令

A =
[
a1 a2 · · · am

]
,B =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... · · ·
...

bm1 bm2 · · · bmn

 .
則由 (AB)t = BtAt, 以及矩陣右邊乘 column vector 的定義得

(AB)t =


b11 b21 · · · bm1
b12 b22 · · · bm2
...

... · · ·
...

b1n b2n · · · bmn




a1
a2
...

am

= a1


b11
b12
...

b1n

+a2


b21
b22
...

b2n

+ · · ·+am


bm1
bm2

...
bmn

 .
亦即 (AB)t = a1 (1b)t +a2 (2b)t + · · ·+am (mb)t, 這裡 (ib)t 指的是將 B 的 i-th row 取轉置 (寫
成 column 的形式). 故利用 Proposition 2.2.4 將 (AB)t 再取轉置還原得

AB = a1 (1b)+a2 (2b)+ · · ·+am (mb).

也就是說

[
a1 · · · am

]b11 · · · b1n
... · · ·

...
bm1 · · · bmn

= a1
[
b11 · · · b1n

]
+ · · ·+am

[
bm1 · · · bmn

]
(2.14)

現在我們來看一般的情形, 設 A = [ai j] 為 m×n matrix 以及 B = [b jk] 為 n× l matrix. 考
慮 (AB)t = BtAt. 依定義 BtAt 的 i-th column, 為 Bt 右邊乘上 At 的 i-th column. 然而 At 的

i-th column, 為 A 的 i-th row 取轉置, 即 (ia)t. 也就是說 (AB)t 的 i-th column 為 Bt(ia)t. 利
用 Proposition 2.2.4 再取轉置還原得, AB 的 i-th row 為

(Bt(ia)t)t = ((ia)t)t(Bt)t =i aB.

換言之, 我們有以下的圖示

AB =


— 1a —
— 2a —

...
— ma —

B =


— 1aB —
— 2aB —

...
— maB —

 . (2.15)

結合式子 (2.14), 我們有以下之結果.

Proposition 2.2.6. 設 A = [ai j] 為 m× n matrix 以及 B = [b jk] 為 n× l matrix, 則對於
1 ≤ i ≤ m, AB 的 i-th row 為

iaB =
[
ai1 · · · ain

]b11 · · · b1 l
... · · ·

...
bn1 · · · bnl

= ai1
[
b11 · · · b1 l

]
+ · · ·+ain

[
bn1 · · · bnl

]
.
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2.3. Elementary Matrix

前面提過, 我們將聯立方乘式用矩陣 Ax = b 來表示, 是想利用矩陣的乘法來處理聯立方程
式. 事實上 elementary row operation 已可以看成是矩陣的乘法運算. 首先考慮 n×n 的單

位矩陣 In (即 In 的對角線位置皆為 1, 其他位置為 0). 若用 i-th row 和 j-th row 交換的
type 1 elementary row operation 將 In 轉換成矩陣 E1, 可得

E1 =



1
. . .

0 1
. . .

1 0
. . .

1


. (2.16)

同樣的若使用 type 2 elementary row operation 將 In 的 i-th row 乘上非零實數 r 轉換成矩

陣 E2, 可得

E2 =



1
. . .

1
r

1
. . .

1


. (2.17)

最後若使用 type 3 elementary row operation 將 In 的 i-th row 乘上實數 r 加到 Im 的 j-th
row 所得的矩陣為 E3, 可得

E3 =



1
. . .

1
. . .

r 1
. . .

1


. (2.18)

這樣的矩陣我們稱之為 elementary matrix. 而我們分別稱 E1,E2,E3 為 type 1, type 2 以及
type 3 的 elementary matrix.

我們知道矩陣 A左邊乘上另一矩陣 E, 可以視為 E 的 row對矩陣 A的作用. 設 A = [ai j]

為 m×n matrix. 首先觀察 identity matrix Im 對 A 的作用. 由於 Im 的 i-th row 為[
0 · · · 1 · · · 0

]
î

即 i-th entry 為 1, 其他 entry 皆為 0. 所以依 Proposition 2.2.6, ImA 的 i-th row 為[
0 · · · 1 · · · 0

]
A = 0 1a+ · · ·+1 ia+ · · ·+0 ma = ia,
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(就是將 1 乘上 A 的 i-th row, 而將 0 乘上 A 的其他 row 再加起來, 故為 A 的 i-th row.) 換
言之, 將 Im 乘在 A 的左邊, 會將 A 的每一個 row 都固定不變, 所以知 ImA = A. 現若 j ̸= i

且 E 為將 Im 的 i-th row 改為 j-th entry 為 1 其他 entry 為 0, 而 i-th row 以外的其他 row
不變. 從上面的看法知 EA 的 i-th row 會是 A 的 j-th row, 也就是說 EA 會是將 A 的 i-th
row 換成 A 的 j-th row, 而其他的 row 不動的矩陣.

現若用 i-th row 和 j-th row 交換的 type 1 elementary row operation 將 Im 轉換成矩陣

E, 則利用前述的說法, EA 的 i-th row 是 A 的 j-th row, 而 EA 的 j-th row 是 A 的 i-th row,
而其他的 row 都不變. 換言之, EA 就是將 A 利用 i-th row 和 j-th row 交換這樣的 type 1
elementary row operation 變換所得的矩陣.

同樣的若將 Im 的 i-th row 乘上非零實數 r 所得的 type 2 elementary matrix 為 E, 則很
容易看出 EA 的 i-th row 就是將 A 的 i-th row 乘上 r, 而其餘的 row 不變. 也就是說, EA

就是將 A 的 i-th row 乘上非零實數 r 這樣的 type 2 elementary row operation 變換所得的
矩陣.

最後若將 Im 的 i-th row 乘上實數 r 加到 Im 的 j-th row 所得的 type 3 elementary
matrix 為 E, 則因 E 的 j-th row 的 i-th entry 為 r, j-th entry 為 1. 故由 Proposition 2.2.6,
EA 的 j-th row 就是將 r 乘上 A 的 i-th row 後再加上 A 的 j-th row, 而其他的 row 都不變.
換言之, EA 就是將 A 的 i-th row 乘上實數 r 加到 A 的 j-th row 這樣的 type 3 elementary
row operation 變換所得的矩陣.

從上面的說明我們知道, 對一個 m×n matrix 做一個 elementary row operation, 事實上
就是將此矩陣左邊乘上相對應的 elementary matrix. (2.16), (2.17), (2.18) 就是 elementary
matrix 的三種形式.

當我們對一個 m× n matrix A, 進行多次的 elementary row operations, 就是將 A 左邊

逐次的乘上相對應的 elementary matrix. 比方說做兩次 elementary row operations, 就是
將 A 的左邊乘上第一次 elementary row operation 所對應的 elementary matrix E1. 做第二
次時就是將 E1A 左邊再乘上第二次 elementary row operation 所對應的 elementary matrix
E2. 故所得的矩陣 E2(E1A) 就是將 A 做這兩次 elementary row operations 所得的矩陣. 又
由於矩陣乘法的結合律, 我們又可以將 E2(E1A) 寫成 (E2E1)A. 同理, 對一個矩陣 A 進行

一連串的 elementary row operations, 就是將 A 左邊乘上一個矩陣, 而這個矩陣就是這一
連串 elementary row operations 所對應的 elementary matrices 的乘積. 不過要注意, 這些
elementary matrices 乘在一起的順序很重要, 因為 elementary matrices 之間的乘法不一定
可以交換.

Question 2.8. 試找出那些同階的 elementary matrices 其相乘是不可以交換的.

Example 2.3.1. 考慮 Example 1.1.1 的情形. A 是 3×4 matrix 且 B 是將 A 的第一個 row
和第二個 row 交換所得. 考慮將 I3 的第一個 row 和第二個 row 交換所得的 elementary
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matrix

E1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .
可得

E1A =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

1 2 3 4
2 1 −1 3
4 0 1 2

=

2 1 −1 3
1 2 3 4
4 0 1 2

= B.

同樣的 C 是由 B 的第二個 row 乘上 2 所得, 所以我們考慮將 I3 的第二個 row 乘上 2 所得

的 elementary matrix

E2 =

1 0 0
0 2 0
0 0 1

 .
可得

E2B =

1 0 0
0 2 0
0 0 1

2 1 −1 3
1 2 3 4
4 0 1 2

=

2 1 −1 3
2 4 6 8
4 0 1 2

=C.

最後 D 是將 C 的第三個 row 乘上 −3 加到第一個 row, 所以我們考慮將 I3 的第三個 row
乘上 −3 加到第一個 row 所得的 elementary matrix

E3 =

1 0 −3
0 1 0
0 0 1

 .
可得

E3C =

1 0 −3
0 1 0
0 0 1

2 1 −1 3
2 4 6 8
4 0 1 2

=

−10 1 −4 −3
2 4 6 8
4 0 1 2

= D.

上面所提這種將一個矩陣做 elementary row operation 可視為將此矩陣左邊乘上其對應
的 elementary matrix 的看法, 將來對我們探討矩陣的性質是很有幫助的. 這種看法的互換,
也時能讓我們得到有趣的結果. 例如前面提過一個矩陣經由一個 elementary row operation
轉變成另一個矩陣後, 我們可以再用相同 type 的 elementary row operation 將其轉換回原
來的矩陣. 這個事實用 elementary matrices 的角度來看, 可以有以下的看法:

(1) 設 E1 是將 Im 的 i-th row 和 j-th row 互換的 type 1 elementary matrix. 我們
將 E1 的 i-th row 和 j-th row 再互換就可轉換回 identity matrix Im. 所以我們有
E1E1 = Im.

(2) 設 E2 是將 Im 的 i-th row 乘上非零實數 r 的 type 2 elementary matrix. 我們將 E2

的 i-th row 乘上 r−1 就可轉換回 Im. 所以若令 E ′
2 為將 Im 的 i-th row 乘上 r−1 的

type 2 elementary matrix, 我們有 E ′
2E2 = Im. 同理可得 E2E ′

2 = Im.

(3) 設 E3 是將 Im 的 i-th row乘上實數 r加到 j-th row所得的矩陣的 type 3 elementary
matrix. 我們將 E3 的 i-th row 乘上 −r 再加到 j-th row 就可轉換回 Im. 所以若令
E ′

3 為將 Im 的 i-th row 乘上 −r 的 type 3 elementary matrix, 我們有 E ′
3E3 = Im. 同

理可得 E3E ′
3 = Im.
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我們知道當一個 m×m 的矩陣 A 若可找到矩陣 B 使得 BA = AB = Im, 則稱 A 為一個

invertible matrix (可逆矩陣), 且 B 為 A 的 inverse (反矩陣). 從上面的探討我們有以下之結
論.

Proposition 2.3.2. 假設 E 是一個 elementary matrix, 則 E 為 invertible 且 E 的 inverse
是和 E 相同 type 的 elementary matrix.

既然有所謂的 elementary row operations當然也會有 elementary column operations. 它
的概念只是將 row operation 對 row 的動作改為對 column 的動作. 我們將一個矩陣的 i-th
column 和 j-th column 對調, 這一個動作及稱為 type 1 的 elementary column operation.
若將矩陣的 i-th column 上的數皆乘上非零實數 r, 則稱 type 2 的 elementary column
operation. 至於 type 3 的 elementary column operation 就是把矩陣的 i-th column 乘上 r

後加到其 j-th column. 由於 column operations 並未用在解聯立方乘組的問題, 所以這裡
我們僅約略介紹其相關的概念, 不再像前面依樣詳述. 事實上 column operations 的概念和
row operations 是相呼應的, 大家可以用前面探討的方式檢驗.

將 identity matrix Im 做 elementary column operation 後會得到甚麼樣的矩陣呢? 結果
也會是前面提到的 elementary matrix (這也是 elementary matrix 沒有區分 row 和 column
的原因). 例如將 Im 的 i-th column 和 j-th column 互換所得的矩陣就是將 Im 的 i-th row
和 j-th row 互換的 type 1 elementary matrix. 而將 Im 的 i-th column 乘上非零實數 r 的矩

陣, 就是將 Im 的 i-th row 乘上 r 的 type 2 elementary matrix. 不過要注意, 將 Im 的 i-th
column 乘上實數 r 加到 j-column 所得的矩陣不是將 Im 的 i-th row 乘上實數 r 加到 j-th
row 所得的 elementary matrix, 而是將 Im 的 j-th row 乘上實數 r 加到 i-th row 所得的矩
陣的 type 3 elementary matrix. 這一部分請務必檢驗, 就能了解其中原因.

既然一個 elementary matrix 同時可對應到 elementary row operation 也可對應到
elementary column operation, 那要如何區分呢? 別忘了, 矩陣的乘法是沒有交換性的. 前面
我們知道, 當一個 elementary matrix E 乘在一個矩陣 A 的左邊時, 所得的矩陣 EA 會是對

A 做 E 所對應的 elementary row operation. 而若將 E 乘在矩陣 B 的右邊, 則所得的矩陣
BE 會是對 B 做 E 所對應的 elementary column operation. 為了方便起見, 我們綜合成以下
的結論.

Theorem 2.3.3. 假設 A 是一個 m×n matrix. 若 E 是對 Im 做 elementary row operation
所得的 elementary matrix, 則 EA 就會是對 A 作相對應的 elementary row operation 所得
的矩陣. 若 E ′ 是對 In 做 elementary column operation 所得的 elementary matrix, 則 AE ′

就會是對 A 作相對應的 elementary column operation 所得的矩陣.

Example 2.3.4. 考慮

E1 =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , E2 =

 10 0 0
0 1 0
0 0 1

 , E3 =

 1 0 10
0 1 0
0 0 1

 , A =

 1 2 3
−1 −2 −3
11 22 33


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E1 可視為將 I3 的 2-nd row和 3-rd row交換,也可視為將 I3 的 2-nd column和 3-rd column
交換. 事實上我們有

E1A =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 1 2 3
−1 −2 −3
11 22 33

=

 1 2 3
11 22 33
−1 −2 −3

 ,

AE1 =

 1 2 3
−1 −2 −3
11 22 33

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

=

 1 3 2
−1 −3 −2
11 33 22

 .
E2 可視為將 I3 的 1-st row 乘以 10, 也可視為將 I3 的 1-st column 乘以 10. 事實上我們有

E2A =

 10 0 0
0 1 0
0 0 1

 1 2 3
−1 −2 −3
11 22 33

=

 10 20 30
−1 −2 −3
11 22 33

 ,

AE2 =

 1 2 3
−1 −2 −3
11 22 33

 10 0 0
0 1 0
0 0 1

=

 10 2 3
−10 −2 −3
110 22 33

 .
E3 可視為將 I3 的 3-rd row 乘以 10 加到 1-st row, 也可視為將 I3 的 1-st column 乘以 10 加
到 3-rd column. 事實上我們有

E3A =

 1 0 10
0 1 0
0 0 1

 1 2 3
−1 −2 −3
11 22 33

=

 111 222 333
−1 −2 −3
11 22 33

 ,

AE1 =

 1 2 3
−1 −2 −3
11 22 33

 1 0 10
0 1 0
0 0 1

=

 1 2 13
−1 −2 −13
11 22 143

 .
這裡我們再說明一下, 當 A 是一個 m× n matrix, 因為 A 有 m 個 row, 所以乘在左邊

的 elementary matrix (對應到 elementary row operation) 必須是一個 m 階方陣. 同樣的,
因為 A 有 n 個 column, 所以乘在右邊的 elementary matrix (對應到 elementary column
operation) 必須是一個 n 階方陣.

有時我們需知道一個矩陣經由一連串的 elementary row operations, 其左邊到底是乘
上哪一個矩陣. 當然我們可以如前述將所對應的 elementary matrices 乘在一起即可, 但
這樣做其實很麻煩費時. 接下來我們來看一個很 “clever” 的方法, 可以在做 elementary
row operation 時便幫我們將這個矩陣記錄下來. 這個方法就是, 若要對一個 m× n matrix
A 做 elementary row operations, 我們先寫下一個 augmented matrix [A|Im]. 也就是一個
m× (n+m) 的增廣矩陣, 其左邊 n 個 columns (即前 n 個 columns) 為矩陣 A, 而右邊 m 個

columns (即後 m 個 column) 為 Im. 現將 A 做第一次的 elementary row operation, 假設其
對應的 elementary matrix 為 E1, 則 A 被轉換為 E1A. 現若對 [A|Im] 做相同的 elementary
row operation 的話, 所得的結果會是 E1[A|Im]. 然而此時原先 A 的部分會變成 E1A, 而 Im 的

部分經同樣的 elementary row operation, 所以 Im 這部分會是 E1Im. 因此我們知

E1[A|Im] = [E1A|E1Im] = [E1A|E1].
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也就是說, 當我們對 [A|Im] 做同樣的 elementary row operation, 所得的增廣矩陣其左
邊就是將 A 做此 elementary row operation 所得的矩陣, 而右邊就是此 elementary row
operation 所對應的 elementary matrix. 接著當我們做下一個 elementary row operation, 假
設此 elementary row operation 所對應的 elementary matrix 為 E2, 則此 elementary row
operation 對 [E1A|E1] 作用後所得的矩陣便是 E2[E1A|E1] = [E2(E1A)|E2E1]. 這樣繼續下去,
當我們對增廣矩陣 [A|Im] 進行一連串的 elementary row operations 後, 所得的矩陣 [A′|E],
其左邊 A′ 就是 A 經由這一連串的 elementary row operations 作用後所得的矩陣, 而右邊的
E 就是這些 elementary row operations 所對應的 elementary matrices 依序從右到左相乘所
得的結果, 因此 EA = A′. 我們有以下的結論.

Lemma 2.3.5. 假設 A 為 m×n matrix. 若將 A 經由一連串的 elementary row operations
轉換成 A′, 則存在一個 m×m matrix E 使得 EA = A′, 其中 E 為這一連串 elementary row
operations 所對應的 elementary matrix 由右而左依序相乘的乘積. 事實上若將 augmented
matrix [A|Im] 經由同樣的 elementary row operations 作用後, 所得的 augmented matrix 就
是 [A′|E].

Example 2.3.6. 將矩陣

A =

 2 −4 4 −6
1 −2 1 −1
4 −8 4 −4


化為 reduced echelon form, 並找到 elementary matrices 的乘積 E 使得 EA 為此 reduced
echelon form.

首先寫下 augmented matrix

[A|I3] =

 2 −4 4 −6 1 0 0
1 −2 1 −1 0 1 0
4 −8 4 −4 0 0 1


並將此 augmented matrix 的 1-st 和 2-nd row 交換, 得 1 −2 1 −1 0 1 0

2 −4 4 −6 1 0 0
4 −8 4 −4 0 0 1


接著我們將 augmented matrix 的 1-st row 乘上 −2 加到 2-nd row 上, 得 1 −2 1 −1 0 1 0

0 0 2 −4 1 −2 0
4 −8 4 −4 0 0 1

 .
然後將 augmented matrix 的 1-st row 乘上 −4 加到 3-rd row 得 1 −2 1 −1 0 1 0

0 0 2 −4 1 −2 0
0 0 0 0 0 −4 1

 .
繼續將 augmented matrix 的 2-nd row 乘上 1/2 得 1 −2 1 −1 0 1 0

0 0 1 −2 1
2 −1 0

0 0 0 0 0 −4 1

 .
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最後將 augmented matrix 的 2-nd row 乘上 −1 加到 1-st row 得 1 −2 0 1 −1
2 2 0

0 0 1 −2 1
2 −1 0

0 0 0 0 0 −4 1

 .
令最後所得的 augmented matrix 為 [A′|E], 我們檢查是否 A 的 reduced echelon form A′ 就

是 EA. 事實上, 我們確有

EA =

 − 1
2 2 0

1
2 −1 0
0 −4 1

 2 −4 4 −6
1 −2 1 −1
4 −8 4 −4

=

 1 −2 0 1
0 0 1 −2
0 0 0 0

 .
另外我們想確認 E 確為這五個 elementary row operations所對應的 elementary matrices的
乘積. 因為 A 為 3×4 matrix, 所以第一個 elementary row operation 所對應的 elementary
matrix E1 就是將 3×3的 identity matrix I3 的 1-st和 2-nd row交換, 而第二個 elementary
matrix E2 為將 I3 的 1-st row 乘上 −2 加到 2-nd row 上. 第三個 elementary matrix E3 為

將 I3 的 1-st row乘上 −4加到 3-rd row上. 接下來的 elementary matrix E4 為將 I3 的 2-nd
row乘上 1/2, 而最後一個 elementary matrix E5 為將 I3 的 2-nd row乘上 −1加到 1-st row
上. 也就是說, 我們有

E1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , E2 =

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1

 , E3 =

 1 0 0
0 1 0
−4 0 1

 ,

E4 =

 1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

 , E5 =

 1 −1 0
0 1 0
0 0 1


將這五個 elementary matrices 由右而左依序相乘, 確實得

E5E4E3E2E1 =

 − 1
2 2 0

1
2 −1 0
0 −4 1

= E.

Question 2.9. 假設 A 為 m×n matrix. 若要記錄對 A 所做的 column operations 所對應
的 elementary matrices 的乘積，增廣矩陣應如何擺放？

2.4. Matrix 和 System of Linear Equations 的連結

我們曾經利用 elementary row operations 將增廣矩陣化為 echelon form 來探討其所對應的
聯立方程組何時有解以及解是否唯一的問題. 現在我們又知道解一次聯立方程組的問題可
以看成矩陣乘法的問題, 這一節中我們就是要用這個觀點進一步探討聯立方程組何時有解以
及解是否唯一.

首先由於我們都要用矩陣的乘法來探討, 為了方便起見對於 Rn 中的向量, 除非特別聲明
為 row vector, 我們將一律用 column vector 來表示. 也就是說將它視為一個 n×1 matrix.
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另外回顧, 給定一次聯立方程組
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

我們令

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 , x =


x1
x2
...

xn

 , b =


b1
b2
...

bm

 ,
然後將上面的聯立方程組用 Ax = b 來表示. 現若 x1 = c1,x2 = c2, . . . ,xn = cn, 為此聯立方程
組的一組解, 我們便會用

c =


c1
c2
...

cn

 ,
來表示這一組解, 而說 x = c ∈ Rn 為 Ax = b 的一組解. 依矩陣乘法定義這等同於說 A 這一

個 m×n matrix 乘以 c 這一個 n×1 matrix 會等於 b 這一個 m×1 matrix, 即 Ac = b.

2.4.1. 解的存在性. 我們再一次探討怎樣的 m×n matrix A 會滿足對任意的 b ∈ Rm, 聯立
方程組 Ax = b 皆有解.

首先假設 b ∈ Rm 且 Ax = b 有解. 令 c =

c1
...

cn

 為一解, 此即表示 Ac = b. 利用矩陣乘法

定義得

c1a1 + · · ·+ cnan = b,

其中 a1, . . . ,an 為 A 的 column vectors. 換句話說, b 可以寫成 A 的 column vectors 的
linear combination (線性組合). 用符號來表示就是 b ∈ Span(a1, . . . ,an). 反之, 若 b ∈
Span(a1, . . . ,an), 表示存在 c1, . . . ,cn ∈ R 使得 b = c1a1 + · · ·+ cnan. 故得 x1 = c1, . . . ,xn = cn

為 Ax = b 的一組解. 我們證得了以下的性質.

Lemma 2.4.1. 假設 A ∈ Mm×n 且 b ∈Rm. 則 Ax = b 有解若且唯若 b ∈ Span(a1, . . . ,an), 其
中 a1, . . . ,an 為 A 的 column vectors.

我們有興趣於知道怎樣的 m×n matrix A 會使得對任意的 b ∈ Rm, 聯立方程組 Ax = b
皆有解. 我們利用過去學過的幾種不同觀點, 發現有許多和它等價的條件. 首先觀察由於
A 的 column vectors 皆在 Rm 中, 所以自然有 Span(a1, . . . ,an) ⊆ Rm. 然而由 Lemma 2.4.1
知, 若對於任意 b ∈Rm 皆會使得 Ax = b 有解, 表示對任意 b ∈Rm 皆有 b ∈ Span(a1, . . . ,an).
故知此時 Span(a1, . . . ,an) = Rm. 反之, 若 Span(a1, . . . ,an) = Rm, 表示對任意 b ∈ Rm 皆有

b ∈ Span(a1, . . . ,an). 同樣由 Lemma 2.4.1 知此即對於任意 b ∈ Rm 皆會使得 Ax = b 有解.
因此從這觀點來看, 對任意的 b ∈Rm, 聯立方程組 Ax = b 皆有解和 Span(a1, . . . ,an) =Rm 是

等價的.
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另外我們可以考慮聯立方程組 Ax = ei, 其中 e1, . . . ,em ∈Rm 為 Rm 的 standard basis. 若
已知對任意的 b ∈ Rm, 聯立方程組 Ax = b 皆有解, 則對所有的 i = 1, . . . ,m, 我們都可找到
ci ∈ Rn 使得 x = ci 為聯立方程組 Ax = ei 的一組解. 也就是說對所有的 i = 1, . . . ,m 皆有

Aci = ei. 現考慮 n×m matrix C, 其 i-th column 就是 ci. 此時依矩陣乘法的定義我們有

AC = A


∣∣ ∣∣ ∣∣

c1 c2 · · · cm∣∣ ∣∣ ∣∣
=


∣∣ ∣∣ ∣∣

Ac1 Ac2 · · · Acm∣∣ ∣∣ ∣∣
=


∣∣ ∣∣ ∣∣

e1 e2 · · · em∣∣ ∣∣ ∣∣
= Im.

也就是說, 此時必存在 n×m matrix C 使得 AC = Im. 反之, 若 C 為 n×m matrix 滿足
AC = Im, 則對任意 b ∈ Rm, 我們考慮 c =Cb ∈ Rn, 皆會有

Ac = A(Cb) = (AC)b = Imb = b.

也就是說此時對任意 b ∈Rm, 我們都可以找到 c =Cb ∈Rn, 使得 x = c是聯立方程組 Ax = b
的一組解. 因此從這觀點來看, 對任意的 b ∈ Rm, 聯立方程組 Ax = b 皆有解和存在 n×m

matrix C 使得 AC = Im 是等價的.

我們曾探討過, 若 A 經由 elementary row operations 化為 echelon form 後, 其 pivot 的
個數恰等於 A 的 row 的個數 m, 表示 A 的 echelon form 沒有一個 row 全為 0, 故由 1.2 節
的討論 (即 Case (1)) 知此時任意的 b ∈ Rm, 聯立方程組 Ax = b 皆有解. 反之, 如果 pivot
的個數不等於 m, 表示 A 的 echelon form A′ 中最後一個 row 必全為 0. 此時我們一定可以
找到 b ∈ Rm 使得增廣矩陣 [A|b] 化為 echelon form [A′|b′] 後, b′ 最後一個 entry 不為 0 (即
Case 2(a)). 此時 Ax = b 會無解. 因此從這觀點來看, 對任意的 b ∈ Rm, 聯立方程組 Ax = b
皆有解和 A 的 echelon form 的 pivot 的個數為 m (即 rank(A) = m) 是等價的.

綜合上面這幾種看法, 我們證得了以下這個非常重要的定理.

Theorem 2.4.2. 假設 A ∈ Mm×n, 令 a1, . . . ,an ∈Rm 為 A 的 column vectors. 以下各敘述是
等價的.

(1) 對任意的 b ∈ Rm, 聯立方程組 Ax = b 皆有解.

(2) Span(a1, . . . ,an) = Rm.

(3) rank(A) = m.

(4) 存在 n×m matrix C 使得 AC = Im.

特別提醒一下, Theorem 2.4.2, 指的是對所有 b ∈Rm, 聯立方程組 Ax = b皆有解的情況.
所以若僅知單一的 b 使得聯立方程組 Ax = b 有解, Theorem 2.4.2 並不適用 (不過 Lemma
2.4.1 是適用的).

我們曾提及, 當 A ∈ Mm×n, 將 A 化為 echelon form 後其 pivot 的個數不可能多於 row 和
column 的個數. 也就是說 pivot 的個數應小於等於 min{m,n} (此指的是 m,n 中最小的那一

個). 所以若 pivot 的個數為 m, 則表示 n ≥ m. 換言之, 若 n < m, 我們便知 pivot 的個數不
可能等於 m, 所以 Theorem 2.4.2 中的情況不可能發生. 我們有以下的結論.
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Corollary 2.4.3. 假設 A ∈ Mm×n, 其中 n < m, 則必存在 b ∈ Rm 使得聯立方程組 Ax = b
無解. 而且此時, 不會存在 n×m matrix C 使得 AC = Im.

Proof. 由前所述, 當 n < m 時 A 化為 echelon form 後, 其 pivot 的個數不可能為 m, 亦即
rank(A) < m. 故由 Theorem 2.4.2 知不可能對任意的 b ∈ Rm, 聯立方程組 Ax = b 皆有解.
亦即存在 b ∈ Rm 使得聯立方程組 Ax = b 無解. 同理, 由 Theorem 2.4.2 知不會存在 n×m

matrix C 使得 AC = Im. □

Question 2.10. 假設 A ∈ Mm×n, 其中 m < n. 是否存在 n×m matrix C 使得 CA = In?

前面提過 Theorem 2.4.2 是個很重要的定理, 它可以告訴我們一些解聯立方程組的訊息.
例如 Corollary 2.4.3 就是告訴我們當方程式的個數多於未知數的個數時, 會存在 b ∈ Rm 使

得聯立方程組 Ax = b 無解.

2.4.2. 解的唯一性. 所謂聯立方程組解的唯一性, 指的是假設聯立方程組有解時, 探討其解
是否唯一. 所以唯一性並不涉及解是否存在的問題.

給定 A ∈ Mm×n 以及 b ∈ Rm. 如果 Ax = b 有解, 則 Ax = b 的解和 Ax = 0 的解 (這裡 0
是 Rm 的零向量) 息息相關, 我們有以下之定理.

Lemma 2.4.4. 給定 A ∈ Mm×n 以及 b ∈ Rm 且假設 x = c ∈ Rn 是聯立方程組 Ax = b 的一
組解. 則

(1) 若 x = c′ ∈ Rn 是 Ax = b 的一組解, 則 x = c′− c 為 Ax = 0 的一組解.

(2) 若 x = u ∈ Rn 為 Ax = 0 的一組解, 則 x = c+u 是 Ax = b 的一組解.

Proof. (1) 假設 x = c′ ∈ Rn 是 Ax = b 的一組解, 意即 Ac′ = b. 由已知 Ac = b 得

A(c′− c) = Ac′−Ac = b−b = 0.

因此 x = c′− c 會是 Ax = 0 的一組解.

(2) 若 x = u ∈ Rn 為 Ax = 0 的一組解, 則

A(c+u) = Ac+Au = b+0 = b.

得證 x = c+u 為聯立方程組 Ax = b 的一組解. □

Lemma 2.4.4 告訴我們若已知 x = c 為 Ax = b 的一組解, 且知道 Ax = 0 所有的解, 就
能利用 c 以及 Ax = 0 所有的解得到 Ax = b 所有的解. 所以了解 Ax = 0 所有的解是很
重要的課題 (以後我們會深入探討). 回顧一下 Ax = 0 這樣的 linear system, 我們稱之為
homogeneous linear system. Homogeneous linear system 一定有解, 事實上當 A ∈ Mm×n 時,
x1 = 0, . . . ,xn = 0 就是 Ax = 0 的一組解. 這組解 x = 0 ∈ Rn 因為不需任何計算就能得到, 我
們稱之為 Ax = 0 的 trivial solution. 注意 trivial solution x = 0 這裡的 0 是 Rn 的零向量,
而 Ax = 0 這裡的 0 是 Rm 的零向量, 所以雖然我們用同樣的符號表示, 但當 n ̸= m 時它們

是不同的, 大家需區分清楚. 當一個 homogeneous linear system Ax = 0 除了 trivial solution
外還有其他的 solution (即解不唯一), 我們稱這些不為 0 的 solution 為 nontrivial solution.
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從 Lemma 2.4.4 我們知, 若 Ax = 0 沒有 nontrivial solution (即解唯一), 則對於 b ∈ Rm,
若 Ax = b 有解, 其解必唯一. 由這觀點, 我們可以得到以下關於聯立方程組解的唯一性的重
要定理.

Theorem 2.4.5. 假設 A ∈ Mm×n. 以下各敘述是等價的.

(1) 若 b ∈ Rm 且聯立方程組 Ax = b 有解, 則解唯一.

(2) Homogeneous system Ax = 0 沒有 nontrivial solution.

(3) rank(A) = n.

(4) 存在 n×m matrix B 使得 BA = In.

Proof. (1)⇒ (2): 利用反證法, 假設 x = u 為 Ax = 0 的一組 nontrivial solution 而 x = c 為
Ax = b 的一組解, 則由 Lemma 2.4.4 知 x = c+u ̸= c 會是 Ax = b 的另一組解. 此與 Ax = b
的解唯一相矛盾, 故知 Ax = 0 沒有 nontrivial solution.

(2) ⇒ (3): Ax = 0 沒有 nontrivial solution, 表示 A 化成 echelon form 後沒有 free
variables. 也就是說所有的 variables 皆為 pivot variables. 因此 pivot 的個數就是未知數的
個數 n, 故得 rank(A) = n.

(3)⇒ (4): 假設 rank(A) = n, 即 A 化為 echelon form 後, 其 pivot 的個數為 n. 考慮將
A 化為 reduced echelon form A′. 此時 A′ 由於有 n 個 pivot, 所以每一個 pivot 必分別在 A′

前面 n 個 row 上. 而又 A′ 為 m×n matrix, 有 n 個 column. 所以 A′ 每一個 pivot 必落在
(i, i)-th entry, 其中 1 ≤ i ≤ n. 又因為 A′ 為 reduced echelon form, 此 n 個 pivots 的值皆為
1. 然而 reduced echelon form 每一個 pivot 所在的 column, 除了 pivot 所在位置外, 其他位
置應為 0, 所以我們知 A′ 必為以下的 matrix A′ =

[
In
0

]
, 即 A′ 的前 n 個 row 就是 In. 由

Lemma 2.3.5, 我們知存在 m×m matrix E 使得 EA = A′. 現若令 E 的 i-th row 為 iε, 由
row 的觀點看矩陣乘法 (參見圖示 (2.15)), 我們有

EA =


— 1ε —

...
— nε —

...
— mε —

A =


— 1ε A —

...
— nε A —

...
— mε A —

=



1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

0


.

現若令 B 為 n×m matrix, 對於 i = 1, . . . ,n, 其 i-th row 為 iε (即 B 為截取 E 的前 n 個 row
的 n×m matrix), 則由前述的矩陣乘法性質知

BA =

 — 1ε —
...

— nε —

A =

 — 1ε A —
...

— nε A —

=


1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

= In.

(4)⇒ (1): 我們利用反證法假設 c ̸= c′ ∈ Rn 且 x = c,x = c′ 皆為 Ax = b 的一組解. 亦
即, Ac = b 且 Ac′ = b. 現已知存在 B ∈ Mn×m 使得 BA = In, 故得 Bb = B(Ac) = (BA)c = c 且
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Bb = B(Ac′) = (BA)c′ = c′. 此結果 c = Bb = c′ 與當初假設 c ̸= c′ 相矛盾, 故得證若 Ax = b
有解, 則解必唯一. □

再次提醒, Theorem 2.4.5, 並不能知道聯立方程組 Ax = b 是否有解. 它告訴我們若已知
Ax = 0 有 nontrivial solution, 則 Ax = b 要不然無解, 要不然會有無窮多解.

Question 2.11. 假設 A ∈ Mm×n, b,b′ ∈ Rm. 若已知 Ax = b, Ax = b′ 皆有解, 且 Ax = b 的
解唯一. 是否 Ax = b′ 的也會唯一?

前面已提過, 當 A ∈ Mm×n, 將 A 化為 echelon form 後其 pivot 的個數應小於等於
min{m,n}. 所以若 pivot 的個數為 n, 則表示 m ≥ n. 換言之, 若 m < n, 我們便知 pivot 的個
數不可能等於 n, 所以 Theorem 2.4.5 中的情況不可能發生. 我們有以下的結論.

Corollary 2.4.6. 假設 A ∈ Mm×n, 其中 m < n. 若 b ∈Rm 且聯立方程組 Ax = b 有解, 則解
不唯一 (即必有兩個以上的解). 而且此時, 不會存在 n×m matrix B 使得 BA = In.

Proof. 由前所述, 當 m < n 時 A 化為 echelon form 後, 其 pivot 的個數不可能為 n. 故由
Theorem 2.4.5 知 homogeneous linear system Ax = 0 有 nontrivial solution. 亦即在 Rn 存

在非零向量 c 使得 x = c 為 Ax = 0 之一組解. 所以 Lemma 2.4.4 告訴我們, 若 Ax = b 有解,
則解不唯一.

另一方面 Theorem 2.4.5 也告訴我們若 pivot 的個數不是 n, 則不會存在 n×m matrix B

使得 BA = In. □

Theorem 2.4.5 也和 Theorem 2.4.2 一樣是很重要的定理, 它可以告訴我們一些解聯立
方程組的訊息. 例如 Corollary 2.4.6 就是告訴我們當方程式的個數少於未知數的個數時, 聯
立方程組 Ax = b 不可能有唯一解.

2.5. Invertible Matrix

所謂 invertible matrix 就是 “可逆矩陣”. 我們會發現只有 square matrix 才有可能是
invertible matrix, 但並不是所有的 square matrix 都是 invertible matrix. 這一節中我們會
探討有關 invertible matrix 的相關性質, 並介紹判斷一個方陣是否為 invertible 且找出其反
矩陣的方法.

當初我們將聯立方程組用矩陣乘法的方式 Ax = b 來表示, 其中有一個很大的目的就是
希望將解聯立方程式的問題此簡化成類似實數上解 ax = b 的情形. 在實數情況, 當 a ≠ 0

時, ax = b 的解就是很簡單的 x = ba−1. 但在矩陣的情形, 我們沒有除法, 所以只能借助乘法
來幫忙. 由於實數中 a−1 有 a−1a = aa−1 = 1 的性質, 所以推廣這個概念至矩陣, 我們便希望
找到矩陣 B 滿足 BA 以及 AB 為 identity. 不過當 A ∈ Mm×n 且 m ̸= n 時, 由 Corollary 2.4.3
以及 Corollary 2.4.6, 我們知道不可能存在 B 同時滿足 BA 和 AB 皆為 identity matrix (因
為 rank(A) 不可能同時為 m 和 n). 所以我們僅對 m = n, 即 A 為 square matrix 時有以下的
定義.
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Definition 2.5.1. 假設 A∈Mn×n為 n階 square matrix,若存在 B∈Mn×n使得 AB=BA= In,
則稱 A 為 invertible. 反之, 我們稱 A 為 non-invertible

再一次強調當 A 不是方陣時, 我們知 A 絕對不是 invertible. 因此當我們不知矩陣 A

的階數時, 絕對不能用存在 B 滿足 BA 為 identity 來說 A 為 invertible, 必須檢查另一邊
AB 亦為 identity 才可. 不過當 A 為 n× n square matrix, 確實檢查單邊就可以確定 A 為

invertible. 我們有以下的性質.

Theorem 2.5.2. 假設 A ∈ Mn×n 為 n 階 square matrix. 則下列是等價的.

(1) A 為 invertible matrix.

(2) 存在 B ∈ Mn×n 使得 BA = In.

(3) rank(A) = n.

(4) 存在 C ∈ Mn×n 使得 AC = In.

Proof. 依 A 為 invertible 的定義, 我們知若 A 為 invertible, 則存在 B ∈ Mn×n 使得 BA = In.
故 (1)⇒ (2).

由 A 為 n×n matrix 以及 Theorem 2.4.5 知存在 B ∈ Mn×n 使得 BA = In 若且唯若 A 化

為 echelon form 後 pivot 的個數為 n. 故 (2)⇔ (3).

同理, 由 A 為 n×n matrix 以及 Theorem 2.4.2 知存在 C ∈ Mn×n 使得 AC = In 若且唯若

A 化為 echelon form 後 pivot 的個數為 n. 故 (3)⇔ (4).

最後, 由 A 化為 echelon form 後 pivot 的個數為 n 知存在 B,C ∈ Mn×n 使得 BA = In 以

及 AC = In. 若能證得 C = B, 則由 BA = AB = In 得證 A 為 invertible. 然而由 BA = In, 得
(BA)C = InC =C. 又由 (BA)C = B(AC) = BIn = B,得證 B =C. 故 (3)⇒ (1). 得證本定理. □

當一個 n× n matrix 的 rank 為 n 時, 有的書為了強調這個 rank 和階數相等的特殊情
況, 特別稱之為 nonsingular matrix. 所以由 Theorem 2.5.2 我們知 invertible matrix 就是
nonsingular matrix. 反之, non-invertible matrix 就是 singular matrix. 不過為了讓大家不
被這麼多名詞弄混. 以後我們一律採用 invertible 和 non-invertible 這樣的說法, 而不用
nonsingular 和 singular 這樣的說法.

由 Theorem 2.5.2的證明我們知若 A ∈ Mn×n 且存在 B,C ∈ Mn×n 使得 BA = In 且 AC = In,
則 B =C. 我們自然會問有沒有可能存在不同的 B,B′ ∈ Mn×n 皆滿足 BA = In 以及 B′A = In.
下一個定理告訴我們這樣的方陣其實是唯一的.

Corollary 2.5.3. 假設 A ∈ Mn×n 且 B,B′ ∈ Mn×n 滿足 BA = In 以及 B′A = In. 則 B = B′.

Proof. 由 Theorem 2.5.2 我們知 A 為 invertible 且由其證明知 BA = AB = In 以及 B′A =

AB′ = In. 故
B = InB = (B′A)B = B′(AB) = B′In = B′.

□
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由 Corollary 2.5.3, 我們知道若 A 為 n× n invertible matrix, 則僅會存在唯一的一個
n×n matrix B 滿足 BA = AB = In. 它和 A 的關係如同在實數上非零實數的乘法的 inverse
(乘法反元素), 所以我們給以下的定義.

Definition 2.5.4. 假設 A ∈ Mn×n 為 invertible matrix. 我們稱唯一滿足 BA = AB = In 的

n×n matrix B 為 A 的 inverse (反矩陣), 且用 A−1 表示.

給定一 n×n invertible matrix A 由於其反矩陣是唯一的, 所以若要確定 B = A−1 我們僅

要檢查是否 BA = In 或 AB = In 即可. 我們有以下之性質

Proposition 2.5.5. 假設 A,B ∈ Mn×n. 我們有以下之性質

(1) 若 A 為 invertible, 則 A−1 亦為 invertible 且

(A−1)−1 = A.

(2) A 為 invertible 若且唯若 At 為 invertible 且此時

(At)−1 = (A−1)t.

(3) A,B 皆為 invertible 若且唯若 AB 為 invertible. 且此時

(AB)−1 = B−1A−1.

Proof. 由 Theorem 2.5.2, 我們要說一個 n×n matrix 為 invertible, 只要找到 B ∈ Mn×n 使

得 BA = In 或 AB = In 且此時由唯一性 (Corollary 2.5.3) 知 B = A−1.

(1) 依定義 A−1 亦為 n×n matrix 故 Theorem 2.5.2 適用. 利用 A−1A = In, 得知 A−1 亦

為 invertible 且 (A−1)−1 = A.

(2) 依定義 At 亦為 n×n matrix 故 Theorem 2.5.2 適用. 由 A−1A = In 利用 Proposition
2.2.4 得

In = (A−1A)t = At(A−1)t

故知 At 為 invertible 且 (At)−1 = (A−1)t. 反之若 At 為 invertible, 由前知 (At)t 為 invertible,
故由利用 Proposition 2.2.4 (At)t = A 得證 A 為 invertible.

(3) 依定義 AB 為 n×n matrix 故 Theorem 2.5.2 適用. 現若 A,B 皆為 invertible, 則由

(AB)B−1A−1 = A(BB−1)A−1 = AInA−1 = AA−1 = In,

得證 AB 為 invertible 且 (AB)−1 = B−1A−1. 反之, 若 AB 為 invertible, 且令 C = (AB)−1. 此
時由 (AB)C = In 得 A(BC) = In, 故由假設 A 為 n×n matrix 以及 Theorem 2.5.2 得證 A 為

invertible. 同理, 由 C(AB) = In, 得 (CA)B = In, 得證 B 為 invertible. □

要注意 Proposition 2.5.5 (3)中由 AB invertible推得 A,B皆為 invertible是需要用到 A,B

皆為 n×n matrix. 否則當 m ̸= n時,在 Theorem 2.4.2中我們知道有可能 A∈Mm×n,C ∈Mn×m

滿足 AC = Im. 此時 Im 為 invertible, 但 A,C 皆為 non-invertible. 同樣的, 當 A,B 為方陣時,
因為由 AB 為 invertible 可推得 A,B 皆為 invertible, 故知 BA 亦為 invertible. 也就是說當
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A,B 為方陣時 AB 為 invertible 和 BA 為 invertible 是等價的. 但在 A,B 不為方陣時, 若 AB

為 invertible 會導致 BA 不為 invertible.

Question 2.12. 試舉例 A,B 不為 invertible 但 AB 為 invertible. 同時也驗證此時 BA 為

non-invertible.

接下來我們探討如何判別一個具體的 n×n matrix 是否為 invertible, 且若為 invertible
如何找出其 inverse. 這個問題可藉由將方陣利用 elementary row operations 化為 reduced
echelon form 來處理. 事實上, 當 A 為 n× n matrix, 由 Theorem 2.5.2 我們知道 A 為

invertible 若且唯若 A 化為 echelon form 後其 pivot 的個數等於 n. 因此我們只要將 A 化為

echelon form後計算其 pivot的個數,便可以知道 A是否為 invertible. 若 A為 invertible,即
pivot 的個數為 n, 此時由於 A 的 reduced echelon form 為 n×n matrix, 故得 A 的 reduced
echelon form 為 In. 也就是說我們可以用 elementary row operations 將 A 化為 In. 故由
Lemma 2.3.5 我們知存在 E ∈ Mn×n 為一些 elementary matrix 的乘積使得 EA = In. 事實上
若將 augmented matrix [A|In] 利用 elementary row operations 化為 [In|E], 則 EA = In, 故此
時 E 就是 A−1. 我們看以下的例子.

Example 2.5.6. 考慮矩陣

A =


1 0 1 −1
0 −1 −3 4
1 0 −1 2
−3 0 0 −1


我們要決定是否 A 是否為 invertible. 若為 invertible, 要找出 A−1.

我們直接考慮 augmented matrix [A|I4], 利用 elementary row operation 將 A 的部分轉

換成 echelon form. 首先將 1-st row 分別乘上 −1, 3 加至 3-rd, 4-th row, 即
1 0 1 −1 1 0 0 0
0 −1 −3 4 0 1 0 0
1 0 −1 2 0 0 1 0
−3 0 0 −1 0 0 0 1

⇝


1 0 1 −1 1 0 0 0
0 −1 −3 4 0 1 0 0
0 0 −2 3 −1 0 1 0
0 0 3 −4 3 0 0 1

 .
接著將 3-rd row 乘上 3/2 加至 4-th row 得

1 0 1 −1 1 0 0 0
0 −1 −3 4 0 1 0 0
0 0 −2 3 −1 0 1 0
0 0 0 1

2
3
2 0 3

2 1

 .
此時 augmented matrix 左半部為 echelon form, 其 pivot 的個數為 4, 故知 A 為 invertible.
我們繼續將左半部化為 reduced echelon form 便可得到 A−1.

先將 4-th row 乘以 2, 然後將所得的 augmented matrix 的 4-th row 分別乘上 −3, −4,
1 加至 3-rd, 2-nd 和 1-st row, 即

1 0 1 −1 1 0 0 0
0 −1 −3 4 0 1 0 0
0 0 −2 3 −1 0 1 0
0 0 0 1 3 0 3 2

⇝


1 0 1 0 4 0 3 2
0 −1 −3 0 −12 1 −12 −8
0 0 −2 0 −10 0 −8 −6
0 0 0 1 3 0 3 2

 .
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接著將 3-rd row 乘以 −1/2, 然後將所得的 augmented matrix 的 3-rd row 分別乘上 3, −1

加至 2-nd 和 1-st row, 即
1 0 1 0 4 0 3 2
0 −1 −3 0 −12 1 −12 −8
0 0 1 0 5 0 4 3
0 0 0 1 3 0 3 2

⇝


1 0 0 0 −1 0 −1 −1
0 −1 0 0 3 1 0 1
0 0 1 0 5 0 4 3
0 0 0 1 3 0 3 2

 .
最後將 augmented matrix 的 2-nd row 乘上 −1. 此時所得 augmented matrix 左半部為
reduced echelon form (即 I4), 故其右半部為 A−1, 即

A−1 =


−1 0 −1 −1
−3 −1 0 −1
5 0 4 3
3 0 3 2

 .
由前面討論我們知當 A ∈ Mn×n 為 invertible, 則存在 elementary matrices E1, . . . ,Ek 使

得 (Ek · · ·E1)A = In. 亦即 A−1 = Ek · · ·E1, 由 Proposition 2.5.5 (3), 我們知 E1, . . . ,Ek 皆為

invertible,且由 (A−1)−1 =A,得 A=E−1
1 · · ·E−1

k . 事實上這些 elementary matrix Ei的 inverse
就是將 Ei 還原成 In 的 elementary row operation 所對應的 elementary matrix. 也就是說
E−1

i 亦為 elementary matrix. 因此我們有以下的定理.

Proposition 2.5.7. A 為 invertible matrix 若且唯若 A 為一些 elementary matrices 的乘
積.

Example 2.5.8. 考慮矩陣

A =

 0 2 0
1 −1 0
0 2 1

 .
在求 A 的 inverse 的過程中, 首先我們將 1-st row 和 2-nd row 交換. 令此 elementary row
operation 所對應的 elementary matrix 為 E1. 因用相同的 elementary row operation 可將
E1 還原成 I3, 故 E1 = E−1

1 , 即 0 2 0 1 0 0
1 −1 0 0 1 0
0 2 1 0 0 1

⇝
 1 −1 0 0 1 0

0 2 0 1 0 0
0 2 1 0 0 1

 , E1 = E−1
1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .
接著將 augmented matrix 的 2-nd row 乘上 −1 加至 3-rd row. 令此 elementary row
operation 所對應的 elementary matrix 為 E2. 因將 2-nd row 乘上 1 加至 3-rd row 的
elementary row operation 可將 E2 還原成 I3, 故所得的 augmented matrix 及 E2,E−1

2 分別

為  1 −1 0 0 1 0
0 2 0 1 0 0
0 0 1 −1 0 1

 , E2 =

 1 0 0
0 1 0
0 −1 1

 , E−1
2 =

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

 .
然後將 augmented matrix 的 2-nd row 乘上 1/2. 令此 elementary row operation 所對應的
elementary matrix 為 E3. 因將 2-nd row 乘上 2 的 elementary row operation 可將 E3 還原
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成 I3, 故所得的 augmented matrix 及 E3,E−1
3 分別為 1 −1 0 0 1 0

0 1 0 1
2 0 0

0 0 1 −1 0 1

 , E3 =

 1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

 , E−1
3 =

 1 0 0
0 2 0
0 0 1

 .
最後將 augmented matrix的 2-nd row乘上 1加至 1-st row. 令此 elementary row operation
所對應的 elementary matrix 為 E4. 因將 2-nd row 乘上 −1 加至 3-rd row 的 elementary
row operation 可將 E4 還原成 I3, 故所得的 augmented matrix 及 E4,E−1

4 分別為 1 0 0 1
2 1 0

0 1 0 1
2 0 0

0 0 1 −1 0 1

 , E4 =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 , E−1
4 =

 1 −1 0
0 1 0
0 0 1

 .
我們檢查可得

A−1 = E4E3E2E1 =

 1
2 1 0
1
2 0 0
−1 0 1

 , A = E−1
1 E−1

2 E−1
3 E−1

4 =

 0 2 0
1 −1 0
0 2 1

 .
最後讓我們回到解聯立方程組的問題. 怎樣的 A ∈ Mm×n 會使得對任意 b ∈ Rm, 聯立方

程組 Ax = b 皆有解且解唯一呢? 由 Theorem 2.4.2 和 Theorem 2.4.5 知此時 rank(A) = m

且 rank(A) = n, 即 m = n. 也就是說 A必須是 n×n且 rank(A) = n. 因此由 Theorem 2.5.2知
A 為 n× n invertible matrix. 事實上我們有以下的等價關係. 由於它們直接套用 Theorem
2.4.2 和 Theorem 2.4.5 就可推得, 我們就不再證明了.

Theorem 2.5.9. 假設 A ∈ Mn×n, 令 a1, . . . ,an ∈ Rn 為 A 的 column vectors. 則下列是等價
的.

(1) A 為 invertible matrix.

(2) Span(a1, . . . ,an) = Rn.

(3) 對於任意 b ∈ Rn, 聯立方程組 Ax = b 皆有解.

(4) 聯立方程組 Ax = 0 沒有 nontrivial solution.

(5) 對於任意 b ∈ Rn, 聯立方程組 Ax = b 皆有解且解唯一.

設 A ∈ Mn×n 為 invertible matrix, 則對任意 b ∈Rn, 我們可以利用 A 的反矩陣 A−1 得到

聯立方程組 Ax = b 的唯一解. 事實上若令 x = A−1b, 此時 Ax = A(A−1b) = (AA−1)b = b. 又
由 Theorem 2.5.9 知此時 Ax = b 的解唯一. 故 x = A−1b 為聯立方程組 Ax = b 唯一的一組
解.

Example 2.5.10. 考慮聯立方程組

x1 +x3 −x4 = b1
−x2 −3x3 +4x4 = b2

x1 −x3 +2x4 = b3
−3x1 −x4 = b4
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其中 b1,b2,b3,b4 為任意實數. 由於此時聯立方程組為 Ax = b, 其中 A 為 Example 2.5.6 中
的 4×4 matrix A 且 b = [b1 b2 b3 b4]

t. 因 A 為 invertible, 故由 Theorem 2.5.9 知, 對任意
實數 b1,b2,b3,b4, 聯立方程組 Ax = b 必有解且其解唯一. 事實上此唯一解為

x1
x2
x3
x4

= A−1b =


−1 0 −1 −1
−3 −1 0 −1
5 0 4 3
3 0 3 2




b1
b2
b3
b4

=


−b1 −b3 −b4
−3b1 −b2 −b4
5b1 +4b3 +3b4
3b1 +3b3 +2b4

 .



Chapter 3

Vector Spaces

在這一章中, 我們利用大家熟悉的坐標平面中的向量, 將之推廣到所謂的 vector space (向量
空間) 這一種有特定代數結構的系統, 是線性代數中主要的探討對象.

3.1. 坐標平面中的向量

本節針對對抽象數學論述不熟悉的同學, 想利用大家熟悉坐標平面的向量慢慢引導進入狀
況.

在平面中的向量我們可以用幾何的方式規定向量的加法及其倍數關係. 相信大家對這種
定法已相當熟悉, 在這裡我們不再重複. 我們可以將平面坐標化, 這就是所謂的坐標平面. 這
種在坐標平面中的向量, 我們都可用 (a,b) 來表示, 其中 a,b ∈R (我們用 R 來表示所有實數
所成的集合, 所以 a,b ∈ R 表示 a,b 皆為實數).

用坐標來表示一個向量 (即用 (a,b) 這種方法) 有許多好處, 例如大家很容易理解: 當兩
個向量 (a,b) 和 (c,d) 相等時 (即 (a,b) = (c,d)), 這表示 a = c 且 b = d; 坐標表示法的另一
個好處是很容易幫助我們定義向量的加法 (addition) 以及係數積 (scalar multiplication).

Definition 3.1.1. 令 u = (a1,a2),v = (b1,b2) ∈ R2 以及 r ∈ R. 我們定義

u+v = (a1 +b1,a2 +b2) and ru = (ra1,ra2).

這裡我們要強調, Definition 3.1.1 中所定義的加法及係數積, 和矩陣的加法及係數積是
一致的. 基於符號的方便性, 當我們要用符號來表示一個向量時, 會用 u,v 這類的粗體字符
號來表示. 一般來說我們用 R2 來表示坐標平面上的向量所成的集合, 所以若我們說 v ∈ R2,
就表示 v 是坐標平面上的一個向量, 也就是說可以找到 a,b ∈ R 使得 v = (a,b).

一般來說有了定義之後, 我們就需依定義處理相關問題, 但通常直接依定義處理較繁複,
我們可已先依定義推導出一些性質, 利用這些性質簡化處理程序, 再處理更進一步的問題.
例如在微積分, 我們定義出一個函數在某一點的極限後, 若每次都得依定義處理極限問題論
證起來很複雜; 但當我們利用定義推導出一些極限的性質後, 用這些性質處理極限問題就簡
單方便多了. 所以在定義之後我們會有一些定理 (Proposition 或 Theorem) 來論證一些依
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定義可得的性質, 以方便我們處理更進一步的問題. 以下就是要談向量加法及係數積有關的
性質.

Proposition 3.1.2. 對於 R2 上的向量, 我們有以下的性質:

(1) 對任意 u,v ∈ R2, 皆有 u+v = v+u.

(2) 對任意 u,v,w ∈ R2, 皆有 (u+v)+w = u+(v+w).

(3) 存在一向量 0 ∈ R2 滿足對任意 u ∈ R2 皆有 0+u = u.

(4) 對任意 u ∈ R2 皆可找到 u′ ∈ R2 滿足 u+u′ = 0.

(5) 對任意 u ∈ R2, 皆有 1u = u.

(6) 對任意 r,s ∈ R 以及 u ∈ R2, 皆有 r(su) = (rs)u.

(7) 對任意 r ∈ R 以及 u,v ∈ R2 皆有 r(u+v) = ru+ rv.

(8) 對任意 r,s ∈ R 以及 u ∈ R2, 皆有 (r+ s)u = ru+ su.

通常一個定理敘述完就要證明, 不過這幾項的證明都僅是一般制式的代數操作, 相信大
家都很熟悉, 這裡就不再證明了. 對同學來說了解定理說些什麼比起證明來得重要. 在這裡
我們就一一說明一下這個定理說些什麼.

(1) 敘述的是所謂向量加法的交換性. 它告訴我們在處理向量加法時可以依方便交換順
序. 或許同學覺得這個很自然為何還要證明. 事實上只要是定義未提的事情都要證明, 不能
因為覺得自然而不去處理. 在證明時會發現這個性質會成立主要是實數加法有交換性. 不過
數學上是存在許多 “抽象” 的數系它的運算是不能交換的. 所以經由證明不只讓我們確認事
情是對的, 也能幫助我們釐清事情是對的其背後的主要因素.

(2) 說的就是所謂的結合律, 它依然是因為實數加法的性質而成立. 這裡 (u+v)+w 是
說先將 u 和 v 相加後所得的向量再和 w 相加. 這樣所得的向量和先將 v 和 w 相加後再和
u 相加會是同樣的向量. 因為向量的加法是定義兩個向量的加法, 所以兩個以上的向量相加
結合律就顯得重要了. 有了結合律, 我們就不必擔心哪兩個向量先加. 結合律雖然也是談向
量加法的順序問題, 不過和 (1) 所談的順序是兩回事, 大家應該要分清楚.

(3) 談的就是所謂的零向量, 零向量的特點就是加上任何向量都不動. 為什麼要特別談零
向量的存在性? 這就好比在實數上若沒有零的概念就沒有減法一樣, 在向量的運算上是相當
重要的. 尤其以後要用抽象的方式談向量系統時零向量的存在性更不容忽視.

(4) 談的就是所謂的反向量, 要注意需有零向量的存在才能談反向量. 而且要區分清楚這
裡的敘述是給了 u 後可找到 u′ 使得 u+u′ = 0. 這裡 u′ 是會隨著 u 而改變, 而不是一個固
定的向量和所有的向量加起來會是零向量. 數學的敘述要弄清楚否則差之毫釐失之千里.

(5) 指的是所有向量乘上 1 後仍不動. 這裡特別提出來其實和零向量意義很像, 唯有 1

的引入以後才能談係數的除法. 例如已知 2u = v, 就可利用 (6) 的性質兩邊乘上 1/2, 得

u = 1u =
1
2
(2u) =

1
2

v.
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(6),(7),(8) 談的是係數積的性質, 例如 r(su) 表示是先將 u 乘上 s 倍後所得的向量再乘

上 r, 而 (rs)u 是表示先將 r,s 乘在一起得 rs 再乘上 u. 這幾個性質也都和實數乘法性質息
息相關, 雖然看起來不顯眼但在處理向量的運算時非常重要.

最後要強調一下: 這裡將這些性質列出, 並不是要求大家將這幾個性質背下來. 一來我
們希望大家知道有些性質不能覺得理所當然就不去證明, 另一方面也讓大家知道以後在處理
向量運算時可以放心且自然的使用這幾個性質. 這些性質也讓坐標平面上向量的系統享有
許多豐富的性質.

Question 3.1. 利用 R2 向量加法的定義, 試證明以下性質:

(1) 0 = (0,0) 是 R2 中唯一的向量滿足對任意 u ∈ R2 皆有 0+u = u.

(2) 給定 u = (a,b) ∈ R2, 試證明 u′ = (−a,−b) 是 R2 中唯一的向量滿足 u+u′ = 0.

坐標平面上向量的運算也可推廣到坐標空間, 即 R3. 同樣的概念也可推廣到更一般的
Rn, n ∈ N. 這些系統中的運算都享有 Proposition 3.1.2 的 8 項性質, 而這些性質讓這些系統
有著豐富的性質. 所以接下來我們將專注於有這 8 項性質的系統, 稱之為 vector space (向
量空間).

3.2. Vector Space 的定義及其基本性質

我們曾經提過像 R2 這樣, 裡面任意兩個向量相加仍在 R2 中且向量乘上任意的實數後也仍

在 R2, 而向量的運算又符合 Proposition 3.1.2 的 8 項規則, 我們便稱之為 vector space. 在
這一節中我們將正式定義 vector space 並探討 vector space 相關性質.

給定一非空集合 V , 我們說 V 中有加法運算 (addition) +, 表示對於任意 V 中兩個元素

u,v ∈V , 經由這個運算所得的結果 u+v 仍然是 V 中的元素 (此為加法封閉性). 至於係數積
(scaler multiplication) 我們要注意的是, 可以乘在向量上的數所在的數系必須像實數一樣有
加法與乘法, 且加法, 乘法都是有交換律及結合律, 還有加法乘法之間要有分配律. 更重要的
是這個數系裡非 0 的元素都有乘法反元素. 這樣的數系我們稱之為 field (體). 例如實數 R
和有理數 Q 在我們一般熟悉的加法, 乘法運算下都是 field, 但是整數 Z 就不是 field, 因為
除了 ±1 以外其他的非 0 整數在 Z 中就無法找到乘法反元素. 由於以後我們談的向量空間,
向量前所乘的係數所在的數系只要是 field, 則我們所要探討的性質都會成立. 所以係數積我
們都不會強調是哪一個 field, 而用 F 來表示. 不過由於我們給的例子大多是係數積為 R 的
情況, 所以若對 field 的概念覺得陌生, 不妨就用 F = R 的情況來思考即可. 現若 F 是一個
field, 我們說 F 對 V 有係數積表示對任意 c ∈ F 以及 v ∈V , 皆有 c 對 v 所得係數積 cv 仍
然在 V 中 (此為係數積封閉性). 當一個集合 V 上有加法運算, 且 field F 對其有係數積, 則
我們可以探討其是否為 vector space, 也就是說探討它是否符合以下之定義.

Definition 3.2.1. 假設非空集合 V 中有加法運算 +, 以及 field F 對 V 的係數積. 若這兩
種運算符合以下 8 項性質, 則稱 V 為一個 vector space over F.

(1) 對任意 u,v ∈V , 皆有 u+v = v+u.
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(2) 對任意 u,v,w ∈V , 皆有 (u+v)+w = u+(v+w).

(3) 存在一向量 0 ∈V 滿足對任意 u ∈V 皆有 0+u = u.

(4) 對任意 u ∈V 皆可找到 u′ ∈V 滿足 u+u′ = 0.

(5) 對任意 u ∈V , 皆有 1u = u.

(6) 對任意 r,s ∈ F 以及 u ∈V , 皆有 r(su) = (rs)u.

(7) 對任意 r ∈ F 以及 u,v ∈V 皆有 r(u+v) = ru+ rv.

(8) 對任意 r,s ∈ F 以及 u ∈V , 皆有 (r+ s)u = ru+ su.

在此要說明一下, 一般來說我們不能說一個集合是 vector space, 一定要附帶說明它的
加法及係數積為何. 不過當我們談到一般抽象的 vector space 時, 我們說 V 是一個 vector
space over F 時就隱含其中有加法運算且直接用 + 表示, 同時也隱含 F 是一個 field 且 V

中有 F 的係數積, 而不再去強調其中有加法及係數積. 同樣的對於常見的 vector space, 例
如 Rn, 由於我們已經有常用的加法及係數積, 所以不會再次強調其加法及係數積為何. 不過
當我們要介紹一個新的具體的 vector space 時, 就一定要說明如何定出其加法及係數積. 尤
其要注意, 我們必須明確說是 over 哪一個 field 的 vector space (以後我們會看到例子, 同樣
的集合看成 over 不同的 field 的 vector space 影響會很大).

接下來我們看一些有關 vector space 的例子.

Example 3.2.2. (A) 考慮 S 為所有次數等於 2 的有理係數多項式所成的集合. 對 S 中兩

多項式 f (x) = ax2 +bx+ c, g(x) = a′x2 +b′x+ c′ 我們定義

f (x)+g(x) = (a+a′)x2 +(b+b′)x+(c+ c′).

S在這加法定義下並無封閉性. 例如 f (x) = x2+2x+1 ∈ S且 g(x) =−x2 ∈ S,但 f (x)+g(x) =

2x+ 1 ̸∈ S. 所以在此加法下 S 不是 vector space. 現考慮 P2(Q) 為次數小於等於 2 的

有理係數多項式所成的集合. 利用剛才的加法定義, 我們可得這個加法對 P2(Q) 有封

閉性. 另外若對任意實數 r ∈ R, 我們定義 r 對 f (x) = ax2 + bx+ c ∈ P2(Q) 的係數積為

r · f (x) = (ra)x2 +(rb)x+(rc). 在此定義之下實數對 P2(Q) 的係數積並無封閉性, 例如
√

2 乘

上 P2(Q) 的元素 x2 + x+1 會是
√

2x2 +
√

2x+
√

2 就不再是 P2(Q) 的元素, 所以在此定義之
下 P2(Q) 也不是 over R 的 vector space. 不過若同樣的定義考慮有理數 Q 對 P2(Q) 的係數

積, 則會符合封閉性. 所以我們可以考慮 P2(Q) 是否是 vector space over Q. 事實上我們很
容易驗證此時的加法與係數積會符合 vector space 的 8 個性質, 所以在此定義之下 P2(Q)

確實是 vector space over Q. 同樣的若 n 是正整數, 若令 Pn(F) 為次數小於 n 且係數在 F 的
多項式所成的集合, 利用上述加法及係數積的定義, 我們可得 Pn(F) 是一個 over F 的 vector
space.

(B) 對任意的 field F, 考慮 P(F) 為所有以 F 的元素為係數的多項式所成的集合. 利
用如 (A) 中定義多項式的加法與係數積, 我們可以證明 P(F) 為 vector space. 首先若
f (x) = anxn + · · ·+ a1x+ a0,g(x) = bmxm + · · ·+ b1x+ b0 ∈ P(F), 其中 m ≤ n, 則我們可以將
g(x) 寫成 g(x) = bnxn + · · ·+bmxm + · · ·+b1x+b0, 其中 bn = bn−1 = · · ·= bm+1 = 0. 為了方便
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起見雖然多項式的次數可能不同, 以後我們都用這種方式將它們補成相同次數再相加. 所以
我們可以將 f (x)+g(x) 的定義寫成 f (x)+g(x) = ∑n

i=0(ai +bi)xi. 而對於 r ∈ F, 係數積 r f (x)

的定義為 r f (x) = ∑n
i=0(rai)xi. 利用這個定義以及 F 是 field 的假設, 我們知道在此定義之下

加法和係數積確為 P(F) 中的運算 (有封閉性). 接著我們要一一檢查是否符合 vectors space
的 8 項運算規則.

(1) 對任意 f (x) = ∑n
i=0 aixi, g(x) = ∑n

i=0 bixi ∈ P(F) 我們有

f (x)+g(x) =
n

∑
i=0

(ai +bi)xi =
n

∑
i=0

(bi +ai)xi = g(x)+ f (x).

(2) 對任意 f (x) = ∑n
i=0 aixi, g(x) = ∑n

i=0 bixi,h(x) = ∑n
i=0 cixi ∈ P(F) 我們有

( f (x)+g(x))+h(x) =
n

∑
i=0

(ai +bi)xi +
n

∑
i=0

cixi =
n

∑
i=0

((ai +bi)+ ci)xi,

f (x)+(g(x)+h(x)) =
n

∑
i=0

aixi +
n

∑
i=0

(bi + ci)xi =
n

∑
i=0

(ai +(bi + ci))xi.

由於 (ai +bi)+ ci = ai +(bi + ci), 故得證 ( f (x)+g(x))+h(x) = f (x)+(g(x)+h(x)).

(3) 考慮零多項式 g(x) = 0 = ∑n
i=0 bixi ∈ P(F), 其中 bi = 0, ∀ i = 0,1, . . . ,n. 此時對任意

f (x) = ∑n
i=0 aixi ∈ P(F), 可得

f (x)+g(x) =
n

∑
i=0

(ai +bi)xi =
n

∑
i=0

aixi = f (x).

(4) 給定 f (x) = ∑n
i=0 aixi ∈ P(F), 我們考慮 h(x) = ∑n

i=0(−ai)xi ∈ P(F), 則

f (x)+h(x) =
n

∑
i=0

(ai −ai)xi =
n

∑
i=0

0xi = 0.

(5) 對任意 f (x) = ∑n
i=0 aixi ∈ P(F), 皆有

1 f (x) =
n

∑
i=0

(1ai)xi =
n

∑
i=0

aixi = f (x).

(6) 對任意 r,s ∈ R 以及 f (x) = ∑n
i=0 aixi ∈ P(F), 我們有

r(s f (x)) = r(
n

∑
i=0

(sai)xi) =
n

∑
i=0

(r(sai))xi =
n

∑
i=0

((rs)ai)xi = (rs)
n

∑
i=0

aixi = (rs) f (x).

(7) 對任意 r,s ∈ R 以及 f (x) = ∑n
i=0 aixi ∈ P(F), 皆有

(r+ s) f (x) =
n

∑
i=0

((r+ s)ai)xi =
n

∑
i=0

(rai + sai)xi =
n

∑
i=0

(rai)xi +
n

∑
i=0

(sai)xi = r f (x)+ s f (x).

(8) 對任意 r ∈ R 以及 f (x) = ∑n
i=0 aixi, g(x) = ∑n

i=0 bixi ∈ P(F) 皆有

r( f (x)+g(x)) = r(
n

∑
i=0

(ai +bi)xi) =
n

∑
i=0

(r(ai +bi))xi =
n

∑
i=0

(rai + rbi)xi = r f (x)+ rg(x).

因為 P(F) 的加法與 F 的係數積符合 vector space 的 8 項運算規則, 所以在這個加法與係數
積的運算之下 P(F) 是一個 vector space over F. 例如所有有理係數多項式所成的集合 P(Q)

就是一個 over Q 的 vector space, 而實係數多項式所成的集合 P(R) 就是一個 vector space
over R. 有趣的是 P(R) 也是一個 vector space over Q, 大家想想看為什麼.



54 3. Vector Spaces

(C) 給定任意 n ∈ N, 以及一個 field F. 我們令 Fn = {(a1, . . . ,an) : ai ∈ F}. 我們沿用
R2 中向量的加法及係數積來定義 Fn 中向量的加法以及係數積. 令 u = (a1, . . . ,an),v =

(b1, . . . ,bn) ∈ Fn 以及 r ∈ F. 我們定義

u+v = (a1 +b1, . . . ,an +bn) and ru = (ra1, . . . ,ran).

依此定義我們很容易驗證此加法和係數積運算在 Fn 是封閉的, 而且符合 vector space 的 8

項運算規則, 所以在這個加法與係數積的運算之下 Fn 是一個 vector space over F. 同樣的考
慮所有 entry 皆為 F 中元素的 m×n 矩陣所成的集合 Mm,n(F) 利用一般矩陣的加法及係數
積, 我們也可利用之前談論矩陣加法性質 (Proposition 2.1.3) 一樣的方法驗證 Mm,n(F) 是一
個 vector space over F.

(D) 給定一非空集合 S 以及 field F, 我們令 F(S,F) 表示所有定義域是 S 且對應域

是 F 的函數所成的集合. 現若 f ,g ∈ F(S,F), 表示對任意 s ∈ S, f (s),g(s) 都會是 F 中的
元素. 所以我們定義 f + g 為定義域是 S 且對應域是 F 的函數, 其定義為 f + g 在任意

s ∈ S 的取值為 f (s)+ g(s). 亦即 ( f + g)(s) = f (s)+ g(s),∀s ∈ S. 對任意 c ∈ F 我們也定義
c f 為定義域是 S 且對應域是 F 的函數, 其定義為 c f 在任意 s ∈ S 的取值為 c · f (s). 亦即
(c f )(s) = c · f (s),∀s ∈ S. 由於在此定義之下 f +g 和 c f 仍然在 F(S,F) 中, 所以此加法和係
數積運算在 F(S,F) 是封閉的. 我們可以驗證這兩種運算也符合 vector space 的 8 項運算規

則, 所以在這個加法與係數積的運算之下 F(S,F) 是一個 vector space over F.

Question 3.2. 依照 Example 3.2.2 (D) 的定義, 試說明 F(R,R), F(R,Q), F(Q,Q) 以及

F(Q,R) 中那些是 vector space over R? 哪些是 vector space over Q?

或許很多同學會疑惑, 為何在上一節和 Example 3.2.2中這 8 個性質要證明, 而一開始卻
是定義不必證明呢? 要回答這個問題就要回歸到整個過程的演變. 上一節中我們定義了坐
標平面向量加法及係數積, 然後驗證它們符合 Proposition 3.1.2 這 8 個性質. 而後由這些性
質得到許多運算上很方便且豐富的性質. 事實上這些豐富的性質成立的原因, 主因並不是這
些平面向量的加法和係數積是如何定義的, 而是由於它們符合 Proposition 3.1.2 這 8 個性
質. 注意到這一點後, 我們專注於符合這 8 個性質的系統稱之為向量空間. 希望以後探討向
量空間的問題, 可以不必用到它們真正的運算僅利用這 8 個性質就能得到向量空間所有的
性質. 所以當我們想推導向量空間的性質時, 我們就可以直接套用定義中這 8 性質去推導,
這樣推導出來的結果便適用於所有的向量空間. 反過來說, 當我們遇到一個系統有加法, 有
係數積, 只要我們能利用該系統的運算 “證明” 它符合這基本的 8 個性質, 那它就是向量空
間. 因而所有向量空間的性質它都會符合了, 而不必再用該系統的運算一一去推導.

例如, 在 Question 3.1 中我們利用 R2 加法的定義說明 vector space 性質 (3) 中 0 是唯
一的而 (4) 中若給定 u, 則反向量 u′ 也是唯一的. 這兩個唯一性, 事實上不需要知道向量的
加法如何定義, 直接用 vector space 的性質就可以證明, 也就是說這個結果對一般的 vector
space 都成立. 首先我們看以下之定理.

Proposition 3.2.3. 假設 V 為 vector space, 且 u,v,w ∈V . 若 u+w = v+w, 則 u = v.
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Proof. 利用 vector space 的性質 (4), 我們知道存在 w′ ∈ V 滿足 w+w′ = 0. 然而由
u + w = v + w 知 (u + w) + w′ = (v + w) + w′. 左式由性質 (2),(3) 可得 (u + w) + w′ =

u + (w + w′) = u + 0 = u. 同理右式可得 (v + w) + w′ = v + (w + w′) = v + 0 = v, 得證
u = v. □

Proposition 3.2.3 告訴我們以後在 vector space 處理向量加法問題時, 可以自然地像處
理實數一樣使用消去法. 利用這個結果, 我們可以用來處理上述零向量以及反向量的唯一性.

Corollary 3.2.4. 假設 V 為 vector space, 則在 V 中存在唯一的向量 0 滿足對任意 u ∈V

皆有 0+u = u. 另外, 給定 u ∈V , 存在唯一的 u′ ∈V 滿足 u+u′ = 0.

Proof. 首先證明 0 是唯一的. 假設 0′ 也滿足 (3) 的性質, 即對任意 u ∈V 皆有 0′+u = u.
因此任取 u ∈V , 我們有 0+u = u = 0′+u, 故由 Proposition 3.2.3 知 0 = 0′, 得證唯一性.

另一方面, 給定 u ∈ V , 若 u′,u′′ 皆滿足 (4) 的性質, 即 u + u′ = u + u′′ = 0. 故由
Proposition 3.2.3 知 u′′ = u′, 得證唯一性. □

既然 0 是唯一的, 以後就用 0 這個專屬的符號來表示 V 中唯一符合 0+u = u, ∀u ∈ V

的這個元素, 且稱之為 V 的 additive identity 或依慣例稱之為 zero vector. 又給定 u ∈V , 存
在唯一的 u′ 使得 u+u′ = 0, 依慣例我們以後就用 −u 來表示這一個唯一的 u′, 且稱之為 u
的 additive inverse. 而 u 和 v 的 additive inverse −v 相加, 即 u+(−v), 我們就用 u−v 來
表示.

Question 3.3. 假設 V 為 vector space. 試證明對任意 v ∈V 皆有 −(−v) = v.

接著我們要再強調的是, 雖然在性質 (3) 中提到 0 是必須滿足對所有 u ∈ V 皆有

0+u = u 才可以 (事實上 Proposition 3.2.3 的證明需用到對所有 u 皆對才可以), 也就是說
依定義要驗證對所有 u ∈ V 皆有 w+u = u, 才能確定 w 是零向量. 不過當我們確定 V 是

vector space 之後, 就可利用 Corollary 3.2.4, 知道只要有一個 u ∈ V , 會使得 w+u = u, 就
可以認定 w = 0 了. 利用這一個唯一性, 我們可以推得許多有關於 0 的性質. 為了方便起見,
我們列出以下的結果.

Proposition 3.2.5. 假設 V 為 vector space over F, 我們有以下之結果.

(1) 若對於 w ∈V 存在 u ∈V 使得 w+u = u, 則 w = 0.

(2) 對任意 v ∈V 皆有 0v = 0.

(3) 對任意 r ∈ F 皆有 r0 = 0.

(4) 對任意 r ∈ F,v ∈V 皆有 (−1)(rv) =−(rv) = r(−v).

Proof. (1) 由於 w 和 0 皆滿足 w+u = u = 0+u, 故利用 Proposition 3.2.3 推得 w = 0.

(2) 要證明 0v = 0, 利用 (1), 我們只要檢查是否存在 u ∈V 使得 0v+u = u. 事實上, 若
考慮 u = v 的情形, 此時因 v = 1v, 故 0v+v = 0v+1v = (0+1)v = 1v = v. 故得證 0v = 0.
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(3) 同理, 利用 (1), 我們考慮 u = r0 的情況, 此時 r0+u = r0+ r0 = r(0+0) = r0 = u, 得
證 r0 = 0.

(4)這裡要證明的是 (−1)(rv)和 r(−v)都是 rv的 additive inverse (反向量). 由 Corollary
3.2.4 我們知到只要驗證它們是否加上 rv 都會是 0 即可. 然而由 (2) 我們有

(−1)(rv)+ rv = (−1)(rv)+1(rv) = (−1+1)(rv) = 0(rv) = 0.

由 (3) 我們有
r(−v)+ rv = r(−v)+ r(v) = r(−v+v) = r(0) = 0.

因此得證 (−1)(rv) =−(rv) = r(−v). □

由 Proposition 3.2.5 我們知當 r = 0 或 v = 0 時會有 rv = 0, 但若 r ̸= 0 且 v ̸= 0, 是
否有可能 rv = 0 呢? 答案是不可能. 這是因為若 rv = 0, 首先由 r ̸= 0 且 F 是一個 field,
我們知道存在 r′ ∈ F 滿足 r′r = 1. 因此可以考慮 r′ 乘上 rv 由 Proposition 3.2.5 (3) 得到
r′(rv) = r′0 = 0. 然而由 vector space 運算性質 (5), (6) 我們有 r′(rv) = (rr′)v = 1v = v. 也就
是說 v = 0, 此與假設 b ̸= 0 相矛盾, 故知 rv 絕對不會是 0.

Question 3.4. 假設 V 為 vector space over F.

(1) 已知 v ∈V 且 v ̸= 0. 試證明若 r,s ∈ F 且 rv = sv, 則 r = s.

(2) 已知 r ∈ F 且 r ̸= 0. 試證明若 u,v ∈V 且 ru = rv, 則 u = v.

利用以上結果證明若 V 是 vector space over R 且 V 中有非零元素, 則 V 有無窮多個元素.

總而言之, vector space 中所要求加法及係數積的 8 項性質, 就是要確保一個 vector
space 中的元素運算都可像實數一般處理. 例如, 我們可以如實數一樣引用 “減法” 的符號,
也就是說將 w+(−v) 寫成 w−v. 如此一來以後我們在一些等式的推演時就直接沿用大家
習慣的「移項」的說法. 例如 2u+v = w, 我們就直接移項且乘以 1/2 得 u = 1

2(w−v).

3.3. Subspaces

在這一節,我們介紹 subspace的概念,簡單地說,對於一個 vector space的非空子集合,如果
在此 vector space 的加法及係數積運算之下這個子集合亦為 vector space, 則稱為此 vector
space 的 subspace.

Definition 3.3.1. 假設 V 為 vector space over F 且 W 為 V 的 nonempty subset. 若對
W 的元素利用原先 V 的加法及 F 係數積運算之下 W 亦為 vector space, 則稱 W 為 V 的

subspace.

雖然一個 vector space 的 subspace 仍為 vector space, 但要檢查是否為 subspace 不必
像檢查 vector space 一樣要去檢查 8 項的運算規則. 這是因為原本 vector space 的 8 項運

算規則中除了 (3)(4) 兩項會和所在的集合有關外, 其他各項僅是元素間的運算規則, 和所在
的集合無關. 以下的定理告訴我們要辨認是否為 subspace, 只要檢查封閉性即可.
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Proposition 3.3.2. 假設 V 為 vector space over F 且 W 為 V 的非空子集合. 則 W 為 V

的 subspace 若且唯若對任意 u,v ∈W 且 r ∈ F 皆有 u+v ∈W 以及 ru ∈W .

Proof. 首先假設 W 為 V 的 subspace. 由於 vector space 的首要條件就是加法與係數積的
封閉性, 因此依 subspace 的定義 W 在 V 的加法以及係數積之下應有封閉性, 亦即對任意
u,v ∈W 且 r ∈ F 皆有 u+v ∈W 以及 ru ∈W .

反之, 若 W 在 V 的加法以及係數積之下應有封閉性, 則依定義若此加法及係數積符合
vector space的 8項性質,則W 就是 over F的 vector space,因此依定義就是 V 的 subspace.
然而這 8 項性質中除了 (3), (4) 　兩項外, 其餘了性質由於在 V 中的元素皆成立, 所以當然
限制在 W 上依然成立. 因此我們僅要驗證 (3), (4) 兩項即可.

性質 (3) 要求的是在 W 中存在一元素 w ∈W 滿足對任意 u ∈W 皆有 w+u = u. 然而由
於這些元素皆在 V 中, 而 Proposition 3.2.5 (1) 告訴我們此 w 就是 V 的 zero vector 0. 所
以我們要檢查的是 0 ∈W . 現因 W 不是空集合, 所以必定存在 u ∈W , 此時因 0 ∈ F 且由封
閉性 0u ∈W , 因此由 Proposition 3.2.5 (2) 得證 0 = 0u ∈W .

性質 (4)要求的是對任意W 中的元素 u ∈W 皆存在 u′ ∈W 滿足 u+u′ = 0. 由於W ⊆V ,
u 亦在 V 中, 故由 additive inverse 的唯一性 (Proposition 3.2.4知 u′ =−u 再由 Proposition
3.2.5 (4) 知 −u = (−1)u. 因此由 −1 ∈ F 以及係數積的封閉性知 −u ∈W . □

注意在這個證明裡,我們僅利用係數積的封閉性證明 (3), (4)成立,不過在驗證 subspace
時一定還要驗證加法的封閉性, 否則無加法封閉性根本沒資格成為 vector space.

一個 vector space V 中有兩個 trivial subspace,即 V 和 {0}. 其中 {0}稱為 zero subspace
of V , 以後我們用 O 來表示. 例外要注意 subspace 不能是空集合, 又因為 0 一定在其中, 所
以以後檢查 V 中的子集合是否為 subspace, 我們可以先檢查 0 是否在其中. 一來可以知道
它是不是空集合, 而且若 0 不在其中就可以斷定它不是 subspace, 真是一舉兩得啊! 以下我
們寫下一個檢查是否為 subspace 更簡明的方法.

Corollary 3.3.3. 假設 V 為 vector space over F 且 W 為 V 的子集合. 則 W 為 V 的

subspace 若且唯若 0 ∈W 且對任意 u,v ∈W , r ∈ R 皆有 u+ rv ∈W .

Proof. (⇒) : 依 subspace 的定義, 加法及係數積皆有封閉性, 故對任意 u,v ∈ W , r ∈ F 由
係數積的封閉性得 rv ∈ W 再由加法封閉性得 u+ rv ∈ W . 又依定義 W 為非空集合, 故必
存在一向量 w ∈W . 現考慮 0w, 依封閉性 0w ∈W . 又因 V 為 vector space, 我們知 0w = 0
(Proposition 3.2.5(2)). 故得證 0 = 0w ∈W .

(⇐) : 由 0 ∈ W , 我們知 W 為 V 的非空子集合. 故由 Proposition 3.3.2, 我們僅要證明
W 有加法和係數積的封閉性. 我們要用對任意 u,v ∈W , r ∈ F 皆有 u+ rv ∈W 這個假設證

明封閉性. 因 1 ∈ F, 故對任意 u,v ∈W 考慮 r = 1 的情形可得 u+v ∈W , 證得加法封閉性.
又若 v ∈W 以及 r ∈ F, 因為已知 0 ∈W , 故考慮 u = 0 的情形得證 rv = 0+ ry ∈W . □

由 Corollary 3.3.2, 我們知道要檢查一個 vector space V 中的子集合 W 是否為 V 的

subspace, 我們僅要檢查
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(1) 0 ∈W

(2) u,v ∈W, r ∈ F⇒ u+ rv ∈W .

是否成立即可. 我們看以下的例子.

Example 3.3.4. (A)考慮 Mm×n(F), 即所有 entries在 F中的 m×n matrices所成的 vector
space. 所謂 Mm×n(F) 的 upper triangular matrix 表示當 i > j 時該矩陣第 (i, j)-th entry
為 0. 我們要證明 Mm×n(F) 中所有的 upper triangular matrix 所成的集合是 Mm×n(F) 的
subspace. 首先觀察 m×n 階零矩陣, 由於其任意 entry 皆為 0, 當然 (i, j)-th entry 當 i > j

時亦為 0, 因此零矩陣是 upper triangular. 現考慮 A,B ∈ Mm×n(F) 皆為 upper triangular,
設 ai j, bi j 分別表示 A,B 的 (i, j)-th entry. 對任意 r ∈ F, 我們有 A+ rB 的 (i, j)-th entry 為
ai j + rbi j. 現當 i > j 時 ai j = bi j = 0, 故得 ai j + rbi j = 0. 證得 A+ rB 亦為 upper triangular.
因此得證 Mm×n(F) 中所有的 upper triangular matrix 所成的集合是 Mm×n(F) 的 subspace.

(B) 考慮 Mn×n(F), 即所有 entries 在 F 中的 n× n 方陣所成的 vector space. 我們
想知道 Mn×n(F) 中所有的 symmetric matrices (對稱矩陣) 所成的集合是否為 Mn×n(F)
的 subspace. 首先回顧, 對一個 m× n matrix A, 我們定義 A 的 transpose 為一個 n×m

matrix, 記為 At, 滿足對任意 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, At 的 (i, j)-th entry 為 A 的 ( j, i)-th
entry. 利用矩陣加法及係數積運算, 我們很容易驗證對任意 m× n 矩陣 A,B 以及 r ∈ F
皆滿足 (A + rB)t = At + (rB)t = A + rB. 現回到對稱矩陣的定義, 對於 A ∈ Mn×n(F) 我
們稱 A 為 symmetric matrix, 表示 At = A. 很明顯的 n× n 階零矩陣 0 為 symmetric
matrix. 而若 A,B ∈ Mn×n 滿足 At = A,Bt = B, 則對任意 r ∈ R, 利用 At = A,Bt = B, 我們有
(A+ rB)t = At +(rB)t = A+ rB = A+ rB. 亦即 A+ rB 亦為 symmetric matrix, 得證 Mn×n(F)
中所有的 symmetric matrices 所成的集合為 Mn×n(F) 的 subspace.

Mn×n(F) 中所有的 invertible matrices (可逆矩陣) 所成的集合是否為 Mn×n(F) 的 sub-
space 呢? 答案是否定的. 很明顯的零矩陣 0 就不是 invertible, 所以由 0 不在其中就可得
Mn×n 中所有的 invertible matrices 所成的集合不是 Mn×n(F) 的 subspace. 其實即使我們考
慮 invertible matrices 所成的集合與 {0} 的聯集, 仍不會是 Mn×n(F) 的 subspace. 因為即使
此時 0 在其中, 但仍有可能兩個 invertible matrices 相加後就不是 invertible. 例如在 2×2

的情形,
[

1 0
0 1

]
和

[
0 1
1 0

]
皆為 invertible, 但是

[
1 0
0 1

]
+

[
0 1
1 0

]
=

[
1 1
1 1

]
不是

invertible.

(C) 考慮 P(F), 即所有以 F 的元素為係數的多項式所成的 vector space. 給定一自然
數 n ∈ N, 我們說明所有次數小於等於 n 的多項式所成的集合 Pn(F) 是 P(F) 的 subspace.
首先我們可以將 Pn(F) 寫成 Pn(F) = {∑n

i=0 aixi | ai ∈ F}. 很明顯的零多項式屬於 Pn(R)
(注意一般數學上定義零多項式的次數為 −∞, 而不是 0. 這個部分以後代數課程會去談
論, 這裡就不多談). 又若 f (x) = ∑n

i=0 aixi,g(x) = ∑n
i=0 bixi ∈ Pn(R), 則對任意 r ∈ R, 我們有

f (x)+ rg(x) = ∑n
i=0(ai + rbi)xi ∈ Pn(R). 故知 Pn(F) 為 P(F) 的 subspace. 要注意, 若僅考慮

次數等於 n 的多項式所成的集合, 那麼就不會是 P(F) 的 subspace 了. 很明顯的零多項式就
不會在裡面. 又即使加入零多項式, 但仍有可能兩個次數為 n 的多項式相加之後其次數變小
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了, 例如 (x2 + x+1)+(−x2 + x+1) = 2x+2. 也就是說在這情況之下加法是不封閉的, 所以
無法成為一個 vector space.

(D) 對一非空集合 S 以及 field F, 考慮 F(S,F) 為所有從 S 映射到 F 的函數所成的
vector space. 現假設 T 是 S 的一個非空子集合, 考慮 NT = { f ∈ F(S,F) : f (t) = 0,∀ t ∈ T},
亦即 NT 為 S 到 F 的函數, 但將 T 中的元素都映射到 0. 我們要說明 NT 是 F(S,F) 的
subspace. 首先 F(S,F) 中的 zero vector 0 就是零函數, 也就是把 S 中的元素都映射到 0

的函數. 現由於 T ⊆ S, 所以此零函數當然把 T 中的元素都映射到 0. 得證 0 ∈ NT . 現若
f ,g ∈ NT 且 r ∈ F. 依定義 ( f + rg)(s) = f (s)+ rg(s), ∀s ∈ S, 故由 f ,g ∈ NT 的假設知對任意

t ∈ T , ( f + rg)(t) = f (t)+ rg(t) = 0+0 = 0, 得證 f + rg ∈ NT , 也因此證明了 NT 是 F(S,F) 的
subspace.

Question 3.5. 在 Mm×n(F) 這個 vector space 中, 考慮在固定的特定位置 (例如對角線位
置) 為 0 的矩陣所成的集合, (例如對角線位置皆為 0 的矩陣所成的集合). 試問這樣的集合
是否為 Mm×n(F) 的 subspace? 又若考慮在固定的特定位置皆不是 0 的矩陣所成的集合, 是
否為 Mm×n(F) 的 subspace?

Subspace 是 vector space 中特殊的子集合, 所以我們當然希望能利用已知的 subspace
“製造” 出新的 subspace. 這裡我們介紹兩種常見的方法.

Proposition 3.3.5. 假設 V 為 vector space over F 且 W1,W2 為 V 的 subspace, 則 W1 ∩W2

亦為 V 的 subspace.

Proof. 首先 W1,W2 為 subspace, 故 0 ∈W1 且 0 ∈W2, 故得 0 ∈W1 ∩W2. 現若 u,v ∈W1 ∩W2

且 r ∈ F, 由於 u,v 皆屬於 W1 且 W1 是 subspace, 故知 u+ rv ∈W1, 同理可得 u+ rv ∈W2, 故
得證 u+ rv ∈W1 ∩W2. □

Question 3.6. 證明任意多個 V 的 subspace 的交集依然是 V 的 subspace. (注意不要用數
學歸納法, 數學歸納法僅能證明有限多個的情況)

雖然兩個 subspaces 的交集仍為 subspace, 但他們的聯集就未必是 subspace 了. 當然
了, 當 W1,W2 為 V 的 subspace, 若 W1 ⊆W2, 則 W1 ∪W2 =W2 當然就是 V 的 subspace. 同
樣的, 若 W2 ⊆W1, 則 W1 ∪W2 =W1 當然也是 V 的 subspace. 下一個定理就是告訴我們, 除
了這兩個明顯的情況外, 兩個 subspaces 的聯集不會是 subspace.

Proposition 3.3.6. 假設 V 為 vector space over F 且 W1,W2 為 V 的 subspace. 若 W1 ⊈W2

且 W2 ⊈W1, 則 W1 ∪W2 不是 V 的 subspace.

Proof. 依假設W1 ⊈W2表示存在一個元素在W1中但不在W2,我們假設 w1 ∈W1但 w1 ̸∈W2,
同理由 W2 ⊈W1, 我們假設 w2 ∈W2 但 w2 ̸∈W1. 當然了, 依定義我們有 w1,w2 ∈W1 ∪W2, 我
們要利用 w1,w2 這兩個 W1 ∪W2 中的元素說明 W1 ∪W2 在加法之下沒有封閉性, 因此得證
W1 ∪W2 不是 V 的 subspace.
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我們用反證法，假設 w1 +w2 ∈ W1 ∪W2. 這表示 w1 +w2 ∈ W1 或 w1 +w2 ∈ W2. 若
w1+w2 ∈W1,由 w1 ∈W1 以及W1 為 vector space,得 w2 = (w1+w2)−w1 ∈W1. 此與 w2 ̸∈W2

相矛盾. 同理若 w1 +w2 ∈W2, 我們也會推得 w1 ∈W2 的矛盾. 因此知 w1 +w2 ̸∈W1 ∪W2, 得
證 W1 ∪W2 不是 V 的 subspace. □

從 Proposition 3.3.6 的證明中, 我們發現 W1 ∪W2 不是 vector space 最主要的原因是沒
有加法封閉性 (它有係數積的封閉性), 我們可以考慮以下的集合故意收集加法所得的元素
讓它有加法封閉性.

Definition 3.3.7. 假設 V 為 vector space W1,W2 為其 subspace, 定義集合

W1 +W2 = {w1 +w2 | w1 ∈W1,w2 ∈W2}

並稱之為 the sum of W1 and W2.

對任意 w1 ∈W1, 由於 w1 = w1 +0, 且 0 ∈W2 (因 W2 為 subspace), 我們有 w1 ∈W1 +W2,
亦即 W1 ⊆ W1 +W2. 同理可得 W2 ⊆ W1 +W2. 以下定理告訴我們 W1 +W2 也會是 V 的

subspace, 事實上它是包含 W1 和 W2 最小的 subspace.

Proposition 3.3.8. 假設 V 為 vector space over F且W1,W2 為 V 的 subspace,則W1+W2 也

是 V 的 subspace. 特別若W 是 V 的 subspace且滿足W1 ⊆W 以及W2 ⊆W ,則W1+W2 ⊆W .

Proof. 首先因 0 ∈ W1 且 0 ∈ W2, 故由 0 = 0+ 0 可得 0 ∈ W1 +W2. 現若 u,v ∈ W1 +W2 且

r ∈ F, 此時由 u ∈W1 +W2, 知存在 u1 ∈W1 以及 u2 ∈W2 使得 u = u1 +u2, 同理存在 v1 ∈W1

以及 v2 ∈W2 使得 v = v1 +v2. 因此 u+ rv = (u1 +u2)+ r(v1 +v2) = (u1 + rv1)+(u2 + rv2).
然而 W1 是 subspace, 由 u1,v1 ∈W1 以及 r ∈ F 知 u1 + rv1 ∈W1. 同理知 u2 + rv2 ∈W2, 故得
W1 +W2 是 V 的 subspace.

現對任意 u ∈W1 +W2, 因為存在 w1 ∈W1,w2 ∈W2 滿足 u = w1 +w2, 故由 W1 ⊆W 以及

W2 ⊆W 知 w1,w2 ∈W , 因此由 W 是 subspace 知 u = w1 +w2 ∈W , 得證 W1 +W2 ⊆W . □

Question 3.7. 假設 n ≥ 3, W1,W2, . . . ,Wn 皆為 vector space V 的 subspaces. 學習 Definition
3.3.7 的定義方法, 你覺得要如何定義 W1 +W2 + · · ·+Wn 才能讓它為包含 W1,W2, . . . ,Wn 最

小的 subspace 呢?

3.4. Linear Combination and Span of Vectors

在這一節中, 我們將介紹線性組合的概念.

當 V 是 vector space over F, 要如何得到 V 的 subspace 呢? 我們可以在 V 中先找

到一個 v ∈ V 然後找包含 v 的集合使其為包含 v 最小的 subspace. 首先這個集合必須
包含所有 F 中的元素與 v 的係數積, 如此方可保證係數積的封閉性. 所以我們考慮集合
{rv | r ∈ F}. 這個集合不只對 F 的係數積有封閉性, 而且有加法的封閉性, 事實上它就是
包含 v 最小的 subspace 了. 我們用 Span(v) 來表示它, 意即 v 所 span (展成) 的向量空
間. 我們來驗證 Span(v) 確為 V 的 subspace. 首先由於 0 = 0v, 所以的確有 0 ∈ Span(v).
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接著, 若 u,w ∈ Span(V ), 表示存在 s, t ∈ F 滿足 u = sv 且 w = tv, 因此對任意 r ∈ F, 我
們有 u+ rw = (sv) + r(tv) = (s+ rt)v. 由於 s+ rt ∈ F, 我們有 (s+ rt)v ∈ Span(v), 亦即
u+ rw ∈ Span(v). 得證 Span(v) 為 V 的 subspace.

現若 u,v ∈V , 既然 Span(u),Span(v) 為 V 的 subspace, 由上一節 subspace 的 sum 的概
念, 我們知 Span(u)+Span(v) 亦為 V 的 subspace. 依定義

Span(u)+Span(v) = {ru+ sv | r,s ∈ F}.

由於它是包含 u,v 最小的 subspace, 我們視之為由 u,v 所展成的 subspace, 故一般用
Span(u,v) 來表示. 而 Span(u,v) 中的元素, ru+ sv 就稱之為 u,v 的 linear combination (線
性組合). 這個概念可以推廣到一般有限多個向量的情況, 我們有以下的定義.

Definition 3.4.1. 假設 V 為 vector space over F, 且 v1, . . . ,vn ∈ V . 對於任意 c1, . . . ,cn ∈
F, 我們稱 c1v1 + · · ·+ cnvn 為 v1, . . . ,vn 的 linear combination. 所有 v1, . . . ,vn 的 linear
combination 所成的集合, 我們用 Span(v1, . . . ,vn) 來表示, 亦即

Span(v1, . . . ,vn) = {
n

∑
i=1

civi | c1, . . . ,cn ∈ F}.

我們可以直接驗證 Span(v1, . . . ,vn) 會是 V 的 subspace (或是利用 sum 的概念, 參見
Question 3.7). 事實上它是包含 v1, . . . ,vn 最小的 subspace. 這是因為若W 是 V 的 subspace
且 v1, . . . ,vn ∈W , 則由 W 的加法與係數積的封閉性得 Span(v1, . . . ,vn)⊆W .

其實我們不只談論有限多個 V 中的向量所展成的 subspace, 我們也可談論 V 中任意的

非空子集合所展成的 subspace. 不過這裡要注意的是, 我們每次只能處理有限多個向量的加
法, 所以線性組合也僅能是有限多個向量的線性組合. 因此當 V 中的子集合 S 有無窮多個

元素時, S 的 span 是由 S 中有限多個向量的線性組合所組成的. 我們有以下的定義.

Definition 3.4.2. 假設 V 為 vector space over F 且 S 是 V 的非空子集. 則定義

Span(S) = {
n

∑
i=1

civi | n ∈ N, v1, . . . ,vn ∈ S, c1, . . . ,cn ∈ F}.

要提醒大家注意, 在 Definition 3.4.1 中 Span(v1, . . . ,vn) 的定義, 由於涉及 v1, . . . ,vn 這

n 個給定的向量, 所以在此我們用集合表示法說明 Span(v1, . . . ,vn) 的元素時不必提及 n 和

v1, . . . ,vn 是什麼. 然而在 Definition 3.4.2 中當我們用集合表示法說明 Span(S) 的元素時, 我
們是在 S 中任選 n 個元素 v1, . . . ,vn, 這 n 和 v1, . . . ,vn 是變動的, 所以必須寫下表示 n 是任

意可能的正整數, 而 v1, . . . ,vn 是 S 中任意可能的向量.

事實上 Span(S) 也會是 V 的 subspace. 首先 S 不是空集合, 所以存在 v ∈ S, 此時考慮
0v = 0, 由 Span(S) 的定義 (取 n = 1, v1 = v, c1 = 0), 知 0 ∈ Span(S). 現若 u,v ∈ Span(S)

且 r ∈ F, 則由於 u = c1u1 + · · ·+ cnun, 其中 n ∈ N, u1, . . . ,un ∈ S 且 c1, . . . ,cn ∈ F 以及
v = c′1v1 + · · ·+ c′mvm, 其中 m ∈ N, v1, . . . ,vm ∈ S 且 c′1, . . . ,c

′
m ∈ F, 我們有

u+ rv = c1u1 + · · ·+ cnun + rc′1v1 + · · ·+ rc′mvm,

仍符合 Span(S) 中元素之定義, 故知 u+ rv ∈ Span(S) 得證 Span(S) 為 V 的 subspace.
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在我們寫下一些向量的線性組合時, 前面乘的係數若是 0, 通常我們的省略不寫. 例如
2v1 +3v2 +0v3 是 v1,v2,v3 的一個線性組合, 不過我們通常寫成 2v1 +3v2. 基於這個原因再
加上我們希望任何集合的 span 皆為 vector space, 因此當 S 是空集合 (用 /0 表示), 我們定
義 Span(S) = Span( /0) = {0} 這一個 zero subspace.

給定一個 vector space V , 若能找到一個 subset S 使得 Span(S) = V , 這當然很好, 表示
我們可以用較小的集合 S 就能描述 V . 特別的, 若 S 是有限個元素的集合那就更好, 表示僅
需有限多個元素就能 “掌握” V 中所有的元素.

Definition 3.4.3. 假設 V 為 vector space over F 且 S ⊆V . 若 Span(S) =V , 則稱 S 為 V 的

一組 spanning set. 此時我們說 S generates (或 spans V ). 特別的, 若能找到 finite set (即僅
有有限個元素的集合) S 滿足 Span(S) =V , 此時我們稱 V 為 finitely generated vector space.

為何特別稱之為 finitely generated vector space 呢? 這表示此 vector space 中所有的
元素都可表示成固定有限多個元素的線性組合. 一般的 vector space, 有可能不是 finitely
generated, 所以要區分出來, 我們看以下的例子.

Example 3.4.4. 我們討論前面提的一些 vector space 哪些是 finitely generated vector
space.

(A) Mm×n(F)是 finitely generated. 因為考慮 Ei j ∈ Mm×n(F), 表示 (i, j)-th entry為 1, 其
他 entry為 0的 m×n matrix. 很容易看出所有的 m×n matrix皆可寫成 Ei j 其中 1 ≤ i ≤ m,
1 ≤ j ≤ n 的 linear combination. 所以 {Ei j | 1 ≤ i ≤ m,1 ≤ j ≤ n} 是 Mm×n(F) 的 spanning
set, 也因此 Mm×n(F) 是 finitely generated vector space.

(B) P(F) 不是 finitely generated vector space. 這是因為如果 { f1(x), . . . , fn(x)} 為 P(F)
的 spanning set, 假設 f1(x), . . . , fn(x) 的最高次為 m, 則任何 f1(x), . . . , fn(x) 的 linear combi-
nation c1 f1(x)+ · · ·+ cn fn(x) 的次數皆不可能大於 m. 也就是說 Span( f1(x), . . . , fn(x)) 不可

能包含次數大於 m 的多項式. 此與 { f1(x), . . . , fn(x)} 為 P(F) 的 spanning set 明顯不合, 故
知 P(R) 不可能是 finitely generated. 不過次數小於等於 n 的多項式所成的集合 Pn(F) 就是
finitely generated vector space. 很容易看出 {xn, . . . ,x,1} 就是 Pn(F) 的 spanning set.

大家或許直覺會認為 finite generated vector space 的 subspace 一定也是 finitely gener-
ated. 這是對的, 不過證明卻不是如直覺那麼簡單 (大家不妨現在試著證明看看). 它的證明
等到介紹完 linearly independence 的概念, 我們就可以處理.

談到 Span(S), 我們自然會需要探討那些元素會是 Span(S) 的元素. 我們看以下的例子.

Example 3.4.5. 在 P3(R) 中考慮 u = x3 −2x2 −5x−3 and v = 3x3 −5x2 −4x−9. 我們要檢
查 2x3 −2x2 +12x−6 和 3x3 −2x2 +7x+8 是否屬於 Span(u,v). 首先檢查是否存在 a,b ∈ R
使得 2x3 −2x2 +12x−6 = au+bv = a(x3 −2x2 −5x−3)+b(3x3 −5x2 −4x−9) 比較係數後我
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們發現 a,b 需滿足聯立方程組 
a+3b = 2

−2a−5b =−2
−5a−4b = 12
−3a−9b =−6

利用上一章解聯立方程組的方法, 我們解得 a = −4,b = 2, 因此得到 2x3 − 2x2 + 12x− 6 ∈
Span(u,v). 同樣的我們要檢查是否存在 a,b ∈ R 使得 3x3 − 2x2 + 7x+ 8 = au+ bv = a(x3 −
2x2 −5x−3)+b(3x3 −5x2 −4x−9) 比較係數後我們發現 a,b 需滿足聯立方程組

a+3b = 3
−2a−5b =−2
−5a−4b = 7
−3a−9b = 8

結果發現此聯立方程組無解, 因此知 3x3 −2x2 +7x+8 ̸∈ Span(u,v).

我們可以討論更一般的情形, 即探討何時 f (x) = c1x3 + c2x2 + c3x+ c4 會屬於 Span(u,v).
依定義, 這表示存在 a,b ∈ R 使得 c1x3 + c2x2 + c3x+ c4 = a(x3 −2x2 −5x−3)+b(3x3 −5x2 −
4x−9) 比較係數後我們發現 a,b 需滿足聯立方程組

a+3b = c1
−2a−5b = c2
−5a−4b = c3
−3a−9b = c4

利用 elementary row operation 我們將 augmented matrix
1 3 c1

−2 −5 c2
−5 −4 c3
−3 −9 c4

 .
轉換得 reduced echelon form 

1 0 −5c1 −3c2
0 1 2c1 + c2
0 0 −17c1 −11c2 + c3
0 0 3c1 + c4

 .
這告訴我們此聯立方程組有解若且唯若 −17c1 −11c2 + c3 = 0 且 3c1 + c4 = 0 且有解時其解

為 a =−5c1 −3c2,b = 2c1 +c2. 也就是說當 −17c1 −11c2 +c3 = 0 且 3c1 +c4 = 0 時, 多項式
f (x) = c1x3 + c2x2 + c3x+ c4 會屬於 Span(u,v) 且此時 f (x) = (−5c1 −3c2)u+(2c1 + c2)v.

在這一節最後, 我們列下一些有關 Span(S) 的性質.

Lemma 3.4.6. 假設 V 為 vector space over F 且 S ⊆V , 則 Span(S) 是 V 中包含 S 最小的

subspace. 換句話說, 若 W 是 V 的 subspace 且 S ⊆W , 則 Span(S)⊆W .

Proof. 依定義 S ⊆ Span(S) 且我們已知 Span(S) 是 V 的 subspace. 現假設 W 是 V 的

subspace 且 S ⊆W , 我們要說明 Span(S)⊆W . 對任意 v ∈ Span(S), 我們知存在 v1, . . . ,vn ∈ S

以及 c1, . . . ,cn ∈ F使得 v=∑n
i=1 civi. 現因 S ⊆W ,我們有 v1, . . . ,vn ∈W ,故由W 是 subspace,

得證 v = ∑n
i=1 civi ∈W . □
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利用 Lemma 3.4.6, 我們馬上可知若 S1 ⊆ S2, 則 Span(S1) ⊆ Span(S2). 這當然可直接用
定義來證明, 不過利用 Lemma 3.4.6, 我們就可以直接套用, 而省去許多繁瑣的論證. 這是
因為 Span(S2) 是 V 的 subspace 又 S1 ⊆ S2 ⊆ Span(S2), 故套用 Lemma 3.4.6 (考慮 S = S1,
W = Span(S2) 的情形) 得證 Span(S1) ⊆ Span(S2). 利用這個概念我們也可以很快的處理
Span 對兩集合交集及聯集的影響.

當 S1,S2 是 V 的 subsets, 我們可以考慮 Span(S1 ∩ S2) 和 Span(S1)∩Span(S2) 的關係.
由於 S1 ∩ S2 ⊆ S1, 我們有 Span(S1 ∩ S2) ⊆ Span(S1). 同理 Span(S1 ∩ S2) ⊆ Span(S2). 由於
Span(S1 ∩S2) 同時包含於 Span(S1) 和 Span(S2) 可推得 Span(S1 ∩S2) ⊆ Span(S1)∩Span(S2).
不過反向 Span(S1 ∩ S2) ⊇ Span(S1)∩ Span(S2) 就不一定成立, 主要原因是取集合的交集
遠比 Span 後再取交集小的多. 例如在 R2 上考慮 S1 = {(1,1)}, S2 = {(2,2)}. 我們有
S1∩S2 = /0所以 Span(S1∩S2) = Span( /0) = {0}; 不過 Span(S1) = {(r,r) | r ∈R}= Span(S2), 所
以 Span(S1 ∩S2) = {0}⊊ Span(S1)∩Span(S2).

接下來我們看聯集的情況. 因為 S1 ⊆ S1∪S2 且 S2 ⊆ S1∪S2,我們有 Span(S1)⊆ Span(S1∪
S2) 以及 Span(S2) ⊆ Span(S1 ∪ S2), 所以當然 Span(S1)∪ Span(S2) ⊆ Span(S1 ∪ S2). 不過
Span(S1)∪Span(S2)比起 Span(S1∪S2)太小了,事實上我們知道 Span(S1)∪Span(S2)在大多數

的情況甚至不是 subspace (Proposition 3.3.6). 不過 Proposition 3.3.8 告訴我們 Span(S1)+

Span(S2) 是包含 Span(S1) 和 Span(S2) 最小的 subspace, 因此由 Span(S1 ∪S2) 包含 Span(S1)

和 Span(S2) 且是 subspace 得 Span(S1)+Span(S2) ⊆ Span(S1 ∪ S2). 另一方面 Span(S1 ∪ S2)

是包含 S1 ∪S2 最小的 subspace, 然而 S1 ⊆ Span(S1)+Span(S2) 且 S2 ⊆ Span(S1)+Span(S2),
再加上 Span(S1)+Span(S2) 是 subspace, 所以我們也有 Span(S1 ∪S2)⊆ Span(S1)+Span(S2).
因此證得 Span(S1 ∪S2) = Span(S1)+Span(S2). 我們總結以上的結果如下.

Proposition 3.4.7. 假設 V 為 vector space over F 且 S1,S2 皆為 V 的 subsets.

(1) 若 S1 ⊆ S2, 則 Span(S1)⊆ Span(S2).

(2) Span(S1 ∩S2)⊆ Span(S1)∩Span(S2).

(3) Span(S1 ∪S2) = Span(S1)+Span(S2).

3.5. Linearly Dependence and Independence

Spanning set 的概念是處理 linear combination 的存在性, 也就是了解一個向量可不可以寫
成一些特定向量的線性組合; 而 linear independence 的概念便是處理 linear combination 的
唯一性, 也就是說寫成線性組合的方法是否唯一. 這一節中便是探討 linearly independent
的概念.

考慮 over F 的 vector space V . 若 v1,v2,v3 ∈ V , 我們知道 Span(v1,v2,v3) 為 V 中包含

v1,v2 以及 v3 最小的 subspace. 這個 subspace 很容易掌握, 因為每個元素都是 v1,v2,v3 的

線性組合, 我們只要了解 v1,v2,v3 就可以瞭解這個 subspace. 當然了, 若能用較少的元素就
能掌握整個 subspace 就更好, 所以我們自然會問這裡 v1,v2,v3 有沒有多餘, 不必要的呢?
這是有可能的, 例如若 v3 ∈ Span(v1,v2), 則 Span(v1,v2) = Span(v1,v2,v3). 所以此時僅要了
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解 v1,v2 就夠了. 當 v3 ∈ Span(v1,v2) 表示存在 r1,r2 ∈ F 使得 v3 = r1v1 + r2v2, 此時表示 v3

和 v1,v2, 是有關係的, 我們稱 v1,v2,v3 是 linearly dependent (線性相依或線性相關). 不過
要注意 v3 ∈ Span(v1,v2) 並不表示 v1 ∈ Span(v2,v3). 我們看以下的例子.

Example 3.5.1. 在 R2 中考慮 v1 = (1,0), v2 = (1,1), v3 = (2,2). 我們有 v3 ∈ Span(v1,v2),
因為 v3 = (2,2) = 0(1,0)+ 2(1,1) = 0v1 + 2v2 ∈ Span(v1,v2). 不過 v1 ̸∈ Span(v2,v3), 因為
(1,0) 無法寫成 (1,1) 和 (2,2) 的線性組合.

因此當我們要檢查 v1,v2,v3 之間是否有線性關係, 不能只檢查是否 v3 ∈ Span(v1,v2)

還要檢查是否 v1 ∈ Span(v2,v3) 以及 v2 ∈ Span(v1,v3). 不過分開檢查這三種情況有點麻
煩. 我們再深入看一下這三種情況代表甚麼. 當 v1 ∈ Span(v2,v3), 表示存在 r,s ∈ F 使得
v1 = rv2+sv3,也就是說 1v1+(−r)v2+(−s)v3 = 0. 同理, v2 ∈ Span(v1,v3)和 v3 ∈ Span(v1,v2)

分別表示存在 r′,s′ ∈ F 和 r′′,s′′ ∈ F 分別使得 v2 = r′v1 + s′v3 和 v3 = r′′v1 + s′′v2. 也就是說
當 (1) v1 ∈ Span(v2,v3), (2) v2 ∈ Span(v1,v3) 或 (3) v3 ∈ Span(v1,v2) 其中有一個發生時, 我
們會有相對應的

1v1 + (−r)v2 + (−s)v3 = 0 (1)
(−r′)v1 + 1v2 + (−s′)v3 = 0 (2)
(−r′′)v1 + (−s′′)v2 + 1v3 = 0 (3)

這三種可能的情況發生, 其中 r,s,r′,s′,r′′,s′′ ∈ F. 不過不管 (1), (2), (3) 哪一種情況發生,
總有一個 vi 其前面的係數是 1, 不為 0. 也就是說我們可找到不全為 0 的 c1,c2,c3 使得

c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0. 反之若能找到 c1,c2,c3 不全為 0 使得 c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0, 我們
就可將前面係數 ci 不等於 0 的 vi 寫成另兩個向量的線性組合. 例如若 c1 ̸= 0, 則可得
v1 = (−c′1c2)v2+(−c′1c3)v3,其中 c′1 為 c1 的乘法反元素 (因 c1 ̸= 0). 由此可知,存在 c1,c2,c3

不全為 0 使得 c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0 和前面所提 (1), (2), (3) 三種情況是等價的, 因此我們
用此方法來定義 v1,v2,v3 為 linearly dependent.

讓我們把以上概念推廣到任意多個向量的情況. 我們稱一組向量為 linearly dependent,
指的是這一組向量之間有關係, 也就是說其中有一個向量是其他向量的線性組合. 例如假設
v1, . . . ,vn 為 linearly dependent, 就表示其中有一個 vi 可以寫成 v1, . . . ,vi−1,vi+1, . . . ,vn 的線

性組合. 每次要提有一個 vi 是其他向量的線性組合有點麻煩. 不過若我們更進一步觀察, 此
時 vi = r1v1 + · · ·+ rn−1vn−1 + rn+1vn+1 + · · ·+ rnvn, 其中這些 r j 皆為實數. 所以我們得

r1v1 + · · ·+ rn−1vn−1 +(−1)vi + rn+1vn+1 + · · ·+ rnvn = 0.

也就是說我們找到一組不全為 0 的實數 c1, . . . ,cn 使得 c1v1 + · · ·+ cnvn = 0. 反之, 若存在一
組不全為 0 的實數 c1, . . . ,cn 使得 c1v1 + · · ·+ cnvn = 0. 我們假設 ci ̸= 0, 此時令 c′i 為 ci 的

乘法反元素 (即 cic′i = 1), 可得

vi = (−c1c′i)v1 + · · ·+(−ci−1c′i)vi−1 +(−ci+1c′i)vi+1 + · · ·+(−cnc′i)vn,

也就是說 vi 可以寫成 v1, . . . ,vi−1,vi+1, . . . ,vn 的線性組合. 由此可知, 存在一組不全為 0 的

實數 c1, . . . ,cn 使得 c1v1 + · · ·+ cnvn = 0 就等同於 v1, . . . ,vn 這一組向量之間有關係. 由於這
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個方式來表達線性相關不必敘述其中哪一個向量是其他向量的線性組合, 較為簡潔. 一般就
以這個方式來定義線性相關.

Definition 3.5.2. 假設 V 是一個 vector space over F, 且 v1, . . . ,vn ∈V , 若存在一組不全為
0 的 c1, . . . ,cn ∈ F 使得

c1v1 + · · ·+ cnvn = 0,

則稱 v1, . . . ,vn 為 linearly dependent (線性相依或線性相關). 反之,若 v1, . . . ,vn 不是 linearly
dependent, 則稱為 linearly independent (線性獨立).

這個定義可以推廣到 V 的任意子集合. 若 S ⊆ V , 且 S 中存在相異 v1, . . . ,vn ∈ S 使得

v1, . . . ,vn 為 linearly dependent, 則稱集合 S 為 linearly dependent; 反之, 若 S 不是 linearly
dependent, 表示任意的一組相異向量 v1, . . . ,vn ∈ S 皆為 linearly independent, 則稱 S 為

linearly independent. 在此定義之下空集合 /0 是 linearly independent, 因為我們無法在
/0 中找到任何 v1, . . . ,vn 是 linearly dependent. 另一方面, 若 0 ∈ S, 則 S 一定是 linearly
dependent. 因為 0 本身一個元素就是 linearly dependent. 原因是 10 = 0, 所以我們找到一
個係數不為 0 的 0 的線性組合. 因此依定義 S 為 linearly dependent.

一般來說, 除了上述 S = /0和 0 ∈ S 這兩種情況外, 要說明 S 是否為 linearly independent
並不是馬上能看出來的. 通常當我們要證明一組向量 v1, . . . ,vn 為 linearly independent, 我
們有以下兩個方法: 第一個方法就是先設 c1v1 + · · ·+ cnvn = 0, 再證明此時 c1, . . . ,cn 必全為

0. 第二種方法, 就是所謂的反證法, 亦即先假設 v1, . . . ,vn 為 linearly dependent (也就是說
假設存在不全為 0 的 c1, . . . ,cn ∈ F 使得 c1v1 + · · ·+ cnvn = 0), 再推得矛盾. 第一個方法通常
在有具體的向量時使用, 而處理抽象的情形大多使用第二種方法, 如下面的例子.

Example 3.5.3. 假設 V 為 vector space over F 且 v1, . . . ,vn ∈ V 為 linearly independent.
這表示 v1, . . . ,vn 之間沒有線性關係. 因此可以理解若我們在 v1, . . . ,vn 中移除 vn, 則
v1, . . . ,vn−1 這一組向量應仍為 linearly independent. 要證明這一個事實, 若我們用第一個方
法, 很難由 c1v1 + · · ·+ cn−1vn−1 = 0 推得 c1, . . . ,cn−1 必全為 0. 然而若利用第二個方法, 即
假設存在不全為 0 的實數 c1, . . . ,cn−1 使得 c1v1 + · · ·+ cn−1vn−1 = 0. 此時令 cn = 0, 我們得
到一組不全為 0 的實數 c1, . . . ,cn 使得

c1v1 + · · ·+ cn−1vn−1 + cnvn = c1v1 + · · ·+ cn−1vn−1 = 0.

此與 v1, . . . ,vn ∈ Rm 為 linearly independent 的假設相矛盾, 故得證 v1, . . . ,vn−1 為 linearly
independent. 大家應可以看出,我們其實是證明了當 v1, . . . ,vn−1 ∈Rm 為 linearly dependent
時, 加入任意的 vn ∈ Rn 後, v1, . . . ,vn−1,vn 也是 linearly dependent.

Question 3.8. 假設 V 為 vector space over F 且 S ⊆ S′ ⊆V . 試說明以下的對錯.

(1) 若 S 為 linearly independent, 則 S′ 為 linearly independent.

(2) 若 S 為 linearly dependent, 則 S′ 為 linearly dependent.

(3) 若 S′ 為 linearly independent, 則 S 為 linearly independent.

(4) 若 S′ 為 linearly dependent, 則 S 為 linearly dependent.
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在 Example 3.5.3 中, 我們知道當 v1, . . . ,vn ∈ V 這一組向量為 linearly independent 時,
在這一組向量中移除一些向量, 仍不會改變其 linearly independent 的性質. 但若加入
新的向量情況可能改變. 下一個定理就是告訴我們何時加入新的向量仍會保持 linearly
independent.

Lemma 3.5.4. 假設 V 為 vector space over F且 v1, . . . ,vn,vn+1 ∈V . 若已知 v1, . . . ,vn 為 lin-
early independent,則 v1, . . . ,vn,vn+1為 linearly independent若且唯若 vn+1 ̸∈ Span(v1, . . . ,vn).

Proof. 如果 vn+1 ∈ Span(v1, . . . ,vn), 表示 v1, . . . ,vn,vn+1 之間有線性關係, 即為 linearly de-
pendent. 故知若 v1, . . . ,vn,vn+1 為 linearly independent, 不可能會有 vn+1 ∈ Span(v1, . . . ,vn)

的情形發生. 得證 vn+1 ̸∈ Span(v1, . . . ,vn).

反之, 假設 vn+1 ̸∈ Span(v1, . . . ,vn) 我們要證明 v1, . . . ,vn,vn+1 為 linearly independent.
利用反證法, 即設 v1, . . . ,vn,vn+1 為 linearly dependent, 也就是說存在一組不全為 0 的實數

c1, . . . ,cn,cn+1 使得 c1v1+ · · ·+cnvn+cn+1vn+1 = 0. 我們知此時 cn+1 必為 0, 否則由 cn+1 ̸= 0

知存在 c′n+1 ∈ F 使得 cn+1c′n+1 = 1 此時

vn+1 = (−c1c′n+1)v1 + · · ·+(−cnc′n+1)vn,

會得到 vn+1 ∈ Span(v1, . . . ,vn) 之矛盾. 因此由 cn+1 = 0, 得 c1, . . . ,cn 不全為 0 且使得

c1v1 + · · ·+ cnvn = 0,

亦即 v1, . . . ,vn 為 linearly dependent. 這和已知的假設 v1, . . . ,vn 為 linearly independent 相
矛盾, 故得證 v1, . . . ,vn,vn+1 為 linearly independent. □

我們常常看到一個 vector space 中, 若一個集合中向量的個數太多時, 就不會是 linearly
independent了. 例如在 R2 中任意 3個向量 v1 = (a1,b1),v2 = (a2,b2),v3 = (a3,b3)就一定會

linearly dependent. 這事實的原因便是我們要找到 c1,c2,c3 ∈ R 使得 c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0,
就等同於解

x1v1 + x2v2 + x3v3 = x1(a1,b1)+ x2(a2,b2)+ x3(a3,b3) = (0,0),

亦即解聯立方程組 {
a1x1 +a2x2 +a3x3 = 0
b1x1 +b2x2 +b3x3 = 0

這是有三個未知數 x1,x2,x3 但僅有兩個方程式的齊次聯立方程組, 我們知道一定有無窮多
解, 也就是說存在 c1,c2,c3 ∈ R 不全為 0 使得 c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0. 因此 v1,v2,v3 一定是

linearly dependent. 我們可以利用這個概念證明以下著個重要的定理.

Lemma 3.5.5. 設 V 為 vector space over F且 v1, . . . ,vn ∈V . 若 w1, . . . ,wm ∈ Span(v1, . . . ,vn)

且 m > n, 則 w1, . . . ,wm 為 linearly dependent.

Proof. 由於 w1, . . . ,wm ∈ Span(v1, . . . ,vn), 因此對任意 j = 1, . . . ,m, w j 都可以寫成 v1, . . . ,vn

的 linear combination. 也就是說, 存在 a1, j, . . . ,ai, j, . . . ,an, j ∈ R 使得

w j = a1, jv1 + · · ·+ai, jvi + · · ·+an, jvn.
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現在我們要找到 c1, . . . ,cm ∈ R 不全為 0 使得 c1w1 + · · ·+ cmwm = 0, 便證得 w1, . . . ,wm 為

linearly dependent. 現將 c1w1+ · · ·+cmwm中每一個 w j 換成 v1, . . . ,vn的 linear combination
後會等於

(c1a1,1 + · · ·+ cma1,m)v1 + · · ·+(c1ai,1 + · · ·+ cmai,m)vi + · · ·+(c1am,1 + · · ·+ cmam,m)vm. (3.1)

因此若我們能找到 c1, . . . ,cm ∈ F 使得式子 (3.1) 中每個 vi 的係數等於 0, 便可得到
c1w1 + · · ·+ cmwm = 0. 因此我們只要找到聯立方程組

a1,1x1 + · · ·+a1,mxm = 0
...

ai,1x1 + · · ·+ai,mxm = 0
...

an,1x1 + · · ·+an,mxm = 0

的一組解 x1 = c1, . . . ,xm = cm, 就可以使得 c1w1 + · · ·+ cmwm = 0. 然而這個 homogeneous
linear system 的方程式個數 n 少於未知數個數 m. 也就是說將它對應的矩陣化為 echelon
form 時, 其 pivot 的個數 (小於等於 n) 必少於 variables 的個數 m, 也就是存在著 free
variables, 因此由此方程組有 x1 = · · ·= xn = 0 這一組解知此方程組有其他解 (參考 Lemma
1.3.4), 即存在不全為 0 的 c1, . . . ,cm ∈ F 使得 x1 = c1, . . . ,xm = cm 為其一組解. 故得證
w1, . . . ,wm 為 linearly dependent. □

Question 3.9. 假設 v1, . . . ,vn 為 linearly independent. 若 w1, . . . ,wk ∈ Span(v1, . . . ,vn) 且

k < n, 試證明 Span(w1, . . . ,wk) ̸= Span(v1, . . . ,vn).

假設 W 為 V 的 subspace, 且 w1, . . . ,wn ∈ W 為 linearly independent. 如果 w1, . . . ,wn

不是 W 的 spanning vectors (即 Span(w1, . . . ,wn) ⊊ W ), 則我們可以在 W 中選取 wn+1 滿

足 wn+1 ̸∈ Span(w1, . . . ,wn). 此時 Lemma 3.5.4 告訴我們 w1, . . . ,wn,wn+1 仍保持 linearly
independent. 利用這個概念我們可以回答 finitely generated vector space 的 subspace 也是
finitely generated.

Proposition 3.5.6. 假設 V 為 finitely generated vector space. 若 W 為 V 的 subspace, 則
W 為 finitely generated vector space.

Proof. 依 V 為 finitely generated 的假設, 存在 v1, . . . ,vn ∈V 滿足 Span(v1, . . . ,vn) =V . 由
於 {0}= Span(0) 為 finitely generated, 我們僅需要考慮 W ̸= {0} 的情況. 我們用反證法, 假
設 W 不是 finitely generated. 現任取 w1 ∈W 其中 w1 ̸= 0. 由於 W 不是 finitely generated,
我們知 Span(w1) ̸= W , 亦即存在 w2 ∈ W 且 w2 ̸∈ Span(w1). 由 Lemma 3.5.5 知 w1,w2 為

linearly independent. 同理, 因 W 不是 finitely generated, 我們知 Span(w1,w2) ̸= W 亦即

存在 w3 ∈W 且 w3 ̸∈ Span(w1,w2). 由 Lemma 3.5.4 知 w1,w2,w3 為 linearly independent.
這樣一直下去, 利用數學歸納法假設我們得 w1, . . . ,wk ∈ W 為 linearly independent. 由於
Span(w1, . . . ,wk) ̸= W , 存在 wk+1 ∈ W 且 wk+1 ̸∈ Span(w1, . . . ,wk). 因此再由 Lemma 3.5.4
知 w1, . . . ,wk,wk+ 為 linearly independent. 我們利用數學歸納法證明了, 若 W 不是 finitely
generated,則對任意 m ∈N,皆存在 w1, . . . ,wm ∈W 為 linearly independent. 然而這在 m > n
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是會造成矛盾的. 因為此時由於 w1, . . . ,wm ∈W ⊆V = Span(v1, . . . ,vn), Lemma 3.5.5 告訴我
們 w1, . . . ,wm 必為 linearly dependent. 因此知 W 為 finitely generated vector space. □

Question 3.10. 利用在 P(F) 中對於任意 n ∈ N, xn,xn−1, . . . ,x,1 為 linearly independent,
證明 P(F) 不是 finitely generated vector space.

前面提過若 v1, . . . ,vn ∈V , 要知道 v ∈V 是否屬於 Span(v1, . . . ,vn) 這是一個存在性的問

題,也就是問是否存在 c1, . . . ,cn ∈F使得 v= c1v1+ · · ·+cnvn. 但若已知 v= c1v1+ · · ·+cnvn ∈
Span(v1, . . . ,vn), 是否會存在另一組 c′1, . . . ,c

′
n ∈ F 使得 v = c′1v1 + · · ·+ c′nvn 呢? 這個唯一性

的問題就會和 v1, . . . ,vn 是否為 linearly independent 有關了. 我們有以下的結果.

Proposition 3.5.7. 假設 V 為 vector space over F 且 v1, . . . ,vn ∈V .

(1) 若 v1, . . . ,vn為 linearly dependent,則對任意 v∈ Span(v1, . . . ,vn),將 v寫成 v1, . . . ,vn

的 linear combination的寫法不唯一. 也就是說存在 c1, . . . ,cn ∈F以及 c′1, . . . ,c
′
n ∈F

其中某個 ci ̸= c′i 使得 v = c1v1 + · · ·+ cnvn = c′1v1 + · · ·+ c′nvn.

(2) 若 v1, . . . ,vn 為 linearly independent, 則對任意 v ∈ Span(v1, . . . ,vn), 將 v 寫成
v1, . . . ,vn 的 linear combination 的寫法唯一. 也就是說若 v = c1v1 + · · ·+cnvn 則對

任意 c′1, . . . ,c
′
n ∈ F 其中某個 ci ̸= c′i, 皆有 v ̸= c′1v1 + · · ·+ c′nvn.

Proof. (1) 因為 v1, . . . ,vn 為 linearly dependent, 故存在 d1, . . . ,dn ∈ F 且某個 di ̸= 0 使得

d1v1 + · · ·+dnvn = 0. 現若 v = c1v1 + · · ·+cnvn, 考慮 c′j = c j +di ∈ F, for j = 1, . . . ,n. 此時因
di ̸= 0, 故知 ci ̸= c′i, 但我們仍有

c′1v1 + · · ·+ c′nvn = (c1 +d1)v1 + · · ·+(cn +dn)vn =

(c1v1 + · · ·+ cnvn)+(d1v1 + · · ·+dnvn) = c1v1 + · · ·+ cnvn +0 = c1v1 + · · ·+ cnvn.

(2) 現假設 v1, . . . ,vn 為 linearly independent, 對任意 v ∈ Span(v1, . . . ,vn), 假設存在
c1, . . . ,cn ∈ F 以及 c′1, . . . ,c

′
n ∈ F 滿足 v = c1v1 + · · ·+ cnvn 以及 v = c′1v1 + · · ·+ c′nvn, 此時

(c1 − c′1)v1 + · · ·+(cn − c′n)vn = 0, 故由 v1, . . . ,vn 為 linearly independent 知 c1 − c′1 = · · · =
cn − c′n = 0, 即 c1 = c′1, . . . ,cn = c′n, 得證 v 寫成 v1, . . . ,vn 的 linear combination 的寫法唯
一. □

3.6. Basis and Dimension

對於一個 vector space V , 我們希望能找到一個集合 S 使得 V = Span(S). 這樣我們要了解 V

便只要了解 S 即可. 當然了 S 越大越容易展成 V , 但是我們又希望其越小越好, 這樣就可以
用小一點的集合來了解 V . 如何找到這樣大小合宜的 S 便是 basis 的概念.

假設 V 是 over F 的 vector space 且 V ̸= {0}. 我們可以在 V 中任取非零向量 v1, 考慮
Span(v1). 若 Span(v1) = V , 則我們找到集合 S1 = {v1} 使得 Span(S1) = V , 且由於 v1 ̸= 0,
依定義 S1 是 linearly independent. 若 Span(v1) ⊊ V , 表示存在 v2 ∈ V 且 v2 ̸∈ Span(v1),
此時考慮 S2 = {v1,v2}. 由於 v2 ̸∈ Span(v1), 我們知 v1,v2 是 linearly independent, 故若
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Span(S2) =V , 我們找到了 S2 是 V 的 spanning set 且 S2 為 linearly independent. 這樣一直
下去假設我們找到 {v1, . . . ,vn} 為 V 的 spanning set 且為 linearly independent. 此時有了
spanning set 的存在性以及 linearly independent 的唯一性, 則 V 中的元素都可以唯一寫成

v1, . . . ,vn 的 linear combination, 也因此我們有以下的定義.

Definition 3.6.1. 假設 V 為 vector space. 若 {v1, . . . ,vn}為 V 的 spanning set且為 linearly
independent, 則稱 v1, . . . ,vn 為 V 的一組 basis.

首先要注意 spanning set 未必是 linearly independent. 例如在 R2 中 {v1 = (1,0),v2 =

(0,1),v3 = (1,1)} 是 R2 的 spanning set, 但不是 linearly independent (因 v3 = v1 +v2). 同
樣的 linearly independent 的元素未必形成 spanning set. 例如在 R3 中 w1 = (1,0,0),w2 =

(0,1,0) 就是 linearly independent, 但 Span(w1,w2) ̸=R3. 因此要說明 v1, . . . ,vn 為 V 的一組

basis, 必須說明 Span(v1, . . . ,vn) = V 以及 v1, . . . ,vn 為 linearly independent, 缺一不可. 當
然了, 若 {v1, . . . ,vn} 為 V 的 spanning set 或 {v1, . . . ,vn} 為 linearly independent 其中只要
任一項不滿足, 則知 {v1, . . . ,vn} 不是 V 的 basis. 例如前面舉的例子 v1,v2,v3 就不是 R2 的

basis, 而 w1,w2 也不是 R3 的 basis. 接下來我們看幾個常見的 vector space 的 basis.

Example 3.6.2. 假設 F 是一個 field, 我們考慮以下常見 over F 的 vector spaces.

(A) 在 Fn 中考慮 e1 = (1,0, . . . ,0),e2 = (0,1,0, . . . ,o), . . . ,en = (0,0, . . . ,o,1) (即 ei 為 i-th
entry為 1,其他 entry為 0的向量),由於對任意 (c1, . . . ,cn)∈ Fn,我們有 (c1, . . . ,cn) = c1e1+

· · ·+ cnen, 知 Span(e1, . . . ,ben) = Fn. 又若 c1e1 + · · ·+ cnen = 0, 表示 (c1, . . . ,cn) = (0, . . . ,0),
亦即 c1 = · · · = cn = 0, 故知 e1, . . . ,ben 為 linearly independent. 因此 e1, . . . ,en 為 Fn 的一

組 basis. 這一組 basis 是 Fn 中最直接且最常用的 basis 所以我們又稱之為 Fn 的 standard
basis.

(B) 在 Mm×n(F) 中, 考慮 Ei j, 為 (i, j)-th entry 為 1, 其他 entry 為 0 的 m× n matrix.
則利用和 Fn 上類似的證法, 我們可以知 {Ei j : 1 ≤ i ≤ m,1 ≤ j ≤ n} 是 Mm×n(F) 的 spanning
set 且為 linearly independent, 故為 Mm×n(F) 的一組 basis.

(C) 在 Pn(F) 中 {1,x,x2, . . . ,xn} 可展成 Pn(F) 且為 linearly independent, 所以是 Pn(F)
的 basis. 這組 basis 也稱為 Pn(F) 的 standard basis.

在 Definition 3.6.1 中 V 可由有限多個元素所展成, 所以此時的 V 依定義是 finitely
generated vector space (Definition 3.4.3), 不過我們提過一般的 vector space 未必會是
finitely generated, 所以對於一般的 vector space, 我們有以下 basis 的定義.

Definition 3.6.3. 假設 V 為 vector space且 S ⊆V . 若 S為 V 的 spanning set且為 linearly
independent, 則稱 S 為 V 的一組 basis.

由於我們已定義 Span( /0) = {0} 且 /0 為 linearly independent, 所以依照 Definition 3.6.3,
我們說空集合 /0 是 zero vector space {0} 的 basis. 另外在 Example 3.4.4 中我們知道 P(F)
不是 finitely generated. 然而很容易看出 {1,x,x2, . . .} 是 P(F) 的 spanning set 且為 linearly
independent, 所以 {1,x,x2, . . .} 是 P(F) 的 basis.
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我們碰到的第一個問題便是 basis 的存在性問題. 也就是說, 對於一般的 vector space 是
不是都會有 basis. 接下來我們要說明非零的 finitely generated vector space 都會有 basis.
其實這對於不是 finitely generated 的 vector space 也對, 不過由於這會牽涉到較抽象的
邏輯概念而且我們以後談論的 vector space 都是 finitely generated, 所以我們不去談論
它. 在本講義中我們僅探討 finitely generated vector space. 既然 V 為 finitely generated,
我們假設 S = {v1, . . . ,vn} 為其 spanning set. 此時若 v1, . . . ,vn 為 linearly independent,
則 S 就會是 V 的一組 basis. 但如果不幸的 v1, . . . ,vn 為 linearly dependent, 這表示存
在某個 vi 可寫成其他向量的線性組合，為了方便起見就設此向量為 vn 好了, 也就是說
vn ∈ Span(v1, . . . ,vn−1). 此時集合 S1 = {v1, . . . ,vn−1} 雖然元素變少了但仍為 V 的 spanning
set. 這是因為 V = Span(v1, . . . ,vn−1,vn) = Span(v1, . . . ,vn−1)+Span(vn) = Span(v1, . . . ,vn−1).

現若 S1 為 independent, 則 S1 便會是 V 的 basis. 若不是 independent, 我們又可如法炮製，
找到更少元素的 S2 滿足仍為 V 的 spanning set. 因為 S 的元素僅有有限多個，這樣的程序

一直下去，最終一定會停止。也就是最後會找到 S 的一個子集合，仍為 V 的 spanning set
且為 linearly independent, 也因此找到 V 的一組 basis. 這是我們找到 basis 的基本方法，
不過“一直下去＂這樣的說法不太好，最好用數學歸納法解釋，以下我們便用數學歸納法

證明。

Proposition 3.6.4. 假設 V ̸= {0} 為 vector space over F, 且 S ⊆V 為一個 finite set 滿足
V = Span(S). 則存在 S′ ⊆ S 為 V 的一組 basis. 也就是說, 若 V ̸= {0} 為 finitely generated
vector space over F, 則存在 v1, . . . ,vn ∈V 為 V 的一組 basis.

Proof. 我們對 S 的元素個數 n 做數學歸納法. 假設 n = 1, 即 V = Span(v1), 因 V ̸= {0},
知 v1 ̸= 0. 故由 v1 本身是 linearly independent, 得證 S = {v1} 是 V 的 basis. 假設 n = k

時成立, 亦即對所有有 k 元素的集合 S, 若 V = Span(S), 則存在 S′ ⊆ S 為 V 的 basis. 我
們要證明當 n = k+1 時亦成立. 現假設 S = {v1, . . . ,vk+1} 且 Span(S) = V , 若 S 為 linearly
independent, 則依定義令 S′ = S, 即為 V 的一組 basis. 而若 S 不是 linearly independent,
則不失一般性, 我們假設 vk+1 ∈ Span(v1, . . . ,vk). 此時令 S̃ = S \ {vk+1} = {v1, . . . ,vk}, 因
V = Span(S̃) 且 S̃ 的元素個數為 k, 故由歸納假設知存在 S′ ⊆ S̃ ⊆ S 為 V 的一組 basis. 得證
本定理. □

Proposition 3.6.4 說的是當 v1, . . . ,vn 是 V 的 spanning set, 則我們可以在 {v1, . . . ,vn}
中捨去一些元素使其為 linearly independent 且仍為 V 的 spanning set, 故可成為 V 的一

組 basis. 反之, 若 {v1, . . . ,vn} 為 V 的一組 linearly independent set, 則我們可以加入一
些元素擴大 {v1, . . . ,vn}, 使其成為 V 的 spanning set 且仍保持 linearly independent, 故
可成為 V 的一組 basis. 原因是若 S = {v1, . . . ,vn} 為 V 的 spanning set, 則 S 自然是 V

的一組 basis. 但如果不是 spanning set, 表示存在 vn+1 ∈ V 但 vn+1 ̸∈ Span(S). 此時考慮
S1 = S∪{vn+1} = {v1, . . . ,vn,vn+1}, 由 Lemma 3.5.4, S1 仍保持 linearly independent. 然而
此時 S1 的元素變多了且其所展成的空間也變大了。如果 Span(S1) = V , 則我們得 S1 為 V

的一組 basis. 若 S1 仍不是 spanning set, 則我們可以如法炮製，找到更多元素的 S2 使其

仍保持 linearly independent. 因為 linear independent 的集合其元素個數不可能大於 V 的
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spanning set 的個數 (Lemma 3.5.5), 這樣的程序一直下去，最終一定會停止。也就是最後
會找到一個包含 S 的一個集合，仍為 linearly independent 且為 V 的 spanning set, 也因此
找到 V 的一組 basis. 這是我們另一個找到 basis 的方法，不過“一直下去＂這樣的說法不
太好，所以以下我們依然便用數學歸納法證明。

Proposition 3.6.5. 假設 V ̸= {0} 為 vector space over F, 且 V = Span(u1, . . . ,um). 若
S = {v1, . . . ,vn} ⊆ V 為 linearly independent, 則存在 S′ ⊆ {u1, . . . ,um} 使得 S∪ S′ 為 V 的

basis.

Proof. 我們依然對 S 的元素個數做歸納法, 不過這次是做反向的歸納法. 注意因 V =

Span(u1, . . . ,um) 且 v1, . . . ,vn 為 linearly independent, 故由 Lemma 3.5.5 知 n ≤ m, 所以
我們可以假設 n = m− t, 其中 0 ≤ t ≤ m− 1. 我們要對 t 做 mathematical induction. 當
t = 0 時表示 m = n, 此時我們要說明 S = {v1, . . . ,vn} 為 V 的 spanning set. 這是因為
若 Span(S) ̸= V , 表示存在 w ∈ V 且 w ̸∈ Span(S), 故由 Lemma 3.5.4 知 {v1, . . . ,vn,w} 為
linearly independent, 但此時 {v1, . . . ,vn.w} 有 n+ 1 = m+ 1 個元素, 多於 Span(u1, . . . ,um)

的 m 個元素, 與 Lemma 3.5.5 相矛盾, 故知 S 為 V 的 spanning set. 再利用已知 S 為

linearly independent, 故令 S′ = /0 得證 S = S∪ S′ 為 V 的 basis. 現假設 t = k 時成立, 即
若 S = {v1, . . . ,vm−k} 為 linearly independent, 則存在 S′ ⊆ {u1, . . . ,um} 使得 S∪ S′ 為 V 的

basis. 現考慮 t = k+1 的情形, 即 S = {v1, . . . ,vm−k−1} 為 linearly independent. 首先考慮 S

是否為 V 的 spanning set. 若 V = Span(S), 則依定義知 S 為 V 的一組 basis, 故取 S′ = /0, 則
S′ ⊆ {u1, . . . ,um}, 且 S∪S′ = S 為 V 的 basis. 而若 Span(S) ̸=V , 表示 {u1, . . . ,um} 中必有一
元素 ui ̸∈ Span(S), 否則若 u1, . . . ,um 皆屬於 Span(S), 會造成 V = Span(u1, . . . ,um)⊆ Span(S)

之矛盾. 現考慮 S̃ = S∪{ui}, 因 ui ̸∈ Span(S) 由 Lemma 3.5.4 知 S̃ 為 linearly independent,
再由 S̃ 的元素個數為 m−k, 故由歸納假設知存在 S̃′ ⊆ {u1, . . . ,um} 使得 S̃∪ S̃′ 為 V 的 basis.
故令 S′ = {ui}∪ S̃′,我們有 S′ ⊆ {u1, . . . ,um}且 S∪S′ = S∪{ui}∪ S̃′ = S̃∪ S̃′ 為 V 的 basis. □

我們已經知道 finitely generated vector space 的 basis 是存在的, 不過它並不唯一. 例如
在 R2 中除了 standard basis {(1,0),(0,1)} 外, 我們很容易看出 {(1,1),(0,1)} 也可以是 R2

的 basis. 不過 basis 雖然不唯一, 不過在 finitely generated vector space 中組成 basis 的元
素個數是固定的. 我們有以下的定理.

Theorem 3.6.6. 假設 V 為 vector space over F, 且 {v1, . . . ,vn} 和 {u1, . . . ,um} 皆為 V 的

basis, 則 n = m.

Proof. 我們用反證法, 假設 n ̸= m, 不失一般性我們就假設 m > n. 因 V = Span(v1, . . . ,vn),
故 ui ∈ Span(v1, . . . ,vn), ∀ i = 1, . . . ,m. 因此由 Lemma 3.5.5 知 {u1, . . . ,um} 是 linearly de-
pendent. 此與 {u1, . . . ,um} 是 basis 的假設相矛盾, 故得證 m = n. □

Theorem 3.6.6 告訴我們組成 V 的一組 basis 的元素個數是固定的. 也就是說若找到 n

個元素形成 V 的 basis, 則 V 其他的 basis 一定也會是由 n 個元素所組成. 由於這個重要的
結果我們有以下的定義.
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Definition 3.6.7. 假設 V 是一個 finitely generated vector space over F. 組成 V 的一組

basis 的元素個數稱為 V over F 的 dimension (維度), 用 dimF(V ) 來表示.

由於組成 finitely generated vector space 的一組 basis 的元素個數是有限的, 所以以後
我們稱 finitely generated vector space 為 finite dimensional vector space.

Example 3.6.8. 我們探討在 Example 3.6.2 中的 finite dimensional vector space 的維度為
多少.

(A) 考慮 Fn 中的 standard basis {ei | 1 ≤ i ≤ n}, 因為共有 n 個元素所以 dimF(Fn) = n.

(B) 我們知道 {Ei j ∈ Mm×n | 1 ≤ i ≤ m,1 ≤ j ≤ n} 是 Mm×n(F) 的一組 basis. 因此
dimF(Mm×n) = m×n.

(C) 我們知道 {xn, . . . ,x,1} 是 Pn(F) 的 spanning set 且為 linearly independent. 故知
{xn, . . . ,x,1} 為 Pn(F) 的一組 basis, 因此 dimF(Pn(F)) = n+1.

大家或許注意到, 我們在表示維度的 dim 符號的下標特別標上 F, 即 dimF. 這個原因是
強調我們將 vector space 看成 over F 的 vector space 所得的 dimension. 我們曾經提過, 同
樣的集合我們有可能看成 over 不同的 field 的 vector space. 在此情況之下它們的 basis 也
就會不同, 也因此我們要標示用哪一個 field. 我們看以下的例子.

Example 3.6.9. 我們用 C 表示 complex numbers (複數) 所成的 field, 而用 R 表示 real
numbers (實數) 所成的 field. 現考慮集合 C2 = {(z1,z2) | z1,z2 ∈ C}. 很容易檢查用一般
的加法及係數積, C2 是 vector space over C, 也會是 vector space over R. 首先我們知道
{(1,0),(0,1)} 是 C2 看成 over C 的 vector space 的 basis (Example 3.6.2 (A) n = 2, F= C
的情況), 所以我們得 dimC(C2) = 2. 不過 {(1,0),(0,1)} 在 over R 之下就不是 basis 了.
很容易看出來任何 (1,0),(0,1) over R 的 linear combination 都無法表示 (i,0) 這一個 C2

的元素 (這裡 i 是滿足 i2 = −1 的純虛數). 不過 {(1,0),(i,0),(0,1),(0, i)} 就是 C2 over R
的 spanning set. 這是因為任意 C2 的元素都可以寫成 (a+ bi,c+ di) 其中 a,b,c,d ∈ R, 所
以可得 (a+bi,c+di) = a(1,0)+b(i,0)+ c(0,1)+d(0, i). 又 {(1,0),(i,0),(0,1),(0, i)} over R
是 linearly independent. 這是因為若 a,b,c,d 是實數滿足 a(1,0)+b(i,0)+ c(0,1)+d(0, i) =

(0,0),即表示 a+bi = 0且 c+di = 0,故得 a= b= c = d = 0. 由此知 {(1,0),(i,0),(0,1),(0, i)}
是 C2 over R 的 basis, 所以我們有 dimR(C2) = 4.

由 Example 3.6.9, 我們知道要說明一個 vector space 的 dimension 為何, 一定要說明
其 over 的 field 是甚麼. 不過一般情形, 當我們很明確知道 over 的 field 是甚麼而沒有如
Example 3.6.9 這種模稜兩可的情形, 我們便會省略直接用 dim(V ) 來表示其 dimension.

對於 finite dimensional vector space 有關於 dimension 的性質, 我們匯集如下. 再次
強調, 由於這裡我們只考慮 over 一個固定的 field F, 所以我們僅用 dim(V ) 來表示其

dimension.

Proposition 3.6.10. 假設 V 為 finite dimensional vector space over F.
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(1) 若 {v1, . . . ,vn} 為 V 的 spanning set, 則 dim(V )≤ n. 特別的, 若此時 v1, . . . ,vn 為

linearly dependent, 則 dim(V )< n.

(2) 若 {v1, . . . ,vn} 為 linearly independent, 則 dim(V )≥ n. 特別的, 若此時 {v1, . . . ,vn}
不是 V 的 spanning set, 則 dim(V )> n.

(3) 假設 v1, . . . ,vn ∈V . 下列的敘述為等價.
(a) v1, . . . ,vn 為 V 的一組 basis.
(b) dim(V ) = n 且 {v1, . . . ,vn} 為 V 的 spanning set.
(c) dim(V ) = n 且 {v1, . . . ,vn} 為 linearly independent.

(4) 若 W 為 V 的 subspace, 則 dim(W ) ≤ dim(V ). 特別的, 若 dim(W ) = dim(V ) 則

W =V .

Proof. 為了方便起見, 我們令 S = {v1, . . . ,vn}.

(1) 依假設 V = Span(S), 故利用 Proposition 3.6.4 知存在 S′ ⊆ S 為 V 的 basis. 也就是
說 S′ 的元素個數就是 V 的 dimension. 然而 S′ 是 S 的 subset, 所以其元素個數小於等於 S

的元素個數 n, 故得證 dim(V ) ≤ n. 現若 S 為 linearly dependent, 即表示存在 vi 可寫成 S

中其他元素的線性組合, 因此考慮 S̃ = S\{vi}, 我們仍有 Span(S̃) =V . 此時 S̃ 的元素個數為

n−1, 所以再套用前面所證的可得 dim(V )≤ n−1 < n.

(2) 依假設 S 是 linearly independent, 故利用 Proposition 3.6.5 知存在某個有限集合 S′

使得 S∪S′ 為 V 的 basis. 也就是說 S∪S′ 的元素個數就是 V 的 dimension. 然而 S ⊆ S∪S′,
所以 S∪ S′ 的元素個數大於等於 S 的元素個數 n, 故得證 dim(V ) ≥ n. 現若 S 不是 V 的

spanning set, 表示存在 w ∈V 且 w ̸∈ Span(S), 因此考慮 S̃ = S∪{w}, 我們仍有 S̃ 為 linearly
independent (Lemma 3.5.4). 此時 S̃ 的元素個數為 n+ 1, 所以再套用前面所證的可得
dim(V )≥ n+1 > n.

(3) 我們要證明 (a) 可推得 (b), (b) 可推得 (c) 以及 (c) 可推得 (a). 因此知 (a),(b),(c)
是等價的.

(a) ⇒ (b): 假設 S 是 V 的 basis, 當然 S 是 V 的 spanning set. 又由於 S 的元素個

數為 n, 依定義 dim(V ) = n.

(b) ⇒ (c): 由於 S 是 V 的 spanning set, 由前面 (1) 的結果, 若 S 是 linearly de-
pendent, 則 dim(V ) < n. 此與 dim(V ) = n 假設相矛盾, 故推得 S 是 linearly
independent.

(c) ⇒ (a): 由於 S 是 linearly independent, 由前面 (2) 的結果, 若 S 不是 V 的

spanning set, 則 dim(V ) > n. 此與 dim(V ) = n 假設相矛盾, 故推得 S 是 V 的

spanning set. 因此得證 S 是 V 的 basis.

(4) 因 W 是 V 的 subspace, 故由 Proposition 3.5.6 知 W 亦為 finite dimensional vector
space,我們假設 S = {v1, . . . ,vn}為W 的 basis. 由於 v1, . . . ,vn ∈V 且為 linearly independent,
故由 (2) 的結果知 dim(W ) = n ≤ dim(V ). 而若 dim(V ) = n, 則由 S 是 linearly independent
利用 (3)((c) ⇒ (a)) 知 S 也是 V 的 basis, 故得證 W =V . □
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強調一下, Proposition 3.6.10告訴我們知道 V 的 dimension的好處. 若我們知道 dim(V )

恰好是 n, 則 (3) 告訴我們當要檢查 v1, . . . ,vn 是否為 V 的一組 basis 時, 則僅要檢查它們是
否為 spanning set 或 linearly independent 其中一項就可. 所以我們只要選擇檢查哪一個較
好處理即可. 另外若已知 W 為 V 的 subspace, 要檢查 W 是否為 V , 我們不必再像以前檢查
是否每個 V 中的元素都在 W , 而只要算出 dim(W ) 是否等於 n 即可.

Example 3.6.11. 很容易看出在 P(R) 中 xn,xn−1, . . . ,x,1 為 linearly independent. 這是
因為如果 cn, . . . ,c1,c0 ∈ R 使得 cnxn + · · ·+ c1x+ c01 為零多項式, 則依零多項式的定義,
cn, . . . ,c1,c0 必全為 0. 現在我們介紹 P(R) 中另一種重要的 linearly independent 的多項式
的建構方法, 稱為 Lagrange interpolation polynomials. 我們僅舉出一個例子, 一般狀況請大
家自行推廣.

給定 a,b,c 三相異實數, 我們希望找到三個二次多項式 p1(x), p2(x), p3(x) 滿足

p1(a)= 1, p1(b)= p1(c)= 0, p2(b)= 1, p2(a)= p2(c)= 0 and p3(c)= 1, p3(a)= p3(b)= 0.

由於 p1(b) = p1(c) = 0, 我們知 p1(x) 應為 (x− b)(x− c) 的倍式, 也就是存在實數 r 使得

p1(x) = r(x−b)(x− c). 但又要求 p1(a) = 1, 故代入 x = a 得 r = 1/(a−b)(a− c). 同理可求
出 p2(x), p3(x) 因此我們有

p1(x) =
(x−b)(x− c)
(a−b)(a− c)

, p2(x) =
(x−a)(x− c)
(b−a)(b− c)

and p3(x) =
(x−a)(x−b)
(c−a)(c−b)

.

我們要說明 p1(x), p2(x), p3(x) 為 linearly independent. 首先觀察, 若 f (x) = c1 p1(x) +

c2 p2(x)+ c3 p3(x), 則代入 x = a 時可由 p1(a) = 1, p2(a) = p3(a) = 0, 得 f (a) = c1. 同理知
f (b) = c2, f (c) = c3. 因此現若 f (x) 為零多項式, 由 f (a) = f (b) = f (c) = 0, 可得 c1 = c2 =

c3 = 0. 也就是說只有當 c1 = c2 = c3 = 0 時才會使得 c1 p1(x)+ c2 p2(x)+ c3 p3(x) 為零多項

式, 得證 p1(x), p2(x), p3(x) 為 linearly independent.

我們知道了 p1(x), p2(x), p3(x) ∈ P2(R) 為 linearly independent, 事實上 p1(x), p2(x), p3(x)

會是 P2(R) 的 spanning set. 不過要證明這一點, 需用到次數小於 3 的實係數非零多項式

不會有 3 個相異實根這個事實, 說明起來有點麻煩. 不過由於我們已知 dim(P2(R)) = 3,
故由 Proposition 3.6.10 (3) 知 p1(x), p2(x), p3(x) 為 P2(R) 的一組 basis. 也就是說任何
實係數的次數小於 3 的多項式 f (x) 都可以都可以找到唯一的一組 c1,c2,c3 ∈ R 使得
f (x) = c1 p1(x)+ c2 p2(x)+ c3 p3(x). 事實上代入 x = a,b,c, 我們知道 c1 = f (a), c2 = f (b),
c3 = f (c) 就是這唯一的一組.

同理對於任意 n個相異實數 a1, . . . ,an,我們有 n個 n−1次的多項式 p1(x), . . . , pn(x)滿足

pi(ai) = 1且當 j ̸= i時, pi(a j) = 0. 由於 p1(x), . . . , pn(x)∈Pn−1(R)且為 linearly independent,
故由 dim(Pn−1(R)) = n 知 p1(x), . . . , pn(x) 為 Pn−1(R) 的一組 basis.

找到一個 over F的向量空間 V 之一組 basis v1, . . . ,vn 的好處是, 由 V = Span(v1, . . . ,vn),
我們知對任意 v ∈ V , 皆可找到 c1, . . . ,cn ∈ F 使得 v = c1v1 + · · ·+ cnvn. 又因 v1, . . . ,vn 為

linearly independent, 我們知這些 c1, . . . ,cn 是唯一的 (Corollary 3.5.7). 因此當我們固定
v1, . . . ,vn 這一組 basis, 對任意 V 中一個向量 v, 若 v = c1v1 + · · ·+ cnvn, 我們可以用坐標的
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方式來表示它, 即 (c1, · · · ,cn). 這樣我們就給了 V 中的向量和 Fn 中的向量之間一個一對一

的對應關係. 換言之, 我們可以將 V 這種抽象的向量空間視為 Fn 這種具體的向量空間. 這
種坐標化的概念, 在之後是非常重要的.

3.7. Column Space and Null space

我們將介紹一個矩陣的 column space, row space 以及 nullspace 並探討如何找到它們的
basis. 我們會發現 column space 和 row space 的 dimension 皆相同且等於矩陣的 rank. 最
後我們探討如何得到一般 subspace 的 basis.

給定一個矩陣, 它的 column space 和 nullspace 和以該矩陣為係數矩陣所形成的聯立方
程組是否有解以及解是否唯一息息相關. 由於 column space 和 null space 的重要性, 我們
將之正式定義如下:

Definition 3.7.1. 假設 A =


∣∣ ∣∣ ∣∣

a1 a2 · · · an∣∣ ∣∣ ∣∣
 為以 Rm 中的向量 a1, . . . ,an 為 column

vectors 的 m×n matrix.

(1) 我們稱 Span(a1, . . . ,an) 為 A 的 column space, 且用 Col(A) 來表示 A 的 column
space.

(2) 我們稱 homogeneous linear system Ax = 0 所有解所成的集合為 A 的 null space 且
用 N(A) 表示 A 的 null space. 即 N(A) = {u ∈ Rn | Au = 0}.

要注意當 A ∈ Mm×n, 則 A 的 column space Col(A) 會是 Rm 的 subspace, 而 A 的 null
space N(A) 會是 Rn 的 subspace (請自行檢驗). 利用 Lemma 2.4.1 以及 Theorem 2.4.5 我
們馬上有以下的結果.

Proposition 3.7.2. 假設 A 為 m×n matrix 且 b ∈ Rm, 考慮聯立方程組 Ax = b.

(1) Ax = b 有解若且唯若 b ∈ Col(A).

(2) 假設 Ax = b 有解則其解唯一若且唯若 N(A) = {0}.

接下來我們就是要找到一個矩陣的 column space 以及 null space 這兩個重要的
subspaces 的 basis. 一般來說要找到 Rm 的 subspace V 的一組 basis, 我們會先找 V 的一組

spanning vectors. 然後在其中再挑出仍保持為 spanning vectors 且為 linearly independent
的一組向量. 當只有兩個向量時, 我們可以馬上由它們是否為平行來判斷是否為 linearly
independent. 不過通常有三個以上的向量時, 並不容易直接看出哪些向量會 linearly
independent, 除非如以下的例子.

Example 3.7.3. 考慮 R3 中

v1 =


0
3
0
1

 ,v2 =


2
−5
0
0

 ,v3 =


0
7
−1
0

 .
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要說明 v1,v2,v3 為 linearly independent, 我們必須說明只有當 c1 = c2 = c3 = 0 時, 才會使
得 c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0. 然而

c1v1 + c2v2 + c3v3 = c1


0
3
0
1

+ c2


2
−5
0
0

+ c3


0
7
−1
0

=


2c2

3c1 −5c2 +7c3
−c3
c1

 .
所以要使得 c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0, 就必須讓 c1v1 + c2v2 + c3v3 的 1-st entry 2c2, 3-rd entry
−c3 以及 4-th entry c1 皆為 0, 即 c1 = c2 = c3 = 0. 得證只有當 c1 = c2 = c3 = 0 時, 才會使
得 c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0, 故知 v1,v2,v3 為 linearly independent.

從 Example 3.7.3 我們可以看出來, 當 v1, . . . ,vn 中每一個向量 vi 都可以找到一個 entry
不為 0, 而其他向量在該 entry 皆為 0, 則 v1, . . . ,vn 為 linearly independent. (例如 Example
3.7.3 中 v1 的 4-th entry 為 1, 而 v2,v3 的 4-th entry 為 0; v2 的 1-st entry 為 2, 而 v1,v3 的

1-st entry 為 0; v3 的 3-rd entry 為 −1, 而 v1,v2 的 3-th entry 為 0, 就符合這個條件). 此時
假設每個 vi 的那個非 0 的特殊 entry 為 ai, 由於 c1v1 + · · ·+ cnvn 在該位置的 entry 為 ciai,
所以若 c1v1 + · · ·+ cnvn = 0, 則必 ciai = 0, 得每一個 ci 皆為 0. 因此 v1, . . . ,vn 為 linearly
independent.

當 A 為 m×n matrix, A 的 null space N(A) 就是 homogeneous linear system Ax = 0 的
所有解所成的集合. 由於我們已經知道如何找到 Ax = 0 的解, 所以我們就從如何找 null
space 的 basis 開始.

回顧我們找 Ax = 0 的解集合的方法為, 利用 elementary row operations 將 A 化為

echelon form (或 reduced echelon form) A′. 此時 A′x = 0 的解集合就是 Ax = 0 的解集合,
也就是說 A 和 A′ 有相同的 null space. 接著我們找出 free variable, 再將每個 free variable
代入任意的實數, 從下往上推得出一組解. 注意在這個過程中, pivot variable 的值會由 free
variables 的值所決定, 所以只要定出 free variable 的值, 就可以得到一組解. 現假設 free
variables 為 xi1 , . . . ,xik . 對每一個 j = 1, . . . ,k, 我們考慮 xi j = 1, 其他 free variable 為 0 的

情形, 令這樣推得出來的解為 v j. 由於 v j 的 i j-th entry 為 1, 而其他 vi j′ 的 i j-th entry 為
0, 由前討論知 v1, . . . ,vk 為 linearly independent. 而對於任意 r1, . . . ,rk ∈ R, r1v1 + · · ·+ rkvk

就等同於是將每個 free variables xi1 , . . . ,xik 分別代 xi1 = r1, . . . ,xik = rk 所得的解. 換言之
每個解都可以寫成 r1v1 + · · ·+ rkvk 的形式, 也就是說 v1, . . . ,vk 是 A 的 null space 的一組
spanning vectors. 我們證明了 v1, . . . ,vk 就是 A 的 null space 的一組 basis, 也因此得知 A

的 null space 的 dimension 為 free variables 的個數, 亦即 A 的 column 的個數減去 pivot 的
個數, 因此有以下之結果.

Proposition 3.7.4. 假設 A 為 m× n matrix. 若利用 row operations 將 A 化為 echelon
form A′ 後, A′ 的 pivot 個數為 r, 則 A 的 null space 的 dimension 為 n− r. 假設 A′x = 0
的 free variables 為 xi1 , . . . ,xik . 對每一個 j = 1, . . . ,k, 我們取 xi j = 1, 其他 free variable 為 0,
令這樣推得出來的解為 v j. 則 v1, . . . ,vk 為 A 的 null space 的一組 basis.
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由於一個矩陣的 null space不會因為其化為 echelon form的不同而改變,而且 null space
的 dimension 是固定的, 所以 Proposition 3.7.4 也說明了 “不管一個矩陣利用 elementary
row operations 所化得的 echelon form 為何, 其 pivot 的個數必相同”, 也就是這個矩陣的
rank.

Example 3.7.5. 考慮 A 的 null space, 其中

A =


2 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 2
1 2 2 −2 1 2

 .
將 A 的 2-nd row 分別乘上 −2, −1, −1 加至 1-st, 3-rd 和 4-th row, 然後再將 1-st, 2-nd
rows 交換得 

1 0 0 1 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 1 1 −1 1 2
0 2 2 −3 1 2

 .
接著將 2-nd row 分別乘上 −1,−2 加至 3-rd 和 4-th row 得

1 0 0 1 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 0 0 1 1 2
0 0 0 1 1 2

 .
最後將 3-rd row 乘上 −1 加至 4-th row, 得 echelon form

1 0 0 1 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 0 0 1 1 2
0 0 0 0 0 0

 .
我們就是要找到 homogeneous linear system

x1 +x4 = 0
x2 +x3 −2x4 = 0

+x4 +x5 +2x6 = 0

所有的解. 由 echelon form 看出 x1,x2,x4 為 pivot variable, x3,x5,x6 為 free variable. 現令
x6 = 1,x5 = 0,x3 = 0, 解出 x4 =−2, x2 =−4, x1 = 2, 而令 x6 = 0,x5 = 1,x3 = 0 解出 x4 =−1,
x2 =−2, x1 = 1, 最後令 x6 = 0,x5 = 0,x3 = 1 解出 x4 = 0, x2 =−1, x1 = 0. 故得

v1 =



2
−4
0
−2
0
1

 ,v2 =



1
−2
0
−1
1
0

 ,v3 =



0
−1
1
0
0
0


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為 A 的 null space 的一組 basis. 事實上, 若令 x6,x5,x3 分別為任意的實數 r,s, t, 則可得
x4 =−2r− s, x2 =−4r−2s− t, x1 = 2r+ s. 也就是說 A 的 null space 中的向量都可以寫成

2r+ s
−4r−2s− t

t
−2r− s

s
r

= r



2
−4
0
−2
0
1

+ s



1
−2
0
−1
1
0

+ t



0
−1
1
0
0
0

= rv1 + sv2 + tv3.

故知 v1,v2,v3 為 A 的 null space 的 spanning vectors, 又很容易看出 v1,v2,v3 為 linearly
independent, 得證 v1,v2,v3 為 N(A) 的一組 basis.

Question 3.11. 試將 Example 3.7.5 中的 A 化為 reduced echelon form. 是否更容易看出
N(A) 的一組 basis 呢?

接下來我們來看如何找 matrix A 的 column space Col(A) 的 basis. 首先一個直接的想
法就是 A 的 column space, 就是使得聯立方程組 Ax = v 有解的 v 所成的集合. 所以我們只
要找出這些 v, 就可以得到 A 的 column space. 我們看以下的例子.

Example 3.7.6. 考慮 Example 3.7.5中的 4×6 matrix A. 我們要找出 A的 column vectors
的一組 basis. 假設 b 為 A 的 column space 裡的一個向量, 我們知道此時 Ax = b 有解, 因
此令

b =


b1
b2
b3
b4

 ,
我們要找到 b1,b2,b3,b4 的條件使得以下聯立方程組有解.

2x1 +x2 +x3 = b1
x1 +x4 = b2
x1 +x2 +x3 +x5 +2x6 = b3
x1 +2x2 +2x3 −2x4 +x5 +2x6 = b4

考慮 augmented matrix [A | b], 利用 Example 3.7.5 相同的 elementary row operations 我們
得 

2 1 1 0 0 0 b1
1 0 0 1 0 0 b2
1 1 1 0 1 2 b3
1 2 2 −2 1 2 b4

⇝


1 0 0 1 0 0 b2
0 1 1 −2 0 0 b1 −2b2
0 1 1 −1 1 2 b3 −b2
0 2 2 −3 1 2 b4 −b2

⇝


1 0 0 1 0 0 b2
0 1 1 −2 0 0 b1 −2b2
0 0 0 1 1 2 b3 +b2 −b1
0 0 0 1 1 2 b4 +3b2 −2b1

⇝


1 0 0 1 0 0 b2
0 1 1 −2 0 0 b1 −2b2
0 0 0 1 1 2 b3 +b2 −b1
0 0 0 0 0 0 b4 −b3 +2b2 −b1

 .
由解聯立方程組的方法 (即 1.2 節 (2)(a)(b) 的情形) 知, 聯立方程組 Ax = b 有解若且
唯若 b4 − b3 + 2b2 − b1 = 0. 換言之, 由所有 b1 − 2b2 + b3 − b4 = 0 的解, 所得的 b 所成的
集合便是 A 的 column space. 所以我們回到求矩陣 B =

[
1 −2 1 −1

]
的 null space.

由於 x1 為 pivot variable, x2,x3,x4 為 free variable. 利用前面求 null space 的 basis 的方
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法, 令 x4 = 1,x3 = 0,x2 = 0 解出 x1 = 1, 而令 x4 = 0,x3 = 1,x2 = 0 解出 x1 = −1, 最後令
x4 = 0,x3 = 0,x2 = 1 解出 x1 = 2. 故得

v1 =


1
0
0
1

 ,v2 =


−1
0
1
0

 ,v3 =


2
1
0
0


為 B 的 null space 的一組 basis, 也就是 A 的 column space 的一組 basis..

注意用這個方法, 若 m×n matrix A 化成 echelon form 後沒有一個 row 全為 0, 就表示
所有的 b ∈ Rm 皆會使聯立方程組有解, 故此時 A 的 column space 為 Rm.

Example 3.7.6 找 column space 所用的方法缺點就是還要再求另一個矩陣的 null space
才能找到 column space 的 basis. 接下來我們介紹一個更簡捷的方法.

首先注意當我們利用 elementary row operations 將 A 化為 echelon form A′ 後, ho-
mogeneous linear system Ax = 0 和 A′x = 0 有相同的解集合. 現假設 a1, . . . ,an 為 A 的

column vectors, 而 a′1, . . . ,a′n 為 A′ 的 column vectors. 若 x1 = c1, . . . ,xn = cn 為 A′x = 0 的
一組解, 表示 c1a′1 + · · ·+ cna′n = 0, 此時由於 x1 = c1, . . . ,xn = cn 亦為 Ax = 0 的一組解故我
們亦有 c1a1 + · · ·+ cnan = 0. 同理若 c1, · · · ,cn ∈ R 使得 c1a1 + · · ·+ cnan = 0, 我們亦會有
c1a′1 + · · ·+ cna′n = 0. 這告訴我們存在不全為 0 的 ci 使得 c1a1 + · · ·+ cnan = 0 若且唯若存
在不全為 0 的 ci 使得 c1a′1 + · · ·+ cna′n = 0. 換言之, a1, . . . ,an 為 linearly dependent 若且唯
若 a′1, . . . ,a′n 為 linearly dependent. 這也等價於 a1, . . . ,an 為 linearly independent 若且唯若
a′1, . . . ,a′n 為 linearly independent. 簡單來說當我們利用 elementary row operations 將一個
矩陣變換到另一個矩陣, 兩個矩陣 column vectors 之間的線性關係是會被保持的. 我們看以
下的例子.

Example 3.7.7. 考慮 Example 3.7.5中的 4×6 matrix A,且利用 elementary row operation
將之化為 reduced echelon form A′. 也就是將 Example 3.7.5 中的 echelon form 的 3-rd row
乘上 2加到 echelon form的 2-nd row, 再將 echelon form的 3-rd row乘上 −1加到 echelon
form 的 1-st row 得

A =


2 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 2
1 2 2 −2 1 2

⇝


1 0 0 1 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 0 0 1 1 2
0 0 0 0 0 0

⇝ A′ =


1 0 0 0 −1 −2
0 1 1 0 2 4
0 0 0 1 1 2
0 0 0 0 0 0


我們很容易看出 A′ 的 3 個 pivot 所在的 column vectors a′1,a′2,a′4 為 linearly independent.
事實上 a′1,a′2,a′4 每一個都符合有一個非 0 entry (即 pivot 之 entry) 而其他向量在該 entry
為 0. 我們考慮相對應到 A的 column vectors a1,a2,a4. 它們也會是 linearly independent. 這
是因為若我們考慮新的 4×3 matrix [a1 a2 a4] 經由將 A 換成 A′ 一樣步驟的 elementary
row operation 我們會得到 [a′1 a′2 a′4]. 所以依前面的討論知, 因為 a′1,a′2,a′4 為 linearly
independent, 所以 a1,a2,a4 也會是 linearly independent. 另一方面, 在 A′ 中我們很容易

看出 a′3 = a′2, a′5 = −a′1 + 2a′2 + a′4 以及 a′6 = −2a′1 + 4a′2 + 2a′4. 所以和剛才同樣理由, 依
elementary row operations 保持線性關係的性質, 我們有 a3 = a2, a5 = −a1 +2a2 +a4 以及
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a6 =−2a1 +4a2 +2a4. 事實上直接檢查得

a2 = a3 =


1
0
1
2

 , −a1 +2a2 +a4 =−


2
1
1
1

+2


1
0
1
2

+


0
1
0
−2

=


0
0
1
1

= a5,

−2a1 +4a2 +2a4 =−2


2
1
1
1

+4


1
0
1
2

+2


0
1
0
−2

=


0
0
2
2

= a6.

換言之, a3,a5,a6 ∈ Span(a1,a2,a4). 故知 A 的 column space 為

Span(a1,a2,a3,a4,a5,a6) = Span(a1,a2,a4).

再加上 a1,a2,a4 為 linearly independent, 得證 a1,a2,a4 是 A 的 column space 的一組 basis.

注意在 Example 3.7.7 中我們為了方便說明將 A 化為 reduced echelon form. 事實上既
然我們知道 column space 的 basis 是由對應到 pivot 所在位置 A 的 column vectors 所組
成, 所以化成 echelon form 知道 pivot 在那些 column 就可以找到 basis 了. 因此除非我們
想要將 A 的其他 column vectors 用這組 basis 來表示, 一般是不需要進一步化成 reduced
echelon form. 另外我們要強調的是 column space 的 basis 是要回到 A 的 column vectors
所組成, 而不是由 A 的 echelon form (或 reduced echelon form) A′ 的 pivot 所在的 column
vectors 所組成. 這是因為一般我們在做 elementary row operations 已將 column vectors 各
個 entry 做了調動, 所以 echelon form A′ 的 column space 已不再是原來 A 的 column space
了.

我們將這個求 column space 的 basis 的方法做一個總結. 首先將 m× n matrix A 利用

elementary row operation 化為 echelon form A′. 假設 A′ 的 pivot variables 為 xi1 , . . . ,xir , 則
由於 A′ 的 pivot 所在的 column vectors a′i1 , . . . ,a

′
ir 為 linearly independent 且 elementary

row operations 會保持各 column vectors 之間的線性關係, 我們知對應到 A 的 column
vectors ai1 , . . . ,air 亦為 linearly independent. 同理, 由於 A′ 的其他 column vectors a′j 皆符
合 a′j ∈ Span(a′i1 , . . . ,a

′
ir), 我們得 A 的其他 column vectors a j 也符合 a j ∈ Span(ai1 , . . . ,air).

因此得 Span(a1, . . . ,an) = Span(ai1 , . . . ,air). 我們證得了 ai1 , . . . ,air 為 A 的 column space 的
spanning vectors 且為 linearly independent, 故 ai1 , . . . ,air 為 A 的 column space 的一組
basis. 我們有以下的定理.

Proposition 3.7.8. 假設 A ∈ Mm×n 且 a1, . . . ,an ∈ Rm 為 A 的 column vectors. 若利用
elementary row operations 將 A 化為 echelon form A′ 後, A′ 的 pivot 個數為 r, 則 A 的

column space 的 dimension 為 r. 假設 A′ 的 pivot variables 為 xi1 , . . . ,xir , 則 ai1 , . . . ,air 為 A

的 column space 的一組 basis.

相對於矩陣的 column space, 我們也可考慮矩陣的 row space. 我們有以下的定義.
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Definition 3.7.9. 假設 A =

 — 1a —
...

— ma —

 為以 Rn 中的向量 1a1, . . . ,m a 為 row vectors

的 m×n matrix. 則 A 的 row space 為 Span( 1a, . . . , ma), 且用 Row(A) 來表示.

如何求 A的 row space的 basis呢? 我們可以考慮 A的 transpose At. 因為 At 的 column
vectors就是 A的 row vectors,求出 At 的 column space的 basis就等同於求 A的 row space
的 basis. 所以我們可以用求 column space 的 basis 方法求出 At 的 column space 的 basis,
便得到 A 的 row space 的 basis. 不過這個方法有個缺點, 因為我們是換了一個矩陣 At 做

row operations, 因此就無法得到和原來 A 的 column space 之間的關係了. 以下介紹的方
法, 便是直接對 A 做 elementary row operations 來求得 A 的 row space 的 basis, 所以我們
可以得到 A 的 row space 和 column space 之間的關係.

這個方法的主要概念是 A 經過 elementary row operations 變換成 A′ 後, A 和 A′ 的

row space 是相同的. 這是因為若 1a, . . . , ma 為 A 的 row vectors, 1a′, . . . , ma′ 為 A′ 的

row vectors, 則每個 ia′ 其實是 1a, . . . , ma 中的向量互相交換, 或是乘上某個非 0 實數,
或是乘上某個實數後加到另一個向量. 也就是說每個 ia′ 其實是 1a, . . . , ma 的線性組
合, 所以對所有 i = 1, . . . ,m 皆有 ia′ ∈ Span(1a, . . . , ma). 因此由 Span(1a, . . . , ma) 是 Rn 的

subspace 知 Span(1a′, . . . , ma′) ⊆ Span(1a, . . . , ma). 同理, 因 elementary row operation 是可
以還原的, A′ 也可經由 elementary row operations 換成 A, 所以我們也有 Span(1a, . . . , ma)⊆
Span(1a′, . . . , ma′). 得證 Span(1a, . . . , ma) = Span(1a′, . . . , ma′), 亦即 A 和 A′ 有相同的 row
space. 我們看以下的例子.

Example 3.7.10. 考慮 Example 3.7.5 中的 4×6 matrix A, 且利用 elementary row opera-
tion 將之化為 reduced echelon form A′ (參見 Example 3.7.7), 令 1a, 2a, 3a, 4a 為 A 的 row
vectors, 1a′, 2a′, 3a′, 4a′ 為 A′ 的 row vectors. 亦即

1a = [2 1 1 0 0 0], 2a = [1 0 0 1 0 0], 3a = [1 1 1 0 1 2], 4a = [1 2 2 −2 1 2],

1a′ = [1 0 0 0 −1 −2], 2a′ = [0 1 1 0 2 4], 3a′ = [0 0 0 1 1 2], 4a′ = [0 0 0 0 0 0].

利用 Example 3.7.5的 elementary row operations, 我們知 A′ 的 3-rd row 3a′ 是由 A的 3-rd
row 減去 A 的 2-nd row 後再減去 A 的 2-nd row 乘上 −2 加到 1-st row 的向量, 亦即

(3a− 2a)− (1a−2 2a) = 3a+ 2a− 1a = [1 1 1 0 1 2]+ [1 0 0 1 0 0]− [2 1 1 0 0 0] = 3a′.

而利用 Example 3.7.7 的 elementary row operations, A′ 的 2-rd row 2a′ 是由 A 的 2-nd row
乘上 −2 加到 A 的 1-st row 後再加上 2 倍的 A′ 的 3-rd row 的向量, 亦即

(1a−2 2a)+2(3a+ 2a− 1a) = 2 3a− 1a = [2 2 2 0 2 4]− [2 1 1 0 0 0] = 2a′.

而 A′ 的 1-st row 1a′ 是由 A 的 2-nd row 減去 A′ 的 3-rd row 的向量, 亦即

2a− (3a+ 2a− 1a) = 1a− 3a = [2 1 1 0 0 0]− [1 1 1 0 1 2] = 1a′.

從這裡我們得 Span(1a′, 2a′, 3a′, 4a′) ⊆ Span(1a, 2a, 3a, 4a). 同理得 Span(1a, 2a, 3a, 4a) ⊆
Span(1a′, 2a′, 3a′, 4a′) (此處略去不檢查了). 故得 Span(1a, 2a, 3a, 4a) = Span(1a′, 2a′, 3a′, 4a′),
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亦即 1a′, 2a′, 3a′, 4a′ 為 A 的 row space 的 spanning vectors. 在 echelon form 中, 沒有 pivot
的 row 必為零向量. 現 A′ 的 pivot 個數為 3, 即 pivot 發生於前 3 個 row 1a′, 2a′, 3a′, 而
4a′ 為零向量, 所以僅 pivot 所在的 row 1a′, 2a′, 3a′ 就可以成為 A 的 row space 的 spanning
vectors. 現又由於 A′ 為 reduced echelon form, 每一個 row 中 pivot 所在的位置其他的
row 在該位置皆為 0, 所以 1a′, 2a′, 3a′ 為 linearly independent. 得證 1a′, 2a′, 3a′ 為 A 的 row
space 的一組 basis.

注意在 Example 3.7.10 中我們為了方便說明將 A 化為 reduced echelon form. 事實上既
然 A 的 echelon form 和 reduced echelon form 有相同的 row space, 而它們 pivot 的個數又
相同, 所以由 dimension 的性質, 知 echelon form 中 pivot 所在的 row vectors 也會是 A 的

row space 的一組 basis. 化成 reduced echelon form 的好處是比較容易讓我們將 row space
中的向量寫成這組 basis 的線性組合. 因此除非我們想要將 A 的 row space 中的 vectors
用這組 basis 來表示, 若僅想找到 row space 的 basis 一般是不需要進一步化成 reduced
echelon form. 另外我們要強調的是 row space 的 basis 不可以回到 A 的 row vectors 去找.
這是因為一般我們在做 elementary row operations 已將 row vectors 所在的位置做了調動,
所以 row operation 並沒有保持 row vectors 之間的線性關係.

我們將這個求 row space 的 basis 的方法做一個總結. 首先將 m× n matrix A 利用

elementary row operation 化為 echelon form A′. 假設 A′ 的 pivot 個數為 r, 則由於 A′ 為

echelon form, A′ 前 r 個 row vectors 1a′, . . . , ra′ 為 nonzero vectors. A′ 其餘的 row vectors
皆為 zero vectors. 由於 elementary row operations 會保持 row space, 我們得 1a′, . . . , ra′ 為
A 的 row space 的 spanning vectors. 又由化為 reduced echelon form 的情形我們知 A 的

row space 的 dimension 為 r, 故由 Proposition 3.6.10 知 1a′, . . . , ra′ 為 A 的 row space 的一
組 basis. 我們有以下的定理.

Proposition 3.7.11. 假設 A 為 m×n matrix. 若利用 elementary row operations 將 A 化

為 echelon form A′ 後, A′ 的 pivot 個數為 r, 則 A 的 row space 的 dimension 為 r 且 A′ 的

前 r 個 row vectors 1a′, . . . , ra′ ( 即 A′ 中的 nonzero row vectors) 為 A 的 row space 的一組
basis.

我們可以利用找 column space 和 row space 的 basis 的方法找一般 Rm 的 subspace V

的 basis. 首先我們先找出 V 的一組 spanning vectors v1, . . . ,vn, 然後造一個以 v1, . . . ,vn

為 column vectors 的矩陣 A =


∣∣ ∣∣

v1 · · · vn∣∣ ∣∣
 . 然後再利用找 A 的 column space 的 basis

的方法得到 V 的一組 basis. 我們也可造一個以 vt
1, . . . ,v

t
n 為 row vectors 的 n×m matrix

B =

 — vt
1 —
...

— vt
n —

 然後再利用找 B 的 row space 的 basis 的方法得到 V 的一組 basis.

兩種方法都有它們的好處. 利用 column vectors 的方法, 由於最後找出的 basis 是從原來的
spanning vectors v1, . . . ,vn 中的向量所組成, 所以適合處理希望 basis 的 vectors 是由原來
spanning vectors 中選出的問題. 而利用 row vectors 的方法, 由於可以化為 reduced echelon
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form, 而 basis 是由此 reduced echelon form 中的 nonzero vectors 所組成, 所以雖然和來的
spanning vectors 無關, 不過很適合拿來判斷哪些向量在此 subspace 以及處理將 subspace
中的向量用此 basis 表示的問題. 例如以下的例子.

Example 3.7.12. 考慮 R6 中的向量

v1 =



2
1
1
0
0
0

 ,v2 =



1
0
0
1
0
0

 ,v3 =



1
1
1
0
1
2

 ,v4 =



1
2
2
−2
1
2

 and w =



1
−2
−2
3
−2
−4

 .

令 V = Span(v1,v2,v3,v4), 試找出 V 的一組 basis, 並用之判斷 w 是否在 V 中.

依前面的討論我們知此問題適合用 row space 的方式處理, 所以考慮以 v1,v2,v3,v4 為

row vectors 的矩陣 A. 此時 A 就是 Example 3.7.10 中的矩陣 A. 利用 Example 3.7.10 的結
果, 我們得

u1 =



1
0
0
0
−1
−2

 ,u2 =



0
1
1
0
2
4

 ,u3 =



0
0
0
1
1
2


為 V 的一組 basis. 注意因為原來 V 中的向量為 column vector 的形式, 為了一致性這裡
我們將 A 的 row space 的 basis 寫回成 column vectors. 依此我們知 w ∈ V 若且唯若存在

c1,c2,c3 ∈ R 使得 w = c1u1 + c2u2 + c3u3. 然而

c1u1 + c2u2 + c3u3 =



c1
c2
c2
c3

−c1 +2c2 + c3
−2c1 +4c2 +2c3

 ,

我們發現要使得 w = c1u1 + c2u2 + c3u3, 在 1-st, 2-nd 和 4-th entry 的地方 (這些地方就是
reduced echelon form的 pivot的位置)需有 c1 = 1,c2 =−2,c4 = 3. 故將 c1 = 1,c2 =−2,c3 = 3

代入, 發現每個 entry 皆吻合, 故有 w = u1 −2u2 +3u3, 得知 w ∈V .

當我們對要找的 basis 沒有特殊要求時, 我們可以選擇兩種方法中可以使得矩陣的 row
的個數較少的那一種方法處理. 因為如此所需的 elementary row operations 相對起來會
較少, 可以較快找到一組 basis. 例如前一個例子 Example 3.7.12 中的 v1,v2,v3,v4 若考慮

成 column vectors, 所得的矩陣為 6×4 matrix, 而考慮成 row vectors, 所得的矩陣為 4×6

matrix. 所以此時若僅想找出 Span(v1,v2,v3,v4) 的一組 basis, 用 row vectors 的情況處理會
比較快.

我們再次強調，elementary row operations 會保持 column vectors 之間的線性關係 (但
一般不會保持 column space)；不過 elementary row operations 會保持 row space (但一
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般不會保持 row vectors 之間的線性關係). 因此給定一個矩陣 A, 利用 elementary row
operations 將 A 化為 echelon form A. 此時 Col(A) 未必等於 Col(A′), 但由於 A′ 中 pivot 所
在的 column vectors 皆為 linearly independent 且能展成 Col(A′), 所以回到原先的矩陣 A,
其對應的 column vectors 就會形成 Col(A) 的一組 basis. 而由於 Row(A′) = Row(A), 而且很
明顯的 A′ 的 pivot 所在的 row vectors 會是 Row(A′) 的一組 basis, 所以也自然是 Row(A)

的一組 basis. 不過要注意，這些 A′ 的 pivot 的位置對 Row(A) 是沒有意義的，它並未擔保

其對應到 A 的 row vectors 會是 Row(A) 的一組 basis.

從以上的看法（或從 Proposition 3.7.8 和 Proposition 3.7.11），我們知道組成 A 的

column space 和 row space 的 basis 的向量個數皆為 pivot 的個數, 即 A 的 rank. 所以 A 的

column space 和 row space 的 dimension 都是 A 的 rank, 至於 A 的 null space 的維度, 我
們也給予一特殊的名稱, 即以下的定義.

Definition 3.7.13. 假設 A為 m×n matrix. A的 null space的 dimension稱為 A的 nullity,
記為 nullity(A), 亦即 nullity(A) = dim(N(A)).

依此定義, 由 Proposition 3.7.8 和 Proposition 3.7.11 我們知道 rank(A) 即為 A 利用

elementary row operations 化為 echelon form 後其 pivot 的個數, 而由 Proposition 3.7.4 我
們知道 nullity(A) 就是 homogeneous linear system Ax = 0 的 free variables 的個數, 即 A 的

column 個數減去 echelon form 的 pivot 個數, 因此我們有以下的 Dimension Theorem (或
稱為 rank equation).

Theorem 3.7.14 (Dimension Theorem). 假設 A 為 m×n matrix. 則

rank(A)+nullity(A) = n.

Question 3.12. 假設 A 為 n×n invertible matrix. 試求 rank(A) 以及 nullity(A).

Question 3.13. 假設 A ∈ Mm×n.

(1) 若對於任意 v ∈ Rm 聯立方程組 Ax = v 皆有解, 試求 rank(A) 以及 nullity(A).

(2) 若存在 v ∈ Rm 使得聯立方程組 Ax = v 有唯一解, 試求 rank(A) 以及 nullity(A).

Proposition 3.7.8告訴我們 A的 column space的維度就是 A的 rank,亦即 dim(Col(A))=

rank(A), 而 Proposition 3.7.11 告訴我們 dim(Row(A)) = rank(A), 因此得 dim(Col(A)) =

dim(Row(A)). 也就是說一個矩陣的 column space 和 row space 有相同的維度. 現考慮矩陣
A 的 transpose At. 由於 A 的 column space 就是 At 的 row space (且 A 的 row space 就是
At 的 column space), 所以我們有 rank(A) = dim(Col(A)) = dim(Row(At)) = rank(At). 得證以
下的性質.

Proposition 3.7.15. 假設 A ∈ Mm×n. 則

dim(Col(A)) = dim(Row(A)) = rank(A) = rank(At).

亦即利用 elementary row operations 將 A 以及 At 化為 echelon form 後, 它們的 pivot 個數
相同.
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Question 3.14. 假設 A 為 m×n matrix. 試證明 nullity(At) = m− rank(A).

注意, 對於 Proposition 3.7.15 的證明, 若想要直接證明利用 elementary row operations
將 A 以及 At 化為 echelon form 後, 它們的 pivot 個數相同, 會有相當的困難度. 但將這個
問題轉為 column space 以及 row space 的 dimension 問題, 就很容易解決. 其實許多數學問
題都是這樣, 有時只要換個角度看問題就能迎刃而解. 這也是當我們介紹一個新的概念後常
常會去探討這個概念還有甚麼等價的條件的原因. 最後我們利用類似的概念來處理兩個矩
陣相乘後 rank 的變化關係.

Proposition 3.7.16. 假設 A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×l. 則

(1) Col(AB)⊆ Col(A) 且 rank(AB)≤ rank(A).

(2) Row(AB)⊆ Row(B) 且 rank(AB)≤ rank(B).

(3) 若 E ∈ Mn×n 為 invertible, 則 Col(AE) = Col(A) 且 rank(AE) = rank(A).

(4) 若 H ∈ Mm×m 為 invertible, 則 Row(HA) = Row(A) 且 rank(HA) = rank(A).

Proof. 令 A 和 B 的 column vectors 依序為 a1, . . . ,an 和 b1, . . . ,bl 且令 A 和 B 的 row
vectors 依序為 1a, . . . ,m a 和 1b, . . . ,n b.

(1) 依定義 Col(AB) = Span(Ab1, . . . ,Abl), 而對任意 b =

 b1
...

bn

, 我們有

Ab =


∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣

b1

...
bn

= b1a1 + · · ·+bnan ∈ Span(a1, . . . ,an) = Col(A).

因此 Abi ∈ Col(A), ∀1 ≤ i ≤ l. 因此得 Col(AB) = Span(Ab1, . . . ,Abl) ⊆ Col(A). 換言之
Col(AB) 為 Col(A) 的 subspace, 故由 Proposition 3.6.10 (4) 知 rank(AB) = dim(Col(AB))≤
dim(Col(A)) = rank(A).

(2) 依定義 Row(AB) = Span(1aB, . . . ,m aB), 而對任意 a =
[
a1 · · · an

]
, 我們有

aB =
[
a1 · · · an

] — 1b —
...

— nb —

= a1(1b)+ · · ·+an(nb) ∈ Span(1b, . . . ,n b) = Row(B).

因此 iaB ∈ Row(B), ∀1 ≤ i ≤ m. 因此得 Row(AB) = Span(1aB, . . . ,m aB) ⊆ Row(B). 換言之
Row(AB)為 Row(B)的 subspace,故由 Proposition 3.6.10 (4)知 rank(AB) = dim(Row(AB))≤
dim(Row(B)) = rank(B).

(3) 利用前面 (1) 的結果我們知 Col(AE)⊆ Col(A). 因 E 為 invertible, 考慮 (AE)E−1 =

A(EE−1) = A. 再利用 (1)知 Col(A) = Col((AE)E−1)⊆ Col(AE). 因此得證 Col(AE) = Col(A)

且取 dimension 得 rank(AE) = dim(Col(AE)) = dim(Col(A)) = rank(A).
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(4)利用前面 (2)的結果我們知 Row(HA)⊆Row(A). 因 H 為 invertible,考慮 H−1(HA) =

(H−1H)A = A. 再利用 (2) 知 Row(A) = Row(H−1(HA)) ⊆ Row(HA). 因此得證 Row(HA) =

Row(A) 且取 dimension 得 rank(HA) = dim(Row(HA)) = dim(Row(A)) = rank(A). □

注意, 在 Proposition 3.7.16 (3) 中我們知道當 E 為 invertible 時 rank(AE) = rank(A), 也
因此知 dim(Row(AE)) = rank(AE) = rank(A) = dim(Row(A)). 不過這並不代表 Row(AE) =

Row(A). 這是因為 Row(AE) 和 Row(A) 未必有包含關係, 因此即使 dim(Row(AE)) =

dim(Row(A)), 也無法推得 Row(AE) = Row(A). 　同理在　 Proposition 3.7.16 (4) 中我們知
道當 H 為 invertible 時 dim(Col(HA)) = dim(Col(A)), 但 Col(HA) 也未必等於 Col(A).

Question 3.15. 試找到例子 A,E ∈ M3×3(R) 其中 E 為 invertible 使得 Row(AE) ̸= Row(A),
Col(EA) ̸= Col(A). (Hint: 考慮 E 為 elementary matrix.)

Question 3.16. 試用取轉置矩陣的方法利用 Proposition 3.7.16 (1) 證明 (2), 且利用 (3)
證明 (4).

Question 3.17. 試利用 Proposition 2.5.7, 即 invertible matrix 皆可寫成 elementary ma-
trices 的乘積, 證明 Proposition 3.7.16 (3), (4).





Chapter 4

Inner Product Space

在 R2 和 R3 中大家熟悉內積 (dot product) 的定義可以推廣到一般的 Rn. 甚至可推廣到
更一般的 vector space. 在一般的 vector space, 我們就不再用 dot product 而用所謂 inner
product 來稱之. Inner product 可以幫助我們定義出 vector space 中許多重要的 subspaces.
具有 inner product 的 vector space 就稱為 inner product space. 在這一章中我們將介紹
inner product space 的性質.

4.1. Dot Product

在本節我們僅論及大家熟悉的內積性質在 Rn 的情況.

首先我們回顧在 R2 和 R3 中內積的定義. 若在 R2 中 u = (a1,a2),v = (b1,b2), 則 u,v 的
內積 u ·v 定義成 u ·v = a1b1 +a2b2. 而在 R3 中若 u = (a1,a2,a3),v = (b1,b2,b3), 則 u,v 的
內積 u ·v 定義成 u ·v = a1b1 +a2b2 +a3b3. 由這定義我們很自然地可推廣到 Rn 中向量的內

積如下:

Definition 4.1.1. 假設 u = (a1, . . . ,an),v = (b1, . . . ,bn) ∈ Rn. 則定義 u,v 的 dot product
(inner product) 為

u ·v = a1b1 + · · ·+anbn =
n

∑
i=1

aibi.

向量的內積和向量的運算有一定的關係, 以下就是它們之間的關係

Proposition 4.1.2. 對任意 u,v,w ∈ Rn, 我們有以下的性質:

(1) u ·v = v ·u.

(2) u ·u ≥ 0 且 u ·u = 0 若且唯若 u = 0.

(3) 對任意 r ∈ R 皆有 (ru) ·v = u · (rv) = r(u ·v).

(4) u · (v+w) = u ·v+u ·w.

89
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Proof. 這些性質在 R2 和 R3 大家應都了解, 在 Rn 上的證明其實也一樣. 我們假設
u = (a1, . . . ,an),v = (b1, . . . ,bn),w = (c1, . . . ,cn).

(1) 依定義 u ·v = ∑n
i=1 aibi 由於每一項 aibi 皆等於 biai (實數乘法交換率) 所以我們知道

它們的和也相等, 也就是說 ∑n
i=1 aibi = ∑n

i=1 biai = v ·u. 所以我們得 u ·v = v ·u.

(2) 依定義 u ·u = ∑n
i=1 aiai = ∑n

i=1 a2
i . 由於任一實數的平方皆大於等於 0, 即 a2

i ≥ 0, 故有
∑n

i=1 a2
i ≥ 0, 而得證 u ·u ≥ 0. 又上式中若 ∑n

i=1 a2
i = 0, 表示每一項 a2

i 皆需等於 0, 故知對任
意 1 ≤ i ≤ n皆需有 ai = 0, 而得知 u = (a1, . . . ,an) = (0, . . . ,0) = 0.反之若 u = (a1, . . . ,an) = 0
表示對任意 1 ≤ i ≤ n 皆有 ai = 0, 故得 u ·u = ∑n

i=1 aiai = 0.

(3) (ru) · v 這個符號表示 ru 這個向量與 v 的內積, 因 ru = (ra1, . . . ,ran) 故由定義知

(ru) · v = ∑n
i=1(rai)bi. 又對所有的 1 ≤ i ≤ n 皆有 (rai)bi = r(aibi) (實數乘法結合律) 故知

∑n
i=1(rai)bi = ∑n

i=1 r(aibi) 再加上 ∑n
i=1 r(aibi) 中每一項皆有 r 可提出, 故由實數加法與乘法

的分配律可知 ∑n
i=1 r(aibi) = r ∑n

i=1 aibi = r(u ·v), 而得證 (ru) ·v = r(u ·v). 我們也可用同樣方
法證得 u · (rv) = r(u ·v), 不過我們這裡可利用 (1) 知 u · (rv) = (rv) ·u 再利用剛才的結果得
(rv) ·u = r(v ·u), 再利用一次 (1) 得到 r(v ·u) = r(u ·v) 而得證 u · (rv) = r(u ·v).

(4) u · (v+w) 這個符號表示 u 這個向量與 v+w 的內積, 因 v+w = (b1 + c1, . . . ,bn + cn)

故由定義知 u · (v+w) = ∑n
i=1 ai(bi + ci). 由實數加法與乘法的分配律知每一項 ai(bi + ci) 可

表為 aibi +aici, 也就是說 ∑n
i=1 ai(bi + ci) = ∑n

i=1(aibi +aici). 因為實數加法有交換率, 我們可
以先將 aibi 的部份先加在一起, 再將 aici 的部份加在一起, 再求它們之和, 故知

n

∑
i=1

(aibi +aici) =
n

∑
i=1

aibi +
n

∑
i=1

aici = u ·v+u ·w,

依此得證 u · (v+w) = u ·v+u ·w. □

Proposition 4.1.2 (2) 告訴我們除了零向量 0 以外, 其餘向量 v 皆需符合 v ·v > 0, 所以
很自然地我們可依此定義向量的長度.

Definition 4.1.3. 令 v = (a1, . . . ,an) ∈ Rn, 我們定義 v 的 norm (or length) 為

∥v∥=
√

v ·v =
√

a2
1 +a2

2 + · · ·+a2
n.

我們可以利用 Proposition 4.1.2 的處理一些有關於內積的性質, 而不必涉及內積的定義.

Lemma 4.1.4. 假設 u,v ∈ Rn, 則 ∥u+v∥2 = ∥u∥2 +2u ·v+∥v∥2.

Proof. 依定義 ∥u+v∥2 = (u+v) · (u+v), 再依 Proposition 4.1.2 (4) 可得

(u+v) · (u+v) = (u+v) ·u+(u+v) ·v = u ·u+v ·u+u ·v+v ·v.

最後再依 Proposition 4.1.2 (1) 的交換律知 v ·u+u ·v = 2u ·v 而得證本定理. □

Question 4.1. 試證明平行四邊形定理 (parallelogram relation): 平行四邊形兩對角線長的
平方和等於四邊長的平方和, 即對任意 u,v ∈ Rn 皆有

∥u+v∥2 +∥u−v∥2 = 2∥u∥2 +2∥v∥2.
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再次強調一次 Lemma 4.1.4 僅用到內積的性質, 所以在一般的情形若我們不是利用
Definition 4.1.1 的方法定義內積 (當然此時長度的定義也跟著改變) 但所定義的內積仍保有
Proposition 4.1.2 中的性質, 我們依然可得到 Lemma 4.1.4 中的性質. Lemma 4.1.4 最常見
的就是可以幫助我們推得所謂的「柯希、舒瓦茲」不等式.

Proposition 4.1.5 (Cauchy-Schwarz inequality). 若 u,v ∈ Rn, 則 |u ·v| ≤ ∥u∥∥v∥. 特別地
當 u,v 皆不為零向量時, 等號成立若且唯若存在 λ ∈ R 使得 v = λu.

Proof. 假設 u 和 v 中有一個為零向量, 即 u ·v = 0 且 ∥u∥∥v∥= 0, 故此不等式成立.

若 u,v 皆不為零向量, 考慮 u0 = u/∥u∥ 且 v0 = v/∥v∥. 此時

∥u0∥2 = u0 ·u0 =
1

∥u∥
u · 1

∥u∥
u =

1
∥u∥2 u ·u = 1.

同理得 ∥v0∥2 = 1, 故由 Lemma 4.1.4 得知

∥u0 +v0∥2 = 2+2u0 ·v0, (4.1)

∥u0 −v0∥2 = 2−2u0 ·v0.

因為 ∥u0 +v0∥2 ≥ 0 且 ∥u0 −v0∥2 ≥ 0, 故由式子 (4.1) 得 −1 ≤ u0 ·v0 ≤ 1. 換回 u,v 得

−∥u∥∥v∥ ≤ u ·v ≤ ∥u∥∥v∥.

亦即 |u ·v| ≤ ∥u∥∥v∥.

從上可知當 u,v 皆不為零向量時, 此不等式之等式會成立等同於 u0 ·v0 = 1 或 u0 ·v0 =

−1. 此時由式子 (4.1)分別得 ∥u0−v0∥2 = 0或 ∥u0+v0∥2 = 0,也就是說 u0 = v0 或 u0 =−v0.
換回 u,v 我們得

v =
∥v∥
∥u∥

u 或v =−∥v∥
∥u∥

u.

故此時只要令 λ 分別為 ∥v∥/∥u∥ 或 −∥v∥/∥u∥, 即可得 v = λu.

反之若 v = λu, 則由 Proposition 4.1.2 可得

|u ·v|= |λ | |u ·u|= |λ |∥u∥2 = ∥u∥∥λu∥= ∥u∥∥v∥.

□

在證明 Proposition 4.1.5 時, 我們用了一個很特殊的技巧, 就是將 u 化成長度為 1 的向

量 u0 = u/∥u∥. 一般來說一個長度為 1 的向量, 我們稱之為 unit vector. 任意的非零向量 u
都可以化成 unit vector, 即取 u0 = u/∥u∥. 這種化成 unit vector 的方法不只讓我們確定向
量的長度且又保有原向量的方向性, 是線性代數處理內積有關的問題很好用的技巧.

利用 Proposition 4.1.5, 我們可以得到所謂的三角不等式.

Corollary 4.1.6 (Triangle inequality). 若 u,v ∈ Rn, 則 ∥u+v∥ ≤ ∥u∥+∥v∥.

Proof. 由 Lemma 4.1.4 以及 Proposition 4.1.5, 我們有

∥u+v∥2 = ∥u∥2 +2u ·v+∥v∥2 ≤ ∥u∥2 +2∥u∥∥v∥+∥v∥2 = (∥u∥+∥v∥)2.

不等式兩邊開根號得證 ∥u+v∥ ≤ ∥u∥+∥v∥. □
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Question 4.2. 試找到充分必要條件使得 ∥u+v∥= ∥u∥+∥v∥.

利用內積我們可以知道坐標平面或空間中向量之間的一些幾何關係. 例如若兩非零向量
u,v 的夾角為 θ , 因為 u ·v = ∥u∥∥v∥cosθ , 所以我們可以利用內積得知此二非零向量所夾角
度. 特別地當 u ·v = 0 即表示 u 和 v 垂直. 我們也可將此幾何意義推廣到更一般的 Rn. 雖
然當 n ≥ 4 時, 我們無法 “看到” Rn 中的向量 (無法用幾何的方式來定義夾角), 此時我們可
以沿習 R2,R3 上的結果定義兩非零向量 u,v ∈ Rn 的夾角為 θ , 其中 0 ≤ θ ≤ π 使得

cosθ =
u ·v

∥u∥∥v∥
.

當我們定義一個東西時要注意這個定義是否 “well-defined”. 也就是說要確認這樣定義出
來的夾角 θ 是否可以找得到, 這是所謂「存在性」的問題. 我們都知道當 0 ≤ θ ≤ π 時,
|cosθ | ≤ 1. 所以這裡夾角 θ 的存在性就關係到 Rn 中兩個非零向量 u,v 是否會滿足∣∣∣∣ u ·v

∥u∥∥v∥

∣∣∣∣≤ 1.

然而 Proposition 4.1.5 告訴我們這是一定對的, 所以這裡 θ 的存在性沒問題. 另一個要確認
的問題是, 這樣定出來的夾角會不會有兩個或更多呢? 這是所謂「唯一性」的問題. 就是因
為會有 θ ′ ̸= θ 但 cosθ = cosθ ′ 的情形發生, 所以這裡我們要求 θ 要滿足 0 ≤ θ ≤ π, 如此才
能確保所得的夾角會是唯一的. 也就是說用這種方法定義兩非零向量的夾角是沒有問題的,
我們就稱這樣的定義是 well-defined.

Example 4.1.7. 在 R4 中設 u = (1,1,1,1),v = (1,0,−2,−2) 的夾角為 θ , 則由

cosθ =
u ·v

∥u∥∥v∥
=

−3
2×3

=−1
2
,

得知 θ = 120◦.

利用夾角的定義我們進而定義出何謂「垂直」.

Definition 4.1.8. 令 u,v ∈Rn 為非零向量, 我們說 u 和 v 為 orthogonal 若且唯若 u ·v = 0.

注意這裡因在 Rn 空間, 習慣上垂直我們稱為 orthogonal 而較少用一般幾何上的
perpendicular. 有了垂直概念後, 我們也可以將 R2 或 R3 上的向量在另一向量上的投影

(projection) 之概念推廣至 Rn.

我們先看 R2 的情況, 給定一非零向量 u ∈ R2, 對任意 v ∈ R2, 若 u′ 為 v 在 u 上的投
影, 表示向量 v−u′ (參考下圖虛線表示的向量) 會和 u 垂直, 即 (v−u′) ·u = 0, 也就是說
v ·u = u′ ·u.

-�������������*

-

6

u

v

u′
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因為 u′ 會落在 Span(u), 也就是說要找到 r ∈ R 使得 u′ = ru, 且符合 (v−u′) ·u = 0. 將
u′ = ru 代入得 v ·u = ru ·u = r∥u∥2, 亦即 r = (v ·u)/∥u∥2. 也就是說, 若 v 在 u 的投影是存
在的, 那們它的投影一定就是 v·u

∥u∥2 u (這說明了投影的唯一性). 然而若令 r = (v ·u)/∥u∥2 (注
意 u 為非零向量的假設), 則 u′ = ru 確實符合 (v−u′) ·u = 0 (這說明了投影的存在性). 我
們可以將以上的概念推廣到 Rn 的情形.

Proposition 4.1.9. 給定一非零向量 u ∈ Rn, 對任意 v ∈ Rn, 皆可寫成 v = u′+ v′, 其中
u′,v′ ∈ Rn 滿足 v′ ·u = 0 且 u′ = ru, r ∈ R. 事實上這樣的寫法是唯一的, 即

r =
v ·u
∥u∥2 .

Proof. 前面的論述在 Rn 亦成立, 亦即 r = (v ·u)/∥u∥2 是唯一的實數會使得 (v− ru) ·u = 0.
換言之,

u′ =
v ·u
∥u∥2 u.

是唯一的向量會滿足 u′ = ru且 (v−u′) ·u = 0. 既然 u′ 是唯一的, 故而 v′ 要滿足 v′+u′ = v,
即 v′ = v−u′, 自然也就唯一確定了. □

Question 4.3. 能否不用找到 r 的方法得到 Proposition 4.1.9 的唯一性?

Proposition 4.1.9, 大致上是說給定一 Rn 中的非零向量 u 後, 我們都可以將 Rn 中任一

向量 v 分解成兩個向量之和, 其中一個向量會落在 Span(u) (即定理中的 u′) 而另一個與 u
垂直 (即定理中的 v′), 且這個表法是唯一的. 我們稱落在 Span(u) 的那個向量

v ·u
∥u∥2 u

為 v 在 u 的 projection (投影).

Example 4.1.10. 在 R4 中考慮 u = (1,1,1,1),v = (1,0,−2,−2). 因 ∥u∥= 2 且 v ·u =−3,
得 v 在 u 的 projection 為

−3
4

u =−3
4
(1,1,1,1).

又我們有

v = (1,0,−2,−2) =−3
4
(1,1,1,1)+(

7
4
,
3
4
,−5

4
,−5

4
),

其中

−3
4
(1,1,1,1) ∈ Span((1,1,1,1)) and (

7
4
,
3
4
,−5

4
,−5

4
) · (1,1,1,1) = 0.

4.2. Inner Product

在 Rm 中有關於 dot product 的性質, 可以推廣到一般 over R 的 vector space. 在一般的
vector space, 我們就不再用 dot product 而用所謂 inner product 來稱之. 由於我們要談的
是一班的 inner product, 為了和原本 Rn 的 dot product 區分, 對於 v,w ∈ V , 原來我們用
⟨v,w⟩ 來表示 v,w 的 inner product.

考慮 over R 的 vector space V . 若對於任意 v,w ∈ V 皆有 ⟨v,w⟩ ∈ R 滿足 Proposition
4.1.2 有關內積的四個性質, 即
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(1) ⟨v,w⟩= ⟨w,v⟩, ∀v,w ∈V .

(2) 對任意 r ∈ R 皆有 ⟨rv,v⟩= ⟨v,rw⟩= r⟨v,w⟩.

(3) ⟨u,v+w⟩= ⟨u,v⟩+ ⟨u,w⟩, ∀u,v,w ∈V .

(4) ⟨v,v⟩ ≥ 0 且 ⟨v,v⟩= 0 若且唯若 v = 0.

我們便稱 ⟨ , ⟩ 為 V 上的一個 inner product 而稱 V 為 inner product space.

簡單的來說, 當我們稱 V 是一個 inner product space 時, 表示我們已給定 V 中的一

個 inner product ⟨ , ⟩. 例如在 Rn 上, 若我們定義 ⟨v,w⟩ = v ·w, ∀v,w ∈ Rn (原先的 dot
product), 那麼我們就說 Rn 是一個以 ⟨ , ⟩ 為內積的 inner product space. 另外要注意的是,
依我們的定義, 我們考慮的 inner product 是實數, 所以只有在 V 是 vector space over R 時,
才會談論是否為 inner product space. 事實上還有定義在複數 C 上的 inner product, 不過
由於本課程並不需要用到這種情況, 我們就略過不談.

接下來我們介紹一個定義在 Mm×n(R) 這一個 vector space 的 inner product. 其實當
M ∈ Mm×n(R), 我們可以將 M 視為一個在 Rmn 上的向量, 也就是說先寫第一個 column
再接著串接第二個 column, 這樣一直下去將 n 個 column 寫成一個長長的 column. 所
以我們可以將兩個 Mm×n(R) 上的矩陣看成是兩個 Rmn 的向量, 因此再利用 Rmn 上的

dot product 就可以定義 Mm×n(R) 上的 inner product 了. 也就是說若 A,B ∈ Mm×n 其中

v1, . . . ,vn 依序為 A 的 column vectors 而 w1, . . . ,wn 依序為 B 的 column vectors, 則可定義
⟨A,B⟩= v1 ·w1 + · · ·+vn ·wn. 由於 dot product 符合 inner product 的性質, 所以我們知道這
個方法確實給了 Mm×n(R) 上的一個 inner product. 事實上若從矩陣的乘法來看, 我們可以
將 Rn 上的 column vector看成 n×1 matrix,所以當 v,w ∈Rn,將 v,w視為 Mn×1(R)中的矩
陣,則 v ·w = wtv. 從這個角度來看若 A,B ∈Mm×n 其中 v1, . . . ,vn 依序為 A的 column vectors
而 w1, . . . ,wn 依序為 B 的 column vectors, 則 vi ·wi 就是 BtA 這個矩陣對角線上 (i, i)-th
entry. 我們曾定義過一個方陣 M 其對角線上的 entries 之和稱為 M 的 trace, 記為 tr(M).
因此上面定義的 ⟨A,B⟩= v1 ·w1 + · · ·+vn ·wn 也等於 tr(BtA). 也就是說對於 A,B ∈Mm×n(R),
定義 ⟨A,B⟩ = tr(BtA) 就給了 Mm×n(R) 上的一個 inner product, 在此 inner product 之下
Mm×n(R) 就形成一個 inner product space. 有些同學或許會疑惑為何不定義 ⟨A,B⟩= tr(AtB)

呢? 事實上對於任意方陣 M, 皆有 tr(M) = tr(Mt), 所以 tr(AtB) = tr((AtB)t) = tr(BtA). 不過
以後當我們介紹更多 inner product 和矩陣關係時, BtA 有其方便性, 所以一般來說我們會用
⟨A,B⟩= tr(BtA) 來表示這一個 inner product.

Question 4.4. 對任意 A,B ∈ Mm×n(R), 證明 tr(AB) = tr(BA). 並利用此證明 ⟨A,B⟩ =
tr(BtA),∀A.B ∈Mm×n(R) 是 Mm×n(R) 上的 inner product.

Question 4.5. 試說明 ⟨A,B⟩= det(BtA), ∀A,B ∈Mm×n(R) 是否為 Mm×n(R) 的 inner prod-
uct? 又若對任意 M,M′ ∈ Mn×n(R), 定義 ⟨M,M′⟩ = tr(MM′), 是否為 Mn×n(R) 上的 inner
product?

對於次數小於等於 n 的實係數多項式所形成的向量空間 Pn(R), 也有一個有趣的 inner
product, 我們看以下的例子.
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Example 4.2.1. 選取 n+1 個相異的實數 c1, . . . ,cn+1, 定義

⟨ f ,g⟩= f (c1)g(c1)+ · · ·+ f (cn+1)g(cn+1) =
n+1

∑
i=1

f (ci)g(ci), ∀ f ,g ∈ Pn(R).

我們說明在此定義之下 ⟨ , ⟩ 是 Pn(R) 的 inner product.

考慮 f ,g,h ∈ Pn(R) 以及 r ∈ R, 關於 ⟨ f ,g⟩ = ⟨g, f ⟩, ⟨ f ,g + h⟩ = ⟨ f ,g⟩+ ⟨ f ,h⟩ 以及
⟨ f ,rg⟩ = r⟨ f ,g⟩ 等性質很容易由實數的乘法加法性質推得, 這裡就不再證明. 我們僅證明
⟨ f , f ⟩ ≥ 0 以及 ⟨ f , f ⟩= 0 若且唯若 f = 0 這個性質. 依定義 ⟨ f , f ⟩= f (c1)

2 + · · ·+ f (cn+1)
2.

由於 f (ci) 是實數, 故知 f (ci)
2 ≥ 0, ∀ i = 1, . . . ,n+1. 由此得證 ⟨ f , f ⟩ ≥ 0. 又若 ⟨ f , f ⟩= 0, 表

示 f (ci)
2 = 0, ∀ i = 1, . . . ,n+1. 亦即 c1, . . . ,cn+1 是 f (x) = 0 的 n+1 個相異實根. 因此由 f

是次數小於等於 n 的多項式知, 唯一的可能就是 f 是零多項式, 即 f = 0.

Question 4.6. 在 Example 4.2.1 中, 若僅選 n 個相異實數, 是否可定出 Pn(R) 的 inner
product? 而若選 n+2 個相異實數, 是否可定出 Pn(R) 的 inner product?

依照 inner product 的定義可以推導出一些 inner product 性質, 以下我們列出幾個常用
的性質以利以後操作. 要注意以下的性質是可由 inner product 定義推得的, 它們並不屬於
inner product 的定義. 也就是說以後當我們要說明一個定義出來的是否為 inner product,
我們僅要驗證它是否符合 inner product 的四個要求. 若符合, 自然地它便會符合以下的性
質.

Proposition 4.2.2. 假設 V 是以 ⟨ , ⟩ 為 inner product 的 inner product space. 則有以下
的性質.

(1) ⟨v,0⟩= 0, ∀v ∈V .

(2) 若 v,w ∈V 且 ⟨v,u⟩= ⟨w,u⟩, ∀u ∈V , 則 v = w.

Proof. (1) 任取 v ∈V , 由 ⟨v,0⟩= ⟨v,0+0⟩= ⟨v,0⟩+ ⟨v,0⟩, 得 ⟨v,0⟩= 0.

(2)由 ⟨v,u⟩= ⟨w,u⟩得 ⟨v−w,u⟩= 0. 由於此等式依假設是對所有的 u ∈V 皆成立,故令
u = v−w, 可得 ⟨v−w,v−w⟩= 0. 故依 innner product的定義知 v−w = 0, 得證 v = w. □

從 Proposition 4.2.2 (2) 的證明中, 我們了解到 inner product 的定義中 ⟨v,v⟩ = 0 若且

唯若 v = 0 是相當重要的性質. 再加上 ⟨v,v⟩ ≥ 0, 相當符合我們對長度的要求. 因此我們很
自然地可以定義一個 inner product space 中的長度概念.

Definition 4.2.3. 假設 V 是以 ⟨ , ⟩為 inner product的 inner product space. 對任意 v ∈V ,
定義 v 的 norm (or length) 為

∥v∥=
√

⟨v,v⟩.

稱之為 norm 自然會是符合長度定義的要求, 即三角不等式. 在介紹 dot product 時, 我
們完整的推導出 norm 的性質, 當初證明這些性質因為僅用到 inner product 定義的基本性
質, 這裡我們就不再證明, 僅列出其結果.
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Proposition 4.2.4. 假設 V 是以 ⟨ , ⟩ 為 inner product 的 inner product space 且 ∥∥ 為以
⟨ , ⟩ 定義的 norm, 則對任意 r ∈ R, v,w ∈V 皆有以下的性質.

(1) ∥rv∥= |r| ∥v∥.

(2) ∥v∥ ≥ 0 且 ∥v∥= 0 若且唯若 v = 0.

(3) ∥v+w∥2 = ∥v∥2 +2⟨v,w⟩+∥w∥2.

(4) ∥v+w∥2 +∥v−w∥2 = 2∥v∥2 +2∥w∥2.

(5) |⟨v,w⟩| ≤ ∥v∥∥w∥. 特別地當 v,w 皆不為零向量時, |⟨v,w⟩| = ∥v∥∥w∥ 若且唯若存
在 λ ∈ R 使得 w = λv.

(6) ∥v+w∥ ≤ ∥v∥+∥w∥.

將來用到 norm 的時候, 我們都會用到 Proposition 4.2.4 上的性質. 例如當 v ̸= 0 時, 令
u = (1/∥v∥)v, 則由 (1) 知

∥u∥= ∥ 1
∥v∥

v∥=
∣∣∣∣ 1
∥v∥

∣∣∣∣∥v∥= 1.

這種符合 ∥u∥ = 1 的 u, 就稱為在此 norm 之下的 unit vector. Proposition 4.2.4 的性
質 (4) 稱為 parallelogram relation; (5) 就是 Cauchy-Schwarz inequality; (6) 就是 triangle
inequality.

Question 4.7. 考慮 P2(R) 上利用 −1,0,1 三相異實數所訂出的 inner product (參見
Example 4.2.1). 試利用此 inner product 求 ∥x∥ 並找到 f ∈ Span(x) 滿足 ∥ f∥= 1.

4.3. Projection and Gram-Schmidt Process

我們曾經介紹 Rn 上的 projection. 簡單來說, 給定非零向量 w ∈ Rn, 我們定義 v ∈ Rn 在

w 上的投影向量 w′ 必須是在 w 所展成的空間中 (即 w′ ∈ Span(w)), 而且 v−w′ 必須與 w
垂直, 也因此需與 Span(w) 上所有向量垂直. 依此, 我們將投影的定義推廣到一般對 inner
product space V 的一個 subspace W 上的投影. 也就是說, 當 W 為 V 的 subspace, 對於
v ∈V , 我們定義 v 在 W 的 projection 為 W 上的一個向量 w′ (即 w′ ∈W ), 滿足 v−w 和 W

上所有向量垂直. 首先我們給以下的定義.

Definition 4.3.1. 假設 V 為 inner product space. 給定 W 為 V 的 subspace. 令

W⊥ = {v ∈V | ⟨v,w⟩= 0, ∀w ∈W}.

也就是說W⊥ 為 V 中和所有W 中的向量垂直的向量所成的集合. 一般稱W⊥ 為 orthogonal
complement of W .

有了 orthogonal complement 的定義我們就可以對上述的 projection 給了以下的定義.

Definition 4.3.2. 假設 V 為 inner product space. 給定 W 為 V 的 subspace. 對於 v ∈V ,
若 w ∈W 滿足 v−w ∈W⊥, 則稱 w 為 the orthogonal projection of v on W .
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等一下我們將說明對於任意 v ∈V , the projection of v on W 一定存在, 而且唯一. 因此
為了方便起見我們將此向量用 ProjW (v) 表示. 我們將先證明唯一性, 有了唯一性, 將來我們
要說明 w 就是 ProjW (v), 就僅要檢查 w ∈W 且滿足 v−w ∈W⊥ 就可以了.

我們先了解以下一些有關於 orthogonal complement 的性質. 假設 W 為 V 的 subspace,
並令 v,v′ ∈ W⊥ 以及 r,s ∈ R. 利用內積的性質, 對於任意 w ∈ W , 我們有 ⟨rv+ sv′,w⟩ =
r⟨v,w⟩+ s⟨v′,w⟩. 再利用 v,v′ ∈W⊥, 即 ⟨v,w⟩= ⟨v′,w⟩= 0, 得知 ⟨rv+ sv′,w⟩= 0. 此即表示
對於任意 v,v′ ∈W⊥ 以及 r,s ∈ R, 皆有 rv+ sv′ ∈W⊥, 得證 W⊥ 為 V 的 subspace.

依定義要說明 v ∈W⊥ 就得說明 ⟨v.w⟩= 0, ∀w ∈W . 這個過程看似複雜, 因為要對所有
W 檢查. 不過由於 W 是 vector space, 我們僅要找到 W 的一組 basis, 然後對這組 basis 檢
查即可, 因為我們有以下之結果.

Lemma 4.3.3. 假設 V 為 inner product space 且 W 為 V 的 subspace. 假設 w1, . . . ,wn 是

W 的一組 basis, 則 v ∈W⊥ 若且唯若 ⟨v,wi⟩= 0, ∀ i = 1, . . . ,n.

Proof. 依定義若 v ∈W⊥ 則對任意 w ∈W 皆有 ⟨v,w⟩= 0,所以當然 ⟨v,wi⟩= 0, ∀ i = 1, . . . ,n

成立. 我們僅要證明若 ⟨v,wi⟩ = 0, ∀ i = 1, . . . ,n 則對任意 w ∈ W 皆有 ⟨v,w⟩ = 0. 對任意
w ∈W , 因為 w1, . . . ,wn 是 W 的一組 basis, 故存在 c1, . . . ,cn ∈ R 使得 w = c1w1 + · · ·+ cnwn,
故得

⟨v,w⟩= ⟨v,c1w1 + · · ·+ cnwn⟩= c1⟨v,w1⟩+ · · ·+ cn⟨v,wn⟩= 0.

□

要注意 orthogonal complement 的 complement 不是指集合的補集. W 的 orthogonal
complement W⊥ 並不是 W 的補集. 甚至 W ∩W⊥ 並不會是空集合. 這是因為 W ∩W⊥ 也會

是一個 subspace, 所以 0 一定在其中. 事實上我們有以下的結果.

Lemma 4.3.4. 假設 V 為 inner product space 且 W 為 V 的 subspace. 則 W ∩W⊥ = {0}.

Proof. 因 W ∩W⊥ 為 subspace, 故知 0 ∈W ∩W⊥. 現假設 w ∈W ∩W⊥. 由於 w ∈W⊥, 對
任意 w′ ∈W 皆有 ⟨w,w′⟩= 0. 而又 w ∈W , 故得 ⟨w,w⟩= 0. 因此由內積的性質知 w = 0, 得
證 W ∩W⊥ = {0}. □

現在我們可以證明 projection 的唯一性.

Proposition 4.3.5. 假設 V 為 inner product space. 給定 W 為 V 的 subspace. 對於 v ∈V ,
v 對於 W 的 projection 是唯一的.

Proof. 假設 w,w′ ∈W 皆為 v 在 W 的 projection. 也就是說 w,w′ 皆滿足 v−w ∈W⊥ 以及

v−w′ ∈W⊥. 由於 W⊥ 為 subspace, 我們有 (v−w)− (v−w′) ∈W⊥, 亦即 w−w′ ∈W⊥. 又
因 W 為 subspace, 我們也知 w−w′ ∈W . 故由 Lemma 4.3.4 知 w−w′ = 0, 即 w = w′, 證得
唯一性. □
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有了 Proposition 4.3.5 的唯一性, 以後我們要說明 w 是 v 在 W 的 projection, 就僅要檢
查 w ∈W 且滿足 v−w ∈W⊥ 就可以了.

接下來我們探討 projection 的存在性. 要考慮 v 對 W 的 projection, 我們必須找到 W

的一組 basis, 然後再看看這組 basis 所有可能的線性組合, 哪一個可以符合 projection 的要
求. 這裡較麻煩的地方就是, 我們不知道要選取哪一個線性組合. 是否有可能找到一組特殊
的 basis, 可以讓上述找到線性組合變簡單呢? 我們便是要回答這一個問題, 並探討如何找到
這種特殊的 basis.

假設 W 為 V 的 subspace 且 w1, . . . ,wn 為其一組 basis 滿足 ⟨wi,w j⟩= 0,∀ i ̸= j. 對於任

意 w ∈W , 因為 w1, . . . ,wn 為 W 的一組 basis, 存在 c1, . . . ,cn ∈R 使得 w = c1w1+ · · ·+cnwn.
一般來說我們都是利用解聯立方程組的方法找到 c1, . . . ,cn, 不過這裡由於這些 wi 之間兩兩

互相垂直, 我們可以利用內積求出 ci. 事實上對於任意 i = 1, . . . ,n, 考慮 ⟨w,wi⟩. 我們有

⟨w,wi⟩= ⟨c1w1 + · · ·+ cnwn,wi⟩= c1⟨w1,wi⟩+ · · ·+ cn⟨wn,wi⟩= ci⟨wi,wi⟩.

因為 wi ̸= 0, 我們有 ⟨wi,wi⟩= ∥wi∥2 ̸= 0, 故得 ci = ⟨w,wi⟩/⟨wi,wi⟩= ⟨w,wi⟩/∥wi∥2. 特別的,
若 ∥wi∥= 1, 則 ci = ⟨w,wi⟩. 我們有以下的定理.

Proposition 4.3.6. 假設 V 為 inner product space, W 為 V 的 subspace 且 w1, . . . ,wn 為

W 的一組 basis 滿足 ⟨wi,w j⟩= 0,∀ i ̸= j. 則對於任意 w ∈W , 我們有

w =
⟨w,w1⟩
∥w1∥2 w1 + · · ·+ ⟨w,wi⟩

∥wi∥2 wi + · · ·+ ⟨w,wn⟩
∥wn∥2 wn.

由於這種兩兩互相垂直的 basis, 對於寫下一個向量的 linear combination 相當的方便,
我們有以下的定義.

Definition 4.3.7. 假設 V 為 inner product space 且 v1, . . . ,vn 為 V 的一組 basis 滿足對於
任意 i ̸= j皆有 ⟨vi,v j⟩= 0.則稱 v1, . . . ,vn 為 V 的一組 orthogonal basis. 若又要求 ⟨vi,vi⟩= 1

(即 ∥vi∥= 1), ∀ i = 1, . . . ,n, 則稱 v1, . . . ,vn 為 V 的一組 orthonormal basis.

要注意,若 v1, . . . ,vn 是 V 的一組 orthogonal basis,對於所有 i = 1, . . . ,n,令 ui = vi/∥vi∥,
則 u1, . . . ,un 就會是 V 的一組 orthonormal basis. 這是因為

⟨ui,u j⟩= ⟨ 1
∥vi∥

vi,
1

∥v j∥
v j⟩=

1
∥vi∥

1
∥v j∥

⟨vi,v j⟩.

因此當 i ̸= j, 我們有 ⟨ui,u j⟩= ⟨vi,v j⟩= 0; 而當 i = j, 我們有 ⟨ui,ui⟩= ⟨vi,vi⟩/∥vi∥2 = 1.

由前面已知, 若能找到 W 的一組 orthogonal basis w1, . . . ,wn, 則我們可以很容易的
將任意 W 中的向量寫成 w1, . . . ,wn 的線性組合. 這似乎克服了前面所述較複雜的部份.
事實上確實如此, 若能找到 W 的一組 orthogonal basis w1, . . . ,wn, 則我們便可以輕易地
得到 v 在 W 的 projection 了. 這是因為若 w = ProjW (v) 且 w = c1w1 + · · ·+ cnwn. 此
時由於 v−w ∈ W⊥, 對於所有 i = 1, . . . ,n, 我們有 ⟨v,wi⟩ − ⟨w,wi⟩ = ⟨v−w,wi⟩ = 0. 因
此得 ⟨v,wi⟩ = ⟨w,wi⟩ = ci⟨wi,wi⟩, 亦即 ci = ⟨v,wi⟩/⟨wi,wi⟩. 所以我們得到一個很簡捷求
projection 的方法.
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Theorem 4.3.8. 假設 V 為 inner product space, W 為 V 的 subspace 且 w1, . . . ,wn 為 W

的一組 orthogonal basis. 若 v ∈V , 則 v 在 W 的 projection 為

ProjW (v) =
⟨v,w1⟩
∥w1∥2 w1 + · · ·+ ⟨v,wn⟩

∥wn∥2 wn.

特別的當 w1, . . . ,wn 為 W 的一組 orthonormal basis, 則

ProjW (v) = ⟨v,w1⟩w1 + · · ·+ ⟨v,wn⟩wn.

Proof. 令 w = c1w1 + · · ·+ cnwn, 其中 ci = ⟨v,wi⟩/⟨wi,wi⟩, ∀ i = 1, . . . ,n. 此時 w ∈W , 且對
任意 i = 1, . . . ,n 皆有

⟨v−w,wi⟩= ⟨v,wi⟩−⟨w,wi⟩= ⟨v,wi⟩−
n

∑
j=1

c j⟨w j,wi⟩= ⟨v,wi⟩− ci⟨wi,wi⟩= 0.

故由 Lemma 4.3.3 知 v−w ∈ W⊥. 因此由 projection 的唯一性 (Proposition 4.3.5) 知
w = ProjW (v). □

我們已經知道只要找到 W 的一組 orthogonal basis, 就可以輕易求得 v 在 W 的

projection. 對一般 inner product space, 我們將介紹一個方法找到它的一組 orthogonal
basis, 也因此證明了對於一般的 inner product space 一定存在 orthogonal basis (以及
orthonormal basis). 這個方法就是所謂的 Gram-Schmidt process.

給定 V 的一個 nonzero subspace W ,且假設 dim(W ) = n. 首先我們說明若 w1, . . . ,wk ∈W

為非零向量且滿足 ⟨wi,w j⟩ = 0, ∀ i ̸= j, 則 w1, . . . ,wk 為 linearly independent. 這是因為若
不是 linearly independent 表示存在 c1, . . . ,ck ∈ R 不全為 0 使得 c1w1 + · · ·+ ckwk = 0. 然而
對任意 i = 1, . . . ,k 由於 0 = ⟨c1w1+ · · ·+ckwk,wi⟩= ci∥wi∥2. 也因此由 ∥wi∥ ̸= 0, 得證 ci = 0.
此和 c1, . . . ,ck 不全為 0 的假設相矛盾, 故知 w1, . . . ,wk 為 linearly independent. 因此要找
到 W 的一組 orthogonal basis, 我們只要在 W 中找到 w1, . . . ,wn 滿足 ⟨wi,w j⟩= 0, ∀ i ̸= j 即

可, 因為它們是 linearly independent 且 dim(W ) = n, 故知它們是 W 的一組 basis. 接下來我
們要說明在 W 中如何找到這樣的一組 nonzero vectors.

首先因 W ̸= {0}, 故可在 W 中取一 nonzero vector v1. 為了方便起見我們令 w1 = v1

且 W1 = Span(v1) = Span(w1). 若 dim(W ) = 1, 則 W =W1 故 w1 就是 W 的一個 orthogonal
basis. 而若 dim(W )> 1, 則因 W1 ⊊W , 我們可以找到 nonzero vector v2 ∈W 且 v2 ̸∈W1. 現
在我們要利用 v2, 找到 w2 ∈ W 滿足 w2 ̸= 0 且 ⟨w1,w2⟩ = 0. 很自然的, 我們會考慮 w2 =

v2−ProjW1
(v2), 因為此時 w2 ∈W⊥

1 , 而W1 = Span(w1), 故當然有 ⟨w1,w2⟩= 0. 我們也要說明
w2 ̸= 0. 這是因為若 w2 = 0,會得到 v2 = ProjW1

(v2)∈W1,此與當初 v2 ̸∈W1 的假設相矛盾. 另
一方面因為 W = Span(w1), 利用 Proposition 4.1.9 我們知 ProjW1

(v2) = (⟨v2,w1⟩/∥w1∥2)w1,
所以我們知

w2 = v2 −
⟨v2,w1⟩
∥w1∥2 w1.

另外要注意的是 Span(w1,w2) = Span(v1,v2), 這是因為依 w1,w2 的選取, 我們有 w1,w2 ∈
Span(v1,v2), 因此 Span(w1,w2) ⊆ Span(v1,v2). 然而因為 v1,v2 為 linearly independent
且 w1,w2 為 linearly independent, 故由 dim(Span(w1,w2)) = dim(Span(v1,v2)) = 2 得證
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Span(w1,w2) = Span(v1,v2). 為了方便起見, 我們令 W2 = Span(w1,w2) = Span(v1,v2). 現若
dim(W ) = 2, 則 W = W2, 故 w1,w2 為 W 的一組 orthogonal basis. 而若 dim(W ) > 2, 則
因 W2 ⊊ W , 我們可以找到 nonzero vector v3 ∈ W 且 v3 ̸∈ W2. 現在我們要利用 v3, 找到
w3 ∈W 滿足 w3 ̸= 0 且 ⟨w1,w3⟩ = ⟨w2,w3⟩ = 0. 同前, 我們考慮 w3 = v3 −ProjW2

(v3), 因為
此時 w3 ∈W⊥

2 , 而 W2 = Span(w1,w2), 故當然有 ⟨w1,w3⟩= ⟨w2,w3⟩= 0. 另外因 v3 ̸∈W2, 同
前面的理由我們有 w3 ̸= 0. 另一方面因為 w1,w2 為 W2 的 orthogonal basis, 利用 Theorem
4.3.8 我們得

w3 = v3 −ProjW2
(v3) = v3 −

⟨v3,w1⟩
∥w1∥2 w1 −

⟨v3,w2⟩
∥w2∥2 w2.

最後和前面同樣的理由, 我們有 Span(w1,w2,w3) = Span(v1,v2,v3). 這樣一直下去, 我們可以
得到 Wk = Span(w1, . . . ,wk) = Span(v1, . . . ,vk) 且 w1, . . . ,wk 是 Wk 的一組 orthogonal basis.
現若 k = dim(W ) = n, 則得 Wk = W , 所以 w1, . . . ,wk 是 W 的一組 orthogonal basis. 而若
k < n, 則存在 vk+1 ∈W 且 vk+1 ̸∈Wk. 故令

wk+1 = vk+1 −ProjWk
(vk+1) = vk+1 −

⟨vk+1,w1⟩
∥w1∥2 w1 −

⟨vk+1,w2⟩
∥w2∥2 w2 −·· ·− ⟨vk+1,wk⟩

∥wk∥2 wk,

則得 wk+1 ̸= 0且 ⟨wk+1,wi⟩= 0, ∀ i = 1, . . . ,k. 另外因 w1, . . . ,wk,wk+1 ∈ Span(v1, . . . ,vk,vk+1),
同上可得 Span(w1, . . . ,wk,wk+1)= Span(v1, . . . ,vk,vk+1),故令Wk+1 =Span(w1, . . . ,wk,wk+1)=

Span(v1, . . . ,vk,vk+1), 我們有 w1, . . . ,wk,wk+1 為 Wk+1 的一組 orthogonal basis. 這樣一直下
去直到得到 Wn =W , 這樣 w1, . . . ,wn 就是 W 的一組 orthogonal basis.

上述 Gram-Schmidt process 中 v1, . . . ,vn 的選取事實上和我們過去找 vector space 的
basis 方法是一樣的. 差別就是我們要將 v1, . . . ,vn 這組 basis 修改成 w1, . . . ,wn 這一組

orthogonal basis. 因此如果一開始已給定 W 的一組 basis v1 . . . ,vn, 我們可以將之直接套用,
因此有以下的結果.

Theorem 4.3.9 (Gram-Schmidt Process). 假設 V 為 inner product space, W 為 V 的

subspace 且 v1, . . . ,vn 為 W 的一組 basis. 令

w1 = v1, w2 = v2 −
⟨v2,w1⟩
∥w1∥2 w1, . . .

這樣一直下去, 即對於 i = 1, . . . ,n−1 令

wi+1 = vi+1 −
⟨vi+1,w1⟩
∥w1∥2 w1 −

⟨vi+1,w2⟩
∥w2∥2 w2 −·· ·− ⟨vi+1,wi⟩

∥wi∥2 wi,

則 w1, . . . ,wn 為 W 的一組 orthogonal basis. 而且

Span(w1, . . . ,wi) = Span(v1, . . . ,vi), ∀ i = 1, . . . ,n.

Gram-Schmidt process 確保了 orthogonal basis 的存在性, 而當 v1, . . . ,vn 為其 orthogo-
nal basis時,我們可以除去其長度得到 (1/∥v1∥)v1, . . . ,(1/∥vn∥)vn 這一組 orthonormal basis.
利用 orthogonal basis 的存在性, 我們也就得到了 orthogonal projection 的存在性了. 也
就是說當 V 為 inner product space 且 W 為其 subspace, 我們就可以利用 Gram-Schmidt
process 找到 W 的一組 orthogonal basis, 然後利用 Theorem 4.3.8, 得到任意 V 中的向量 v
在 W 上的 orthogonal projection 了.
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Example 4.3.10. 我們要用 orthogonal basis 來處理 orthogonal projection 的問題. 我們

在 R4 使用 dot product, 考慮 v =


2
0
1
4

 在 W = Span(


1
2
2
1

,


3
4
2
3

) 的 orthogonal projection.

首先找 W 的一組 orthogonal basis. 令

w1 =


1
2
2
1

, w2 =


3
4
2
3

− 18
10


1
2
2
1

=
2
5


3
1
−4
3

.
此時 w1,w2 為 W 的一組 orthogonal basis, 故利用 Theorem 4.3.8 得

ProjW (v) =
⟨v,w1⟩
∥w1∥2 w1 +

⟨v,w2⟩
∥w2∥2 w2 =

8
10


1
2
2
1

+ 28/5
28/5

× 2
5


3
1
−4
3

=


2
2
0
2

.
雖然 Theorem 4.3.9的敘述是找到 V 的 subspace W 的 orthogonal basis,不過因W 是 V

中任意的 subspace,所以當W 為 V 時,我們也就找到 V 的 orthogonal basis了. 所以對任意
finite dimensional inner product space, Gram-Schmidt process 都能幫我們找到 orthogonal
basis. 注意這裡需要有限維的假設, 因為整個過程我們是一個一個置換這些向量, 所以有限
多個向量才可全部置換完成. Theorem 4.3.9 的敘述牽涉到 V 的 subspace W 主要用意是,
我們不只可找到 W 的 orthogonal basis, 也可繼續這個 process, 而將 W 的 orthogonal basis
擴大成 V 的 orthogonal basis. 這是因為若 W ̸= V , 當找到 w1, . . . ,wn 為 W 的 orthogonal
basis 後我們可以繼續考慮 vn+1 ∈ V 但 vn+1 ̸∈ W , 然後利用 Gram-Schmidt process 得到
wn+1 = vn+1 −ProjW (vn+1) ∈ W⊥. 這樣一直下去直到得到 V 的一組 orthogonal basis 為止.
也因此我們得到以下之結果.

Corollary 4.3.11. 假設 V 為 inner product space, W 為 V 的 subspace. 若 dim(V ) = m

且 dim(W ) = n, 則存在 V 的一組 orthogonal basis v1, . . . ,vn, . . . ,vm, 其中 v1, . . . ,vn 是 W 的

orthogonal basis.

Example 4.3.12. 考慮 R4 中以 dot product 所形成的 inner product space. 令

v1 =


1
1
1
1

, v2 =


3
1
−1
1

, v3 =


1
1
3
3

,
我們要求W = Span(v1,v2,v3)的一組 orthogonal basis, 並將之擴大成 R4 的一組 orthogonal
basis. 首先令 w1 = v1, 得

w2 = v2 −
⟨v2,w1⟩
∥w1∥2 w1 =


3
1
−1
1

− 4
4


1
1
1
1

=


2
0
−2
0

.
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最後得

w3 = v3 −
⟨v3,w1⟩
∥w1∥2 w1 −

⟨v3,w2⟩
∥w2∥2 w2 =


1
1
3
3

− 8
4


1
1
1
1

− −4
8


2
0
−2
0

=


0
−1
0
1

.
由於 dim(V ) = 3 且 dim(R4) = 4, 我們需要再找到一個向量以形成 R4 的 basis. 考慮

v4 =


0
0
0
1

, 我們可以檢查 v4 ̸∈ W (或直接套用 Gram-Schmidt process, 若 v4 ∈ W , 會得到

v4 −ProjW (v4) = 0. 若真如此就再換一個向量). 得

w4 = v4 −
⟨v4,w1⟩
∥w1∥2 w1 −

⟨v4,w2⟩
∥w2∥2 w2 −

⟨v4,w3⟩
∥w3∥2 w3 =


0
0
0
1

− 1
4


1
1
1
1

− 1
2


0
−1
0
1

=
1
4


−1
1
−1
1

.
此時 w1,w2,w3,w4 就是 R4 的一組 orthogonal basis, 其中 w1,w2,w3 是 W 的 orthogonal
basis.

對於每一個 wi, 我們可以除以其長度 ∥wi∥, 得到一組 orthonormal basis

u1 =
1
2


1
1
1
1

,u2 =
1√
2


1
0
−1
0

,u3 =
1√
2


0
−1
0
1

,u4 =
1
2


−1
1
−1
1

.
接下來我們看幾個有關 orthogonal basis 的應用. 由於利用 orthonormal basis 會比較

方便 (省去除掉長度的麻煩), 所以以下都用 orthonormal basis 處理. 首先當 W 是 inner
product space V 的 subspace, 我們知道 W⊥ 也是 V 的 subspace. 很自然的我們會想要
知道 dim(W⊥) 和 dim(W ) 的關係. 當我們利用 Corollary 4.3.11 找到 u1, . . . ,un, . . . ,um 是

V 的一組 orthonormal basis, 其中 u1, . . . ,un 為 W 的 orthonormal basis, 我們就可以將任
意 v ∈ W⊥ 寫成 v = c1u1 + · · ·+ cnun + cn+1un+1 + · · ·+ cmum. 其中 ci = ⟨v,ui⟩ (Proposition
4.3.6 套用 W =V 的情形). 由於 v ∈W⊥, 我們有 ⟨v,ui⟩= 0, ∀ i = 1, . . . ,n (因為這些 ui ∈W ).
因此得 v = cn+1un+1 + · · ·+ cmum ∈ Span(un+1, . . . ,um). 反之若 v = cn+1un+1 + · · ·+ cmum ∈
Span(un+1, . . . ,um), 由於當 i ̸= j 時 ⟨ui,u j⟩= 0, 故當 i = 1, . . . ,n 時

⟨v,ui⟩=
m

∑
j=n+1

c j⟨u j,ui⟩= 0.

因此由 u1, . . . ,un 為 W 的 basis 以及 Lemma 4.3.3 得 v ∈ W⊥, 也因此我們證明了 W⊥ =

Span(un+1, . . . ,um). 又因為 un+1, . . . ,um 為 linearly independent, 故知 un+1, . . . ,um 為 W⊥ 的

一組 basis (事實上也是 orthonormal basis).

Proposition 4.3.13. 假設 V 為 inner product space, W 為 V 的 subspace且設 dim(V ) = m,
dim(W ) = n. 若 v1, . . . ,vn, . . . ,vm 為 V 的一組 orthogonal basis 且其中 v1, . . . ,vn 是 W 的

orthogonal basis, 則 vn+1, . . . ,vm 為 W⊥ 的 orthogonal basis. 特別的, 我們有

dim(W⊥) = dim(V )−dim(W ).
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Question 4.8. 在 Example 4.3.12 中, 試找到 W⊥ 的一組 basis.

在補集的概念中, 我們知道一個集合的補集再取補集, 會是該集合本身. orthogonal
complement 會不會也有同樣的情形呢? 也就是說當 W 是 inner product space V 的

subspace, 會不會有 (W⊥)⊥ = W 的情形發生? 一般要說明 (W⊥)⊥ = W , 我們需證明
W ⊆ (W⊥)⊥ 以及 (W⊥)⊥ ⊆ W . 證明 W ⊆ (W⊥)⊥ 這部分是簡單的, 因為 (W⊥)⊥ 依定義

是所有和 W⊥ 垂直的向量所成的集合, 所以當 w ∈ W , 我們要說明 w ∈ (W⊥)⊥ 僅要說明

⟨w,v⟩ = 0, ∀v ∈ W⊥ 即可. 然而任意 v ∈ W⊥ 依定義皆會和所有 W 中的向量垂直, 故由
w ∈W , 我們自然有 ⟨w,v⟩= 0, ∀v ∈W⊥. 至於 (W⊥)⊥ ⊆W , 很不幸的它並不一定會成立. 事
實上在 V 為無限維時可以找到反例. 由於本課程並不涉及無限維的向量空間, 這裡就略去
不談. 不過在 V 為 finite dimensional inner product space, (W⊥)⊥ ⊆ W 就會成立. 只是它
的證明是無法像前面 W ⊆ (W⊥)⊥ 的情況用集合元素方式推導 (否則就不會有在無限維時不
成立的情況發生). 既然是有限維, 我們可以用為維度處理. 回顧一下當我們有 W ′ 為 W 的

subspace, 且知 dim(W ′) = dim(W ), 則可得 W ′ =W . 所以既然我們已知 W ⊆ (W⊥)⊥, 只要說
明 dim(W ) = dim((W⊥)⊥), 就可得證 (W⊥)⊥ =W .

Corollary 4.3.14. 假設 V 為 finite dimensional inner product space且W 為 V 的 subspace.
則 (W⊥)⊥ =W .

Proof. 前面已證得 W ⊆ (W⊥)⊥, 所以現在僅要說明 dim(W ) = dim((W⊥)⊥), 就可得證
(W⊥)⊥ = W . 然而由 Proposition 4.3.13, 我們知 dim((W⊥)⊥) = dim(V )− dim(W⊥), 再由
dim(W⊥) = dim(V )−dim(W ), 得

dim((W⊥)⊥) = dim(V )− (dim(V )−dim(W )) = dim(W ).

□

在 R2, R3 中的投影概念中, 還有一個重要的觀點就是一個點在直線 (或平面上) 的投
影點就是這個線上 (或平面上) 距離該點最近的點. 這個概念對我們推廣到 inner product
space 後的 orthogonal projection 也是對的. 我們有以下的性質.

Proposition 4.3.15. 假設 V 為 inner product space且W 為 V 的 subspace. 若 w= ProjW (v)
為 v 在 W 的 orthogonal projection, 則對於任意 w′ ∈W 且 w′ ̸= w, 皆有 ∥v−w′∥> ∥v−w∥.

Proof. 考慮 v−w′ = v−w+w−w′. 因 w = ProjW (v), 故知 v−w ∈W⊥. 又因 W 為 vector
space, 我們有 w−w′ ∈W . 故得

∥v−w′∥2 = ⟨v−w′,v−w′⟩= ⟨v−w+w−w′,v−w+w−w′⟩= ⟨v−w,v−w⟩+⟨w−w′,w−w′⟩.

亦即 ∥v−w′∥2 = ∥v−w∥2 +∥w−w′∥2. 又因 w ̸= w′ 我們有 ∥w−w′∥> 0. 得證 ∥v−w′∥2 >

∥v−w∥2, 即 ∥v−w′∥> ∥v−w∥. □
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4.4. 矩陣運算和內積的連結

前面提過矩陣的乘法, 和 Rn 的 dot product 有密切的關係. 當 v,w ∈Rn, 我們用 ⟨v,w⟩ 表示
v,w 的 dot product. 而當我們將 v,w 視為 n×1 的矩陣則 v, w 的 dot product 可視為矩陣
乘法 ⟨v,w⟩= wtv. 這一節我們將利用這個觀點以及上一節所談的 inner product 的性質, 來
探討矩陣運算的性質.

當 v ∈ Rm, w ∈ Rn 以及 A ∈Mm×n(R), 由於 Aw ∈ Rm, 我們可以討論 v 和 Aw 在 Rm 的

dot product, 即 ⟨v,Aw⟩. 當我們將 v,Aw 視為 m×1 矩陣, 利用矩陣乘法可得

⟨v,Aw⟩= (Aw)tv = (wtAt)v = wt(Atv). (4.2)

另一方面將 Atv,w 視為 Rn 上的向量, 考慮它們在 Rm 的 dot product, 我們有

⟨Atv,w⟩= wt(Atv). (4.3)

結合式子 (4.2), (4.3) 我們可得以下性質.

Lemma 4.4.1. 假設 v ∈ Rm, w ∈ Rn 以及 A ∈Mm×n(R). 若考慮 ⟨v,Aw⟩ 為在 Rm 的 dot
product 以及 ⟨Atv,w⟩ 為在 Rn 的 dot product, 則

⟨v,Aw⟩= ⟨Atv,w⟩.

回顧當 A ∈Mm×n(R) 時我們令 Col(A) 表示 A 的 column space, 亦即若 a1, . . . ,an 分別為

A的 column vectors, 則 Col(A) = Span(a1, . . . ,an). 另外我們也定義 A的 null space為 N(A),
即 N(A) = {w ∈ Rn : Aw = 0}. 注意 Col(A) 為 Rm 的 subspace, 而 N(A) 為 Rn 的 subspace.

我們有興趣知道在 Rm 中 Col(A)⊥ 為何? 若 v ∈ Col(A)⊥, 表示 v 與 Col(A) 中所有的

向量皆垂直. 利用 Lemma 4.3.3 相同的證明方法, 我們知這等價於 ⟨v,ai⟩= 0, ∀ i = 1, . . . ,n.
然而依矩陣的乘法, A 的 i-th column 等於 Aei, 其中 ei 是 i-th entry 為 1 其他 entry 為 0

的 Rn 中的向量, 也就是說 ai = Aei. 因此由 Lemma 4.4.1 知 0 = ⟨v,ai⟩= ⟨v,Aei⟩= ⟨Atv,ei⟩,
∀ i = 1, . . . ,n. 換言之 Atv 這個 Rn 的向量和每個 ei 的 dot product 皆為 0, 得證 Atv = 0, 也
就是說 v ∈ N(At). 反之, 若 v ∈ N(At) 表示 Atv = 0, 故得 ⟨Atv,ei⟩ = 0, ∀ i = 1, . . . ,n. 因此得
⟨v,ai⟩= 0, ∀ i = 1, . . . ,n, 即 v ∈ Col(A)⊥. 我們有以下定理.

Theorem 4.4.2. 假設 A ∈Mm×n(R). 考慮 Col(A) 為 Rm 的 subspace, 使用 dot product, 我
們有 Col(A)⊥ = N(At).

Theorem 4.4.2 可以用其他的形式表達. 例如利用 Corollary 4.3.14, 我們可以得到

Col(A) = (Col(A)⊥)⊥ = N(At)⊥.

另一方面, 利用 (At)t = A, 我們可得

Col(At)⊥ = N(A), Col(At) = N(A)⊥.

回顧一下, 我們稱 dim(Col(A)) 為 A 的 rank, 用 rank(A) 表示, 而 dim(N(A)) 稱為 A

的 nullity, 用 nullity(A) 表示. 當計算維度牽涉到 orthogonal complement 時要小心, 因為
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W⊥ 其實是和將 W 視為哪個 vector space 的 subspace 有關, 因此 Proposition 4.3.13 計算
W⊥ 的維度其實是和 W 所在的向量空間 V (即將 W 視為 V 的 subspace) 的維度有關. 當
A ∈Mm×n(R), 我們是將 Col(A) 視為 Rm 的 subspace (因 A 的每個 column vector 是在 Rm

中), 而將 N(A) 視為 Rn 的 subspace (因為只有 Rn 的向量可以乘在 A 的右邊). 所以利用
Col(At) = N(A)⊥, 我們可以得

rank(A) = dim(Col(At)) = dim(N(A)⊥) = n−dim(N(A)) = n−nullity(A).

這與 Dimension Theorem 相吻合.

Lemma 4.4.1 還有許多的應用. 我們有以下的定理.

Proposition 4.4.3. 假設 A ∈Mm×n(R). 則 N(AtA) = N(A).

Proof. 假設 v ∈ N(A), 則由 Av = 0 得 (AtA)v = At(Av) = At(0) = 0. 即 v ∈ N(AtA), 故得證
N(A)⊆ N(AtA). 反之, 若 v ∈ N(AtA), 則由 (AtA)v = 0 以及 Lemma 4.4.1, 可得

⟨Av,Av⟩= ⟨At(Av),v⟩= ⟨(AtA)v,v⟩= ⟨0,v⟩= 0.

故由內積性質得證 Av = 0, 即 v ∈ N(A). 因此得 N(AtA)⊆ N(A). □

當 A 為 m× n matrix, 則 AtA 就會是 n× n 方陣. 因此由 Dimension Theorem 以及
Proposition 4.4.3, 我們有

n− rank(AtA) = nullity(AtA) = dim(N(AtA)) = dim(N(A)) = nullity(A) = n− rank(A)

因此得知 rank(AtA) = rank(A). 我們有以下的結果.

Corollary 4.4.4. 假設 A ∈Mm×n(R). 則 rank(AtA) = rank(A). 特別的我們有 rank(A) = n

若且唯若 AtA 為 invertible matrix.

Proof. 我們已經證得 rank(AtA) = rank(A). 由於 AtA 為 n×n matrix, rank(AtA) = n 等價於

AtA 為 invertible matrix (Theorem 2.5.2), 也因此由 rank(AtA) = rank(A) 知 rank(A) = n 等

價於 AtA 為 invertible matrix. □

要注意，雖然 dim(Col(A))= rank(A)= rank(AtA)= dim(Col(AtA))，但這不代表 Col(A)=

Col(AtA). 這是因為當 A 為 m× n matrix 時 Col(A) ⊆ Rm, 而此時 AtA 為 n× n matrix, 故
Col(AtA)⊆ Rn. 也就是說，當 n ̸= m 時，Col(A) 和 Col(AtA) 根本就在不同空間中，當然不

可能相等。即使當 n = m, 時 Col(AT A) 和 Col(A) 一般也沒有關係。事實上 Col(AtA) 會是 A

的 row space, Col(At).

Corollary 4.4.5. 假設 A ∈Mm×n(R). 則 Col(AtA) = Col(At).

Proof. 首先我們證明 Col(AtA)⊆ Col(At). 這是因為對任意 v ∈ Col(AtA), 表示存在 w ∈ Rn

使得 v = (AtA)w. 然而 (AtA)w = At(Aw), 故得證 v = At(Aw) ∈ Col(At).

接下來，我們只要說明 dim(Col(AtA)) = dim(Col(At)), 即可得證 Col(AtA) = Col(At)

(Proposition 3.6.10). 然而 Corollary 4.4.4 告訴我們 rank(AtA) = rank(A), 而 rank(AtA) =

dim(Col(AtA))且 rank(A) = rank(At) = dim(Col(At)) (Proposition 3.7.15),故得證本定理。 □
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當 W 為 Rm 的 subspace 時, Theorem 4.4.2 也可以幫助我們求 v ∈ Rn 在 W 上的

orthogonal projection. 要注意在 Theorem 4.3.8 中找 W 的 orthogonal basis 的方法求
orthogonal projection 是適用於一般的 inner product space, 而這裡我們介紹的方法僅適用
於 Rm 且使用 dot product.

假設 W = Span(w1, . . . ,wn) ⊆ Rm 首先令 A 為以 w1, . . . ,wn 為 column vectors 的 m× n

matrix, 則 W 為 A 的 column space Col(A). 依 ProjW (v) 的定義, 我們需要找到 w ∈ W 滿

足 v−w ∈ W⊥, 這樣 w 就會是 ProjW (v) 了. 如何找到這樣的 w ∈ W 呢? 由 column space
的定義知, w ∈ W 表示存在 x ∈ Rn 使得 Ax = w. 至於 v−w ∈ W⊥ = (Col(A))⊥ 的要求,
Theorem 4.4.2 知此即表示 v−w = v−Ax ∈ N(At). 也就是說我們必須找到 x ∈ Rn 使得

At(v−Ax) = 0. 利用矩陣乘法性質, 此即表示 x ∈ Rn 須滿足聯立方程組 (AtA)x = Atv. 要
注意，由於 Atv ∈ Col(At) = Col(AtA) (Corollary 4.4.5), 聯立方程組 (AtA)x = Atv 一定有解。
若能解 (AtA)x = Atv, 則所得的解 x 就會使得 Ax = ProjW (v) 了. 我們有以下的定理.

Proposition 4.4.6. 假設 W = Span(w1, . . . ,wn) ⊆ Rm 且考慮 Rm 的 dot product. 對於任
意 v ∈ Rm, 令 A 為以 w1, . . . ,wn 為 column vectors 的 m× n matrix 且考慮聯立方程組
(AtA)x = Atv. 若 x0 為此聯立方程組的一個解, 則 ProjW (v) = Ax0.

特別的, 如果 w1, . . . ,wn 為 W 的一組 basis, 則 rank(A) = dim(W ) = n. 故利用 Corollary
4.4.4可得 AtA為 invertible. 此時只要將聯立方程組 (AtA)x= Atv的兩邊乘上 AtA的 inverse,
即可得解為 x = (AtA)−1Atv. 注意此時我們僅解得 (AtA)x = Atv 之解, 要將此解的左邊乘上
A 才得 ProjW (v). 我們有以下的結論.

Corollary 4.4.7. 假設 W 為 Rm 的 subspace 且考慮 Rm 的 dot product. 假設 w1, . . . ,wn

為 W 的一組 basis, 令 A 為以 w1, . . . ,wn 為 column vector 的 m× n matrix. 則對於任意
v ∈ Rm, v 在 W 的 projection 為

ProjW (v) = A(AtA)−1Atv.

Example 4.4.8. 我們要利用 Corollary 4.4.7 的結果求 v =


2
0
1
4

 在 W = Span(


1
2
2
1

,


3
4
2
3

) 的

投影. 首先考慮矩陣 A =


1 3
2 4
2 2
1 3

, 此時 At =

[
1 2 2 1
3 4 2 3

]
, 故得 AtA =

[
10 18
18 38

]
以及

其 inverse (AtA)−1 = (1/28)
[

19 −9
−9 5

]
. 因此由 Corollary 4.4.7 得

ProjW (v) =
1

28


1 3
2 4
2 2
1 3

[ 19 −9
−9 5

][
1 2 2 1
3 4 2 3

]
2
0
1
4

=


2
2
0
2

.
這個結果和我們在 Example 4.3.10 利用 orthogonal basis 處理投影的結果一致.
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對於 Corollary 4.4.7 要注意的是因為 W 為 Rm 的 subspace, 除非 W = Rm, 否則
dim(W ) = n 會小於 m. 然而當 W = Rm 時, 談論對 W 的 projection 是沒有意思的, 因為此
時 W⊥ = {0}, 所以任何 Rm 的向量對 W = Rm 的投影就是自己. 因此一般在談論投影時
僅考慮 dim(W ) = n < m 的情形. 也因此, 利用 W 的一組 basis 為 column vector 所成的矩
陣 A, 是 m× n matrix 不會是一個方陣. 所以此時 A 和 At 皆不會是 invertible. 也因此我
們不能將 (AtA)−1 寫成 A−1(At)−1. 因為這原因 Corollary 4.4.7 中 A(AtA)−1At 絕不能寫成

A(A−1(At)−1)At, 否則會變成 identity matrix.

Theorem 4.4.7簡化了求 projection的程序. 我們只要求出W 的一組 basis即可,不必先
求 W 的 orthogonal basis. 由於將矩陣 A(AtA)−1At 乘上任何 Rm 的向量 v, 就可得 ProjW (v).
因此我們將 A(AtA)−1At 稱之為對於 W 的 projection matrix.

Question 4.9. 在 Example 4.4.8 中對於 W 的 projection matrix 為何? 用 Example 4.3.10
中所得的 W 的 orthogonal basis 所得的 projection matrix 又是為何?

假設 A ∈ Mm×n(R) 且 rank(A) = n, 則 A 的 column vectors 形成 Col(A) 的一組 basis.
假設 A 的 column 分別為 v1, . . . ,vn, 我們利用 Gram-Schmidt process 得到 Col(A) 的一組

orthonormal basis u1, . . . ,un. 由於 u1, . . . ,un 是 orthonormal basis, 將 v j 寫成 u1, . . . ,un 的

線性組合可得

v j = ⟨v j,u1⟩u1 + · · ·+ ⟨v j,u j⟩u j + · · ·+ ⟨v j,un⟩un.

因此若令 Q 為以 u1, . . . ,un 為 column vectors 的 m×n matrix, 依矩陣乘法定義我們可以將
A 寫成 QR, 即


∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 · · · v j · · · vn∣∣ ∣∣ ∣∣
=


∣∣ ∣∣ ∣∣

u1 · · · u j · · · un∣∣ ∣∣ ∣∣

⟨v1,u1⟩ ⟨v j,u1⟩ ⟨vn,u1⟩

... · · ·
... · · ·

...
⟨v1,un⟩ ⟨v j,un⟩ ⟨vn,un⟩

 ,

其中 R是一個 n×n matrix且其 j-th column為

⟨v j,u1⟩
...

⟨v j,un⟩

, 也就是說 R的 (i, j)-th entry為

⟨v j,ui⟩ = ⟨ui,v j⟩. 在 Gram-Schmidt process, 對於 j = 1, . . . ,n, 我們都有 Span(v1, . . . ,v j) =

Span(u1, . . . ,u j) 而且 u j+1, . . . ,un ∈ Span(v1, . . . ,v j)
⊥, 故知

⟨u j+1,v j⟩= ⟨u j+2,v j⟩= · · ·= ⟨un,v j⟩= 0.

另外由 v j ̸∈ Span(v1, . . . ,v j−1) = Span(u1, . . . ,u j−1), 我們知 ⟨u j,v j⟩ ̸= 0, 否則會造成 v j =

⟨u1,v j⟩u1 + · · ·+ ⟨u j−1,v j⟩u j−1 ∈ Span(u1, . . . ,u j−1) 之矛盾. 故由前面所述, 當 i > j 時

⟨ui,v j⟩= 0, 我們知 R 為 n×n upper triangular matrix, 而且對角線的位置 ( j, j)-th entry 為
⟨u j,v j⟩ ̸= 0, 我們得 rank(R) = n, 故 R 為 invertible. 這就是所謂 A 的 QR decomposition. 我
們用一個例子來說明.
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Example 4.4.9. 考慮 A =


1 3 1
1 1 1
1 −1 3
1 1 3

 因 A 的 column vectors 就是 Example 4.3.12 的

v1,v2,v3, 我們直接套用其結果得

Q =


1
2

1√
2

0
1
2 0 − 1√

2
1
2 − 1√

2
0

1
2 0 1√

2

 , R =

 ⟨u1,v1⟩ ⟨u1,v2⟩ ⟨u1,v3⟩
⟨u2,v1⟩ ⟨u2,v2⟩ ⟨u2,v3⟩
⟨u3,v1⟩ ⟨u3,v2⟩ ⟨u3,v3⟩

=

 2 2 4
0 2

√
2 −

√
2

0 0
√

2

 .
很容易檢查, 我們確有 A = QR.

將矩陣 A 寫成 QR decomposition 在許多應用上有其方便性. 特別是探討與 AtA 有關的

問題. 此時我們有 AtA = (QR)t(QR) = (RtQt)(QR) = Rt(QtQ)R. 然而 Q 的 column vectors 是
Col(A) = C(Q) 的一組 orthonormal basis, 很容易驗證 QtQ 會是 n× n diagonal matrix, 且
其 (i, i)-th entry 為 ⟨ui,ui⟩= ∥ui∥2 = 1. 也就是說 QtQ 是 identity matrix In. 因此我們可得
AtA = RtR. 將 AtA 寫成 RtR 的好處是 R 是一個 upper triangular matrix 且為 invertible (注
意 A 未必 invertible). 例如 Corollary 4.4.7 對 W = Col(A) 的 projection matrix A(AtA)−1At

就可以寫成

A(AtA)−1At = (QR)(RtR)−1(QR)t = (QR)(R−1(Rt)−1)(RtQt) = Q(RR−1)((Rt)−1Rt)Qt = QQt

這種簡單的形式了. 再次提醒我們知 QtQ 是 identity matrix, 但 QQt 就未必是 identity 了.
下一節中探討解聯立方程組問題時還會看到 QR decomposition 的應用.

4.5. 聯立方程組和內積的連結

在這一節中我們將利用內積的概念處理聯立方程組無解的情況. 我們要探討一個 linear
system 無解時或是有解但解不唯一時, 如何可找到最佳的可能解. 我們也將利用這樣的概念
處理大家高中所學有關統計二維資料的最適合直線.

當 A ∈Mm×n(R), b ∈ Rm 我們知道 Col(A) 可以幫助我們判斷聯立方程組 Ax = b 是否
有解, 而 N(A) 可幫助我們判斷 Ax = b 若有解其解是否唯一. 又 Theorem 4.4.2 告訴我們
Col(A)⊥ = N(At), 我們將利用這個關係來探討聯立方程組無解或解不唯一時如何處理問題.

首先我們探討無解的情形. 當 A ∈Mm×n(R), 我們都知道聯立方程組 Ax = b 有解, 若且
唯若 b ∈ Col(A). 因此, 一般在日常應用中, 當我們要處理的聯立方程組 Ax = b 無解時, 我
們認為很有可能是 b 發生誤差所導致, 所以會去找 b0 為所有使得聯立方程組 Ax = b′ 有

解的 b′ 中與 b 的距離最近的一個. 這樣的 b0 所得的聯立方程組 Ax = b0 的解, 我們認為
是最佳的可能解. 然而符合 Ax = b′ 有解的 b′ 所成的集合就是 Col(A) 這一個 subspace,
所以依 Proposition 4.3.15 我們知道所有的 b′ 中距離 b 最近的 b0 應該就是 b 在 Col(A)

的 orthogonal projection. 也因此由 orthogonal projection 的定義以及 Theorem 4.4.2 知,
b−b0 ∈ Col(A)⊥ = N(At). 此即表示 At(b−b0) = 0, 也就是

Atb0 = Atb. (4.4)
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由於我們是要解 Ax = b0 所以代入上式推得要解

AtAx = Atb. (4.5)

注意式子 (4.5) 和式子 (4.4) 的不同點在於, 我們不必求出 b0 再解 Ax = b0, 而是直接解
AtAx = Atb. 不過我們必須說明式子 (4.5) 的解確實是我們希望得到的最佳的可能解.

假設 x = x0 是 AtAx = Atb的一解, 令 b0 = Ax0 此即表示 b0 ∈ Col(A)且 b−b0 ∈ N(At) =

Col(A)⊥. 因此得證 b0 就是 b在 Col(A)的 orthogonal projection,故由 Proposition 4.3.15知
b0 確實是所有使得聯立方程組 Ax = b′ 有解的 b′ 中距離 b 最近的一個. 因此若 AtAx = Atb
有解, 則此解的確會是我們所期望的一個最佳的可能解. 現在我們面臨的問題是式子 (4.5)
一定有解嗎?

Proposition 4.5.1. 假設 A ∈Mm×n(R) 且 b ∈Rm. 聯立方程組 AtAx = Atb 一定有解. 特別
地, 若 rank(A) = n, 則聯立方程組有解且解唯一.

Proof. 由 Proposition 3.7.2, 我們知聯立方程組 AtAx = Atb 有解，等同於 Atb ∈ Col(AtA).
然而 Corollary 4.4.5 告訴我們 Col(AtA) = Col(At), 故由 Atb ∈ Col(At) 知 Atb ∈ Col(AtA), 因
此聯立方程組 AtAx = Atb 一定有解.

當 rank(A) = n, 由 Corollary 4.4.4 我們知 AtA 為 invertible, 所以聯立方程組 AtAx = Atb
有解且解唯一. □

注意當 rank(A) < n 時, 聯立方程組 AtAx = Atb 雖然有解不過其解因等同於聯立方程
Ax = ProjCol(A)(b) 的解, 故由 A 為 m×n matrix 以及 Theorem 2.4.5 知其解不唯一 (會有無
窮多解). 有關於解不唯一的情形, 我們等一下再談.

由 Proposition 4.5.1, 我們特別有以下的定義.

Definition 4.5.2. 假設 A ∈Mm×n(R) 且 b ∈Rm. 考慮聯立方程組 Ax = b. 我們稱聯立方程
組 AtAx = Atb 為 Ax = b 的 normal equations.

這裡要強調的是, 當求 Ax = b 無解時, 我們是求 normal equations 的解, 而不是要求 b
在 Col(A)的 projection. 所以在解出 normal equation的後, 是不必再在解的左邊乘上 A的.
另外即使聯立方程組 Ax = b 有解, 即 b ∈ Col(A), 此時 b 在 Col(A) 的 projection 就是 b 本
身. 所以此時 Ax = b 的解和其 normal equations AtAx = Atb 的解是一致的. 因此我們可以
不必擔心原方程組 Ax = b 是否有解, 直接求其 normal equations AtAx = Atb 的解即可.

Example 4.5.3. 考慮聯立方程組 Ax = b 其中 A =


1 3
2 4
2 2
1 3

 且 b =


2
0
1
4

, 此時 AtA =

[
10 18
18 38

]
以及 Atb =

[
8
20

]
, 故得 Ax = b 的 normal equations 為

10x1 +18x2 = 8
18x1 +38x2 = 20

.
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解得

[
x1
x2

]
=

[
−1
1

]
為其解. 我們也可由 rank(A) = 2, 得 AtA 為 invertible 且其 inverse 為

(AtA)−1 = (1/28)
[

19 −9
−9 5

]
. 解得

[
x1
x2

]
= (AtA)−1Atb =

1
28

[
19 −9
−9 5

][
8
20

]
=

[
−1
1

]
.

我們可以檢查


1 3
2 4
2 2
1 3

[−1
1

]
=


2
2
0
2

 確為 b 在 Col(A) 的 projection (參見 Example 4.4.8).

有關 normal equation 的應用, 最常見的就是二維資料的最適合直線. 也就是說當我們
有一組二維的資料 (x1,y1), . . . ,(xn,yn), 我們希望找到一條直線 y = mx+c, 希望這些點 (xi,yi)

盡可能地靠近這條直線. 注意這裡 x1, . . . ,xn 以及 y1, . . . ,yn 都是給定的數, 而我們要解的不
是 x,y 而是這個直線的斜率 m 以及 y 截距 c. 依聯立方程組的觀點來看, 我們希望找到 m,c

使之符合

mx1 + c = y1
mx2 + c = y2

...
mxn + c = yn.

換句話說我們要解聯立方程組 Ax = b, 其中 A =


x1 1
x2 1
...

...
xn 1

, x =

[
m
c

]
, b =


y1
y2
...

yn

. 當然了, 這

些給定的資料 (x1,y1), . . . ,(xn,yn) 不一定會使得 Ax = b 有解, 所以我們要求的是 Ax = b 的
normal equation 的解, 也就是解 AtAx = Atb. 注意, 因為一般要分析的二維資料是要探討
xi,yi 之間的關係, 所以這些資料中 x1, . . . ,xn 是不會全相同的 (否則 (x1,y1), . . . ,(xn,yn) 會同

時落在一鉛直線上, 也沒甚麼好探討的了), 所以這裡 rank(A) = 2, 因此由 Proposition 4.5.1
知 normal equations AtAx = Atb 一定有解且解唯一. 接下來我們要說明的是, 這樣所得的直
線其意義為何?

給定 m,c ∈ R, 對於 i = 1, . . . ,n, 令 y′i = mxi + c. 也就是說 (xi,y′i) 會在直線 y = mx+ c 上.

為方便起見令 b′ =

y′1
...

y′n

, 此時 b′ =

 x1 1
...

...
xn 1

[m
c

]
∈ Col(A). 又令 εi = y′i − yi, 此即將直線

y = mx+ c 代 xi 所得的 y′i 與實際資料中的 yi 之誤差. 我們知道代這些 xi 後所得的誤差越

小越好, 不過由於 εi 會有正有負, 怕正負抵銷了影響誤差的判定, 所以我們取平方, 也就是
說希望 ε2

1 + · · ·+ ε2
n 的值越小越好. 然而依定義 ε2

1 + · · ·+ ε2
n 就是 b′ 和 b 距離的平方, 即

∥b−b′∥2. 另一方面, 我們利用 Ax = b 求出其 normal equation AtAx = Atb 的解 x =

[
m
c

]
,

這裡的 m,c 就是讓直線 y = mx+ c 所估計得的 b′ 會是 b 在 Col(A) 的投影, 也就是說會讓
∥b−b′∥ 的值最小. 所以符合我們希望誤差 ε2

1 + · · ·+ ε2
n 最小的要求. 也因此這樣所得的直
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線, 我們稱之為 least squares line (最適合直線, 或最小平方直線), 在統計學中稱之為 line of
regression (迴歸直線).

Example 4.5.4. 考慮二維資料 (−1,0),(1,1),(2,3) 我們要找出此資料的 least square line
y = mx+ c.

原先要解的方程組是
−1m+ c = 0

1m+ c = 1
2m+ c = 3,

其矩陣表示法為

 −1 1
1 1
2 1

[a
b

]
=

0
1
3

. 故其 normal equations 為

[
−1 1 2
1 1 1

] −1 1
1 1
2 1

[a
b

]
=

[
−1 1 2
1 1 1

]0
1
3

,
即

6m+2c = 7
2m+3c = 4,

解得 least squares solution 為 m = 13/14,c = 5/7 故此組資料的 least squares line 為

y =
13
14

x+
5
7
.

接著我們探討幾個和 least squares line 有關的性質.

Proposition 4.5.5. 考慮二維資料 (x1,y1), . . . ,(xn,yn). 令 y = mx+c 為其 least squares line
且對於 i = 1, . . . ,n 令 y′i = mxi + c. 則有以下知性質:

(1) y1 + · · ·+ yn = y′1 + · · ·+ y′n.

(2) x1y1 + · · ·+ xnyn = x1y′1 + · · ·+ xny′n.

(3) 令 x 和 y 分別為 x1, . . . ,xn 以及 y1, . . . ,yn 的平均數, 即 x = (x1 + · · ·+ xn)/n, y =

(y1 + · · ·+ yn)/n. 則點 (x,y) 在直線 y = mx+ c 上, 即 y = mx+ c.

Proof. 為方便起見令 b =


y1
y2
...

yn

,b′ =


y′1
y′2
...

y′n

, 則依 b−b′ ∈ Col(A)⊥ = N(At), 得

At(b−b′) =

[
x1 · · · xn
1 · · · 1

]
y1 − y′1
y2 − y′2

...
yn − y′n

=

[
x1(y1 − y′1)+ · · ·+ xn(yn − y′n)
(y1 − y′1)+ · · ·+(yn − y′n)

]
=

[
0
0

]
.

得證 (1), (2). 又令 y′ = (y′1 + · · ·+ y′n)/n, 由 (1) 知 y = y′. 又由於對所有 i = 1, . . . ,n, 皆有
y′i = mxi + c, 故知 y′ = mx+ c. 得證 (3), 即 y = mx+ c. □
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最後我們說明一下, 對於二維資料我們不只能談論這資料的最適合直線, 也能談論其他
的最適合曲線. 例如有些二維資料我們覺得和拋物線有關, 我們就可以試圖找一條最適合的
拋物線 y = ax2 +bx+ c, 然後代入這些二維資料得到以 a,b,c 為變數的聯立方程組, 再找出
此方程組的 least squares solution. 這樣所得的拋物線就會是誤差平方和最小的最適合拋物
線了. 至於更高次的多項式也可如法炮製, 我們就不詳述了.

上一節提過 QR decomposition 可以幫忙處理這類的問題. 假設 A ∈ Mm×n(R) 且
rank(A) = n, 對於聯立方程組 Ax = b 要其解 normal equations AtAx = Atb. 我們可以將
A 寫成 QR decomposition A = QR 來處理. 此時我們要解 (QR)tQRx = (QR)tb, 利用 trans-
pose和矩陣乘法性質得 RtQtQRx=RtQtb. 然而 Q的 column vectors是C(Q)的 orthonormal
basis, 前面提過 QtQ 會是 identity matrix In. 因此我們可以將 normal equations 化簡成
RtRx = RtQtb. 再利用 R 為 invertible, 所以 Rt 也是 invertible, 兩邊乘上 Rt 的 inverse, 我們
再將 normal equations 化簡為 Rx = Qtb. 這個聯立方程組就很好解了, 這是因為 R 為 upper
triangular matrix 且對角線位置皆不為 0, 所以 R 本身就是 echelon form, 因此我們可以很
快求出解.

接下來我們探討 linear system Ax = b 有解, 但解不唯一的情形. 在很多情況當 Ax = b
解不唯一時, 我們希望能找到長度最小的解. 我們有以下的定義.

Definition 4.5.6. 假設 A ∈Mm×n(R) 且 b ∈ Rm. 考慮聯立方程組 Ax = b. 若 v ∈ Rn 滿足

Av = b 且對任意 Ax = b 的一組解 w 皆滿足 ∥v∥ ≤ ∥w∥, 則稱 v 為 linear system Ax = b 的
minimal solution (或稱 least square solution).

如何找到 Ax = b 的 minimal solution 呢? 假設 v,w 皆為 Ax = b 的一組解, 則由 Av = b
以及 Aw = b可得 A(v−w) = 0. 因此若令 u = v−w,則得 u ∈ N(A)且 w = v−u. 反之,當我
們已找到 v為 Ax = b的一組解時, 對任意 u ∈ N(A), 皆有 A(v−u) = Av−Au = b−0 = b, 亦
即 v−u也是 Ax= b的一組解. 因此聯立方程組 Ax= b的解集合可以寫成 {v−u | u∈N(A)},
其中 v為 Ax= b的一組解. 也就是說當我們已找到 Ax= b的一組解 v,我們要找到 u∈N(A)

使得 ∥v−u∥ ≤ ∥v−u′∥, ∀u′ ∈ N(A), 此時 v−u 就會是 Ax = b 的 minimal solution. 如何
在 N(A) 中找到 u 呢? 由於 N(A) 是 Rn 的 subspace, Proposition 4.3.15 告訴我們 u 就是
v 在 N(A) 的 orthogonal projection. 也因此可得 v−u ∈ N(A)⊥. 再由 Theorem 4.4.2, 知
N(A)⊥ = Col(At), 故知此 minimal solution v−u ∈ Col(At). 這表示 v−u 會在 n×m 矩陣 At

的 column space, 因此存在 x′ ∈ Rm 使得 v−u = Atx′. 此時由 A(v−u) = Av−Au = b, 得
(AAt)x′ = A(Atx′) = A(v−u) = b. 所以我們只要解聯立方程組 (AAt)x′ = b, 找出的解 x′ ∈ Rm

由於會使得 Atx′ ∈ Col(At) 且符合方程組 A(Atx′) = b, 因此令 x = Atx′ 就會是 linear system
Ax = b 的 minimal solution. 現在問題是 linear system (AAt)x′ = b 會有解嗎?

Proposition 4.5.7. 假設 A ∈Mm×n(R) 且 b ∈Rm. 假設聯立方程組 Ax = b 有解, 則聯立方
程組 (AAt)x′ = b 必有解, 且若 x′ = w ∈Rm 為其一組解, 則 x = Atw 會是聯立方程組 Ax = b
的 minimal solution.
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Proof. 我們知道聯立方程組 Ax = b 有解表示 b ∈ Col(A), 現要證明聯立方程組 (AAt)x′ = b
有解, 我們只要證明 b ∈ Col(AAt) 即可. 回顧在 Proposition 3.7.16 (1) 當 A ∈Mm×n(R), B ∈
Mn×l(R),則 Col(AB)⊆Col(A). 因此由 Col(AAt)⊆Col(A)以及 rank(AAt)= rank(At)= rank(A)

(Corollary 4.4.4) 知 Col(AAt) = Col(A). 因此 v ∈ Col(AAt), 得證聯立方程組 (AAt)x′ = b 有
解. 現若 w ∈ Rm 是 (AAt)x′ = b 的一解, 即 (AAt)w = b, 則由 (AAt)w = A(Atw) 知 Atw 為
Ax = b 的一解. 由前面的討論我們知道既然 Atw 為 Ax = b 的一解, 則聯立方程組 Ax = b
所有的解應為 Atw+u, 其中 u ∈ N(A) 這樣的形式. 此時

∥Atw+u∥2 = ⟨Atw+u,Atw+u⟩= ⟨Atw,Atw⟩+2⟨Atw,u⟩+ ⟨u,u⟩= ∥Atw∥2 +∥u∥2.

這裡 ⟨Atw,u⟩= 0,因為 Atw∈Col(At) =N(A)⊥. 由此可知當 u∈N(A)且 u ̸= 0時 ∥Atw+u∥>
∥Atw∥, 故 x = Atw 會是聯立方程組 Ax = b 的 minimal solution. □

在 Proposition 4.5.7 中因為 A 為 m× n matrix, 所以聯立方程組 Ax = b 的解是在 Rn

中, 而要求其 minimal solution 我們要解的聯立方程組為 AAtx′ = b 其解是在 Rm 中, 而要得
到 minimal solution 必須將 AAtx′ = b 的解左邊再乘上 At, 因此知 minimal solution 會在 At

的 column space, 也就是 A 的 row space.

Corollary 4.5.8. 假設 A ∈Mm×n(R), b ∈ Rm 且聯立方程組 Ax = b 有解. 則在 A 的 row
space 中存在唯一的向量 v 滿足 Av = b, 且 v 為 Ax = b 的 minimal solution.

Proof. 我們已知 Ax = b 的 minimal solution 在 Col(At) 中, 亦即在 A 的 row space 中. 因
此僅剩下要證明唯一性, 亦即假設 v,v′ ∈ Col(At) 且 Av = b, Av′ = b, 我們要證明 v = v′.
由 Av = Av′ = b 可得 A(v− v′) = 0, 亦即 v− v′ ∈ N(A). 又 Col(At) 為 Rn 的 subspace, 故
v−v′ ∈ Col(At). 因此得 v−v′ ∈ N(A)∩Col(At). 然而 Col(At) = N(A)⊥ (Theorem 4.4.2) 故得
N(A)∩Col(At) = N(A)∩N(A)⊥ = {0} (Lemma 4.3.4), 因此得證 v = v′. □

Example 4.5.9. 我們用一個簡單的例子說明 Proposition 4.5.7 以及 Corollary 4.5.8. 考

慮 A =

1 0 1
1 1 2
0 1 1

, b =

2
2
0

. 很容易看出此 linear system Ax = b 有一組解 v1 =

2
0
0

 由
於 rank(A) = 2, 我們知到此方程組有無窮多解. 事實上此 linear system Ax = b 有另一組

解 v2 =

 1
−1
1

. 我們有 ∥v2∥ =
√

3 < ∥v1∥ = 2, 還有沒有長度更小的解呢? 我們要找到其

minimal solution. 由於 AAt =

2 3 1
3 6 3
1 3 2

, 我們解 (AAt)x′ = b, 即

2 3 1
3 6 3
1 3 2

x1
x2
x3

=

2
2
0

 得
x′ =

 2
−2/3

0

為其一組解,故知 x = Atx′ =

1 1 0
0 1 1
1 2 1

 2
−2/3

0

=

 4/3
−2/3
2/3

為原方程組 Ax = b

的 minimal solution. 事實上 N(A) = Span(

 1
1
−1

). 所以 Ax = b 所有的解為 v+ ru 的形式,
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其中 v =

 4/3
−2/3
2/3

,u =

 1
1
−1

, r ∈ R. 由於 ⟨v,u⟩ = 0, 我們有 ∥v+ ru∥2 = ⟨v+ ru,v+ ru⟩ =

∥v∥2 + r2∥u∥2 = (24/9)+3r2. 知 v 確為 linear system Ax = b 之 minimal solution.



Chapter 5

Determinant

這一章我們將介紹 determinant (行列式). 對於一個 n×n matrix, 我們將它的行列式視為其
row vectors 所張成的平行多面體的 “有向體積”. 利用這個看法, 我們探討 determinant 應有
的性質, 再利用這些性質來得到 determinant 的定義. 這一章中, 我們探討的 Rn 向量大多以

row vector 來表示, 除非與矩陣乘法有關才會用 column vector 來表示.

5.1. Signed Area in R2 and Properties of Determinant Function

我們都知道當 A =

[
a b
c d

]
∈M2×2(R), 令 u = (a, b), v = (c, d). 此時 det(A) = ad−bc 的絕

對值會是 u,v 所張成的平行四邊形的面積. 而 det(A) 為正的表示 v 在 u 的逆時針方向 (也
就是說將 u 逆時鐘旋轉某個小於 180◦ 的角度後會與 v 平行). 反之, det(A) 為負的表示 v 在
u 的順時針方向. 因此 det(A) 不只告訴我們有關於 u,v 所張成的平行四邊形的面積, 且告訴
我們 u,v 之間的方向性. 因此我們稱 det(A) 為 u,v 所張成的平行四邊形的 signed area.

我們希望將此推廣到 n×n matrix. 也就是說當 A ∈Mn×n(R), 令 v1, . . . ,vn ∈ Rn 依序為

A 的 row vectors. 我們希望能定義 det(A) 使其值為 v1, . . . ,vn 在 Rn 所張成的 “平行多面體”
的 signed volume. 也就是說, 希望 det(A) 的絕對值表示 v1, . . . ,vn 在 Rn 所張成的 “平行多
面體” 的體積, 而其正負號表示的是 v1, . . . ,vn 的方向性. 或許大家會疑惑? 當 n ≥ 4 時, Rn

中 n 個向量所張的 “平行多面體” 是什麼樣子都不知道, 要如何去說它的體積呢? 沒錯, 我
們就是希望能延伸 R2 的平行四邊形面積的概念到 R3 的平行六面體體積. 然後希望能一直
延伸下去定義出一般 Rn 中 n 個向量所張的平行多面體的體積. 簡言之, 我們想利用預期一
個體積應該符合哪些性質的方法, 來定義出體積. 所以接下來的工作就是列出幾個和 signed
area 相關的性質, 希望能定義出 determinant (行列式) 這一個從 Mn×n(R) 到 R 的函數 (用
det 表示), 使得它符合這些性質.

首先我們要定義體積, 應該先定義單位體積為何才能確定體積. 在 R2 中我們是因為定

義了 (1,0),(0,1) 所張的平行四邊形 (其實是正方形) 的面積為 1, 才得到其他平行四邊形的
面積. 又 (1,0) 到 (0,1) 確實是逆時鐘轉 π/2, 依前面的方向性應為正向. 所以 det(I2) = 1 確

實符合我們要求 (1,0),(0,1) 所張的平行四邊形的面積為 1 且為正向的要求. 因此要決定 Rn
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中的單位體積, 很自然的我們會定其 standard basis e1, . . . ,en 所張的平行多面體的體積為 1,
且要求 e1, . . . ,en 這樣的方向性就是正向. 也就是說我們希望 e1, . . . ,en 所張的平行多面體的

signed volume 為 1, 亦即我們定 det(In) = 1.

至於一般 Rn 中 n 個向量 v1, . . . ,vn 的方向性怎麼定呢? 在 R2 中, 若 u,v 為正向, 表示 v
在 u的逆時鐘方向. 此時 v,u就是負向, 因為 u在 v的順時鐘方向. 而 2×2的 determinant
det
[

a b
c d

]
= ad −bc =−(bc−ad) =−det

[
c d
a b

]
也符合這個性質. 因此我們認為 Rn 中

n 個向量 v1, . . . ,vn, 若將其中兩個相鄰向量 vi,vi+1 變換順序就會改變方向性. 也就是說當
A ∈Mn×n(R), 若將 A 的相鄰兩個 row 交換所得的矩陣為 A′, 則我們要求 det(A′) =−det(A).

另一個改變 v1, . . . ,vn 的方向性的可能就是將其中一個 vi 改為 −vi. 例如在 R2 中, 若
u,v 為正向, 則 −u,v 就是負向. 反之, 若 u,v 為負向, 則 −u,v 就是正向. 如下圖所示:

uv

−u

vu

−u

而 2×2 的 determinant

det
[
−a −b
c d

]
= det

[
a b
−c −d

]
=−ad +bc =−(ad −bc) =−det

[
a b
c d

]
也符合這個性質. 因此我們認為 Rn 中 n 個向量 v1, . . . ,vn, 若將其中一個 vi 改為 −vi 就會

改變方向性. 也就是說當 A ∈Mn×n(R), 若將 A 的某個 row 乘上 −1 所得的矩陣為 A′, 則我
們要求 det(A′) =−det(A).

至於體積我們希望有怎樣的性質呢? 首先若 r 為一個正實數, 平行多邊形若有一邊為原
來的 r 倍, 我們認為其體積應也會隨之改變為原來的 r 倍. 而 2×2 的 determinant

det
[

ra rb
c d

]
= det

[
a b
rc rd

]
= rad − rbc = r(ad −bc) = r det

[
a b
c d

]
也符合這個性質. 因此我們認為當 r > 0, Rn 中 n 個向量 v1, . . . ,vn, 若將其中一個 vi 改為

rvi 就會改變其體積為原來的 r 倍. 也就是說當 r > 0, 若將 A ∈Mn×n(R) 的某個 row 乘上
r 所得的矩陣為 A′, 則我們要求 det(A′) = r det(A). 而若將 A 的某個 row 乘上 −r 所得的矩

陣為 A′′, 我們可視為將該 row 先乘上 r 得到 A′ 再在 A′ 的該 row 乘上 −1, 所以我們要求
det(A′′) =−det(A′) =−r det(A). 換言之, 不管 r 是正實數或負實數, 若將 A 的某個 row 乘上
r 所得的矩陣為 A′, 則我們都要求 det(A′) = r det(A).

最後如果 Rn中 n個向量 v1, . . . ,vn將其中一個向量 vi拆成兩個向量之和,即 vi =wi+w′
i,

則我們認為 v1, . . . ,vi, . . . ,vn 所張成的平行多面體其有向體積應為 v1, . . . ,wi, . . . ,vn 所形成的

平行多面體和 v1, . . . ,w′
i, . . . ,vn 所形成的平行多面體的有向體積之和. 例如在 R2 中下圖所

示:
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u

v1

v2

v1 +v2

注意這裡以 u 為底, u,v1 +v2 所張的平行四邊形的高為 u,v1 所張的平行四邊形和 u,v2 所

張的平行四邊形的高之和. 而 2×2 的 determinant

det
[

a+a′ b+b′

c d

]
=

(a+a′)d − (b+b′)c = (ad −bc)+(a′d −b′c) = det
[

a b
c d

]
+det

[
a′ b′

c d

]
,

det
[

a b
c+ c′ d +d′

]
=

a(d +d′)−b(c+ c′) = (ad −bc)+(ad′−bc′) = det
[

a b
c d

]
+det

[
a b
c′ d′

]
也符合這個性質. 因此我們要求當 A,B,C 三個 n×n matrix, 其中 A 的 i-th row 是 B 和 C

的 i-th row 之和, 而 A,B,C 其他各 row 皆相等時, det(A) = det(B)+det(C).

我們將上述討論所希望 determinant 應具有的性質總結如下:

(1) det(In) = 1.

(2) 若將 n×n matrix A 某相鄰兩個 row 交換所得的矩陣為 A′, 則 det(A′) =−det(A).

(3) 若將 n×n matrix A某個 row乘上非零實數 r所得的矩陣為 A′,則 det(A′) = r det(A).

(4) 若 A,B,C 三個 n× n matrix, 其中 A 的 i-th row 是 B 和 C 的 i-th row 之和, 而
A,B,C 其他各 row 皆相等, 則 det(A) = det(B)+det(C).

注意 (2) 這個性質稱為 determinant 的 alternating 性質; 而 (3), (4) 兩個性質, 我們
通稱為 determinant 的 multi-linear 性質. 千萬不要搞錯, 它並不是說若 A = B+ rC 則

det(A) = det(B)+ r det(C), 而是說僅有一個 row 寫成線性組合而其他 row 固定不動的情況之
下, determinant 可保持該 row 線性組合的關係. 其大致的圖示如下

det


—v1 —

...
—vi + rv′i —

...
—vn —

= det


—v1 —

...
—vi —

...
—vn —

+ r det


—v1 —

...
—v′i —

...
—vn —

 .

Question 5.1. 試利用 determinant multi-linear 的性質將 det
[

ra1 + sa2 rb1 + sb2
tc1 +uc2 td1 +ud2

]
寫成

det
[

ai bi
c j d j

]
的線性組合.
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5.2. Uniqueness of the Determinant Function

上一節中我們給了 det 這個函數預期應該擁有的性質, 但是我們不知道這樣的函數存不存
在. 因為或許這些性質要求太多, 會互相抵觸造成符合這些性質的函數根本不存在. 也有可
能這些性質要求太少, 以至於有很多函數可以符合這些性質. 這一節中我們將探討, 若符合
這些性質的函數存在的話, 那它會是唯一的. 也就是說, 不管怎麼去定這個函數, 如果定出的
函數真能符合我們要求的性質, 那它一定就是唯一的那一個.

或許大家會疑惑, 連這個函數存不存在都不知道, 為何要先探討它的唯一性呢? 其實我
們在處理數學問題時經常是這樣做的. 例如在解方程式時, 我們都是先假設其解存在, 然後
再利用等量公理等方法解出其解可能為那些, 再將這些可能的值代回原方程式看看是否符
合, 然後才找到真正的解. 也就是說, 我們不可能將所有的數都代入方程式來找解, 而解方程
式的過程是利用若有解的話其解需要具備的性質幫我們縮小範圍找出真正的解來. 現在我
們也是一樣, 想先由前一節列出的性質去推導出更多的性質, 然後得到符合這些性質的函數
若存在的話僅有一個, 再由此得到這個函數可能的形式, 然後回過來驗證它真的符合我們要
的性質.

要注意在本節中, 由於尚未證明 det 是存在的, 所以我們推導出來的性質都是在 det 存在

的假設情況才會成立. 從邏輯的角度來看, 這裡推導出來的每個敘述之前都要加上 “若 det

存在” 這樣的假設條件. 不過以後我們將會證明 det 確實存在, 所以這些敘述事實上是正確
的. 因此為了方便起見, 我們都略去 “若 det 存在” 這樣的假設條件.

首先我們探討 det 在 elementary row operation 之下其取質如何改變. 在 det 要求的性

質 (2) 中我們要求當 A 的某相鄰兩個 row 交換其行列式值要變號. 其實這對 A 的任兩個

row 交換也會成立. 這是因為我們可以利用相鄰兩個 row 互換的方法將 A 的 i-th row 和
j-th row 交換. 例如 3-th row 和 6-th row 互換的動作, 我們先從上而下的先將 3-rd 和 4-th
row 交換, 然後 4-th 和 5-th row 交換, 這樣一直到將原本的 3-rd row 換到 6-th row 的位置.
此時共做了 6−3 = 3 次的相鄰兩個 row 互換的動作圖示如下:



...
—v3 —
—v4 —
—v5 —
—v6 —

...


→



...
—v4 —
—v3 —
—v5 —
—v6 —

...


→



...
—v4 —
—v5 —
—v3 —
—v6 —

...


→



...
—v4 —
—v5 —
—v6 —
—v3 —

...



接著我們從下而上的將 5-th 和 4-th row 交換 (即原本 6-rd 已到達 4-th row 的位置), 最後
將 4-th 和 3-rd row 交換將原本的 6-th row 換到 3-rd row 的位置. 此時共做了 5−3 = 2 次

的相鄰兩個 row 互換的動作圖示如下:
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

...
—v4 —
—v5 —
—v6 —
—v3 —

...


→



...
—v4 —
—v6 —
—v5 —
—v3 —

...


→



...
—v6 —
—v4 —
—v5 —
—v3 —

...


在一般的情況, 不失一般性假設 i < j, 我們可以先將 A 的 i-th row 和 i+1-th row 互換, 接
著將 i+1-th row 和 i+2-th row 互換, 這樣一直下去直到將原本 i-th row 換到 j-th row. 注
意此時原本 i+1-th row到 j-th row其實都只是往上移一個 row, 而我們共做了 j− i次的相

鄰兩個 row 互換的動作. 接下來從 j−1-th row 開始, 先和 j−2-th row 交換 (此時原本的
j-th row 已換到 j−2-th row), 然後再依序往上用相鄰兩 row 互換的方法將原本的 j-th row
換到 i-th row. 這次由下往上互換的動作從 j−1-th row 和 j−2-th row 交換一直到 i+1-th
row 和 i-th row 交換共做了 ( j−1)− i 次的相鄰兩個 row 互換的動作. 所以從上而下再從下
而上完成將 i-th row 和 j-th row 互換共做了 ( j−1− i)+( j− i) = 2( j− i)+1 次的相鄰兩個

row 互換的動作. 由於每做一次相鄰兩 row 互換 det 會變一次號, 而 2( j−1)+1 為奇數, 故
最後 det 還是要變號. 我們推得了以下的性質.

Lemma 5.2.1. 假設 A 為 n× n matrix. 若將 A 任兩個 row 交換所得的矩陣為 A′, 則
det(A′) =−det(A).

回顧一下, 將 A 的 i-th 和 j-th row 交換這樣的 elementary row operation 所得的矩陣其
實是將 A 的左邊乘上一個 elementary matrix E. 而 E 就是將 identity matrix In 的 i-th 和
j-th row 交換. 所以依 Lemma 5.2.1, 我們有 det(E) = −det(In). 而 det 的性質 (1) 告訴我
們 det(In) = 1, 因此得 det(E) =−1. 又 Lemma 5.2.1 說將 A 的 i-th 和 j-th row 交換所得的
矩陣 EA 其行列式為 −det(A), 因此若 E 為將 i-th 和 j-th row 交換這樣的 elementary row
operation 所對應的 elementary matrix, 則 det(EA) =−det(A) = det(E)det(A).

利用 Lemma 5.2.1, 如果 det 這個函數存在的話, 我們可以推得以下簡單的性質.

Lemma 5.2.2. 假設 A 為 n×n matrix 且 A 中有兩個 row 是相等的. 則 det(A) = 0.

Proof. 假設 A 的 i-th row 和 j-th row 是相等的. 此時若將 A 的 i-th 和 j-th row 交換所得
的矩陣為 A′, 則由 Lemma 5.2.1 可得 det(A′) =−det(A). 但又 A′ = A, 所以依 det 是一個函

數 (之假設) 知 det(A) = det(A′). 故由 det(A) = det(A′) =−det(A) 得證 det(A) = 0. □

第二種 elementary row operation 是將矩陣的某個 row 乘上一個非零實數. 這一個
elementary row operation 對行列式的影響其實就是我們要求 det 的性質 (3). 同樣的, 利
用這一個 elementary row operation 將 A 的 i-th row 乘上一個非零實數 r 所得的矩陣就

是將 A 的左邊乘上一個 elementary matrix E. 而 E 就是將 identity matrix In 的 i-th row
乘上 r. 因此依 det 的性質 (1)(3), 我們有此時 det(E) = r det(In) = r. 而性質 (3) 又要求
det(EA) = r det(A), 故此時我們依然有 det(EA) = r det(A) = det(E)det(A). 利用這個性質以及
det 這個函數存在的假設, 我們可以推得以下簡單的性質.
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Lemma 5.2.3. 假設 A 為 n×n matrix 且 A 中有一個 row 全為 0. 則 det(A) = 0.

Proof. 假設 A 的 i-th row 全為 0. 此時若將 A 的 i-th 乘上 2 所得的矩陣為 A′, 則由
det 的性質 (3) 得 det(A′) = 2det(A). 但又 A′ = A, 所以依 det 是一個函數 (之假設) 知
det(A) = det(A′). 故由 det(A) = det(A′) = 2det(A) 得證 det(A) = 0. □

第三種 elementary row operation是將矩陣的某個 row乘上非零實數 r 加到另一個 row.
現假設 A 為 n×n matrix 且設 A 的 k-th row 為 vk, for k = 1, . . . ,n. 令將 A 的 i-th row 乘上
r 加到 j-th row 所得的矩陣為 A′, 則 A′ 的 j-th row 為 v j + rvi, 而 A′ 的 k-th row 仍為 vk,
for k ̸= j. 另外令 B 為 n×n matrix 其 j-th row 為 vi, 而 k-th row 為 vk, for k ̸= j. 則依 det

multi-linear 的性質 (即性質 (3) (4)), 我們有 det(A′) = det(A)+ r det(B). 但 B 的 i-th row 和
j-th row 皆為 vi, 故由 Lemma 5.2.2 知 det(B) = 0. 得知 det(A′) = det(A), 因此我們有以下
的性質.

Lemma 5.2.4. 假設 A 為 n×n matrix. 若將 A 的 i-th row 乘上 r 加到 j-th row 所得的矩
陣為 A′, 則 det(A′) = det(A).

同樣的,將 A的 i-th row乘上非零實數 r加到 j-th row這樣的 elementary row operation
所得的矩陣其實是將 A的左邊乘上一個 elementary matrix E. 而 E就是將 identity matrix In

的 i-th row乘上非零實數 r 加到 j-th row. 所以依 Lemma 5.2.4,我們有 det(E) = det(In) = 1

且 det(EA) = det(A). 因此若 E 為將 i-th row 乘上非零實數 r 加到 j-th row 這樣的
elementary row operation 所對應的 elementary matrix, 則 det(EA) = det(A) = det(E)det(A).

結合上面三種 elementary row operations 對 det 的影響, 我們得到以下重要的定理.

Theorem 5.2.5. 假設 A 為 n×n matrix. 若 E 為 elementary matrix, 則

det(EA) = det(E)det(A).

Theorem 5.2.5 是 determinant 一個非常重要的性質, 它可以幫我們推導出許多有關於
determinant 的性質. 首先要注意的是三種 elementary row operations 所對應的 elementary
matrices 它們的 determinant 皆不為 0, 回顧一下它們的 determinant 分別如下:

(1) 對於兩 row 交換的 elementary matrix E, 我們有 det(E) =−1.

(2) 對於某個 row 乘上非零實數 r 的 elementary matrix E, 我們有 det(E) = r.

(3) 對於某個 row 乘上非零實數 r 加到另一個 row 的 elementary matrix E, 我們有
det(E) = 1.

另外, 若 E1,E2 為 elementary matrices, 由 Theorem 5.2.5 我們有

det(E2E1A) = det(E2(E1A)) = det(E2)det(E1A) = det(E2)det(E1)det(A).

依數學歸納法可得, 若 E1, . . . ,Ek 為 elementary matrices, 則

det(Ek · · ·E1A) = det(Ek) · · ·det(E1)det(A). (5.1)

利用這些 elementary matrices 的 determinant, 我們有以下關於 determinant 的重要性質.



5.2. Uniqueness of the Determinant Function 121

Theorem 5.2.6. 假設 A,B 為 n×n matrices.

(1) A 為 invertible 若且唯若 det(A) ̸= 0.

(2) det(AB) = det(A)det(B).

(3) det(At) = det(A).

Proof. (1) 假設 A 不是 invertible 表示 A 經過 elementary row operations 所得 echelon
form A′ 其 pivot 的個數會小於 n, 即 rank(A) < n (參見 Theorem 2.5.2). 因為 A′ 的

pivot 的個數小於 n, 所以 A′ 的最後一個 row (即 n-th row) 全為 0. 故由 Lemma 5.2.3
知 det(A′) = 0. 然而我們知存在 elementary matrices E1, . . . ,Ek 使得 A′ = Ek · · ·E1A, 故
由式子 (5.1) 知 det(A′) = det(Ek) · · ·det(E1)det(A). 又 elementary matrices 的 determinants
det(E1), . . . ,det(Ek) 皆不為 0, 故由 det(A′) = 0 得證 det(A) = 0. 而若 A 為 invertible, 則
A 可以寫成 elementary matrices 的乘積 (參見 Proposition 2.5.7). 故存在 elementary
matrices E1 . . .Ek 使得 A = Ek · · ·E1. 因此由式子 (5.1) 知 det(A) = det(Ek) · · ·det(E1). 再由

det(E1), . . . ,det(Ek) 皆不為 0 得證 det(A) ̸= 0.

(2) 若 A 不是 invertible 由 (1) 我們知 det(A) = 0. 又此時因 B 也是 n× n matrix,
我們有 AB 也不是 invertible (參見 Proposition 2.5.5(3)). 故再由 (1) 知 det(AB) = 0, 得
證 det(AB) = 0 = det(A)det(B). 現假設 A 為 invertible. 我們知存在 elementary matrices
E1, . . . ,Ek 使得 A = Ek · · ·E1. 因此由式子 (5.1) 以及 det(A) = det(Ek) · · ·det(E1) 知

det(AB) = det(Ek · · ·E1B) = det(Ek) · · ·det(E1)det(B) = det(A)det(B).

(3) 若 A 不是 invertible 由 (1) 我們知 det(A) = 0 且此時 At 也不是 invertible (參見
Proposition 2.5.5(2)). 故得證 det(At) = 0 = det(A). 現假設 A 為 invertible. 我們知存在
elementary matrices E1, . . . ,Ek 使得 A = Ek · · ·E1 且 At = E t

1 · · ·E t
k (參見 Proposition 2.2.4).

由於當 E 為兩 row交換的 elementary matrix或是將某個 row乘上非零實數 r的 elementary
matrix 皆有 E = E t, 而當 E 為將 i-th row 乘上非零實數 r 加到 j-th row 的 elementary
matrix 時, E t 為將 j-th row 乘上非零實數 r 加到 i-th row 的 elementary matrix, 故對任意
elementary matrix E 我們皆有 det(E) = det(E t). 因此得

det(At) = det(E t
1 · · ·E t

k) = det(E t
1) · · ·det(E t

k) = det(E1) · · ·det(Ek).

最後由於 n×n matrix 的 determinant 為實數且實數乘法有交換律, 我們有

det(E1) · · ·det(Ek) = det(Ek) · · ·det(E1) = det(A),

得證 det(At) = det(A). □

由於一個矩陣經由 row operation 後取 transpose 就等同於將原矩陣的 transpose 做
column operation. 因此 Theorem 5.2.6 (3) 告訴我們 elementary column operation 對
determinant 的影響和 elementary row operation 對 determinant 的影響是一致的. 換言之,
Theorem 5.2.5 也可改寫成以下的形式.
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Corollary 5.2.7. 假設 A 為 n×n matrix. 若 E 為 elementary matrix, 則

det(AE) = det(E)det(A).

接著, 我們證明若 det 這個函數存在, 則它會是唯一的. 這裡的證明有一個很關鍵的觀念
大家要注意, 就是本節中所有的性質我們都僅用前一節中對 det 所要求的四個性質推導出來

的. 因此不管任何的函數, 只要符合這四個性質就都會符合前面這幾個定理.

Theorem 5.2.8. 最多僅有唯一的函數 det : Mn×n(R)→ R 會滿足

(1) det(In) = 1.

(2) 若將 n×n matrix A 某相鄰兩個 row 交換所得的矩陣為 A′, 則 det(A′) =−det(A).

(3) 若將 n×n matrix A某個 row乘上非零實數 r所得的矩陣為 A′,則 det(A′)= r det(A).

(4) 若 A,B,C 三個 n× n matrix, 其中 A 的 i-th row 是 B 和 C 的 i-th row 之和, 而
A,B,C 其他各 row 皆相等, 則 det(A) = det(B)+det(C).

Proof. 假設 det : Mn×n(R) → R 和 det′ : Mn×n(R) → R 皆滿足這四項規則. 考慮 n× n

matrix A, 若 A 不是 invertible, 則由 Theorem 5.2.6 (1) 知 det(A) = det′(A) = 0. 而若 A

為 invertible, 則存在 elementary matrices E1, . . . ,Ek 使得 A = Ek · · ·E1. 因此由 Theorem
5.2.6 (2) 得 det(A) = det(Ek) · · ·det(E1) 以及 det′(A) = det′(Ek) · · ·det′(E1). 最後又由於對任意
elementary matrix E 皆有 det(E) = det′(E), 我們證得

det(A) = det(Ek) · · ·det(E1) = det′(Ek) · · ·det′(E1) = det′(A).

因為對任意 A ∈Mn×n(R), 皆有 det(A) = det′(A), 我們證得 det 和 det′ 為相同的函數. □

或許同學會疑惑, 這裡明明已求出了所有 n× n matrix 的 determinant, 為什麼不是證
出了存在性呢? 主要的原因是, 每一個 invertible matrix 寫成 elementary matrix 的乘積其
寫法並不唯一. 所以我們無法利用這個方法定出 det 這個函數來, 因為有可能會因為寫成
elementary matrix 乘積的方法不同而得到不同的 determinant. 如此一來就違背函數同一
個元素不能有不同取值的要求. 所以也唯有以後我們證明了 det 確實存在後, 才能確保一個
invertible matrix 寫成不同 elementary matrix 的乘積, 仍可求出相同的 determinant.

最後我們介紹如何利用 elementary row operation 求 n×n matrix 的 determinant. 首先
我們先用 elementary row operations將矩陣變為 echelon form. 而且在化為 echelon form的
過程中只用 (1) 兩 row 交換 (此時 determinant 變號) 以及 (3) 將某個 row 乘上非零實數 r

加到另一個 row (此時 determinant不會改變),這兩種 row operations. 若發現 pivot的個數
小於 n, 則我們得矩陣的 determinant 為 0. 而若 pivot 的個數為 n, 則我們利用做了幾次兩
row 交換的 row operation, 就可由 echelon form 的 determinant 得到原矩陣的 determinant
(即做了奇數次變號, 偶數次不變號). 然而如何求一個 echelon form 的 determinant 呢? 由
於一個 n×n matrix 的 echelon form 一定是一個 upper triangular matrix (上三角矩陣), 也
就是說矩陣 diagonal (對角線) 的位置 (即 (i, i)-th entry) 以下的位置皆為 0 (即 ai j = 0, for
i > j), 此時下一個定理告訴我們其 determinant 就是 diagonal entries 的乘積.
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Proposition 5.2.9. 假設 A = [ai j] 為 n×n upper triangular matrix 則 det(A) = a11 · · ·ann,
即 det(A) 為 A 的 diagonal entries 的乘積.

Proof. 假設 A 有一個 diagonal entry ai i 為 0, 因為 A 為 upper triangular, 我們知 A 化為

echelon form 後其 pivot 的個數必小於 n. 因此 A 不是 invertible, 得知 det(A) = 0. 而此時
A 的 diagonal entries 的乘積 a11 · · ·ai i · · ·ann 亦為 0, 故得證 det(A) = 0 = a11 · · ·ann.

現若 A 的 diagonal entry 皆不為 0, 此時將 A 的每個 row 做以下的 elementary row
operation: 就是對每一個 i ∈ {1, . . . ,n}, 將 A 的 i-st row 乘上 1/ai i. 令所得的矩陣為 A′, 此
時我們有 det(A) = a11 · · ·ann det(A′). 因為 A′ 的 diagonal entry 皆為 1, 利用 echelon form 化
為 reduced echelon form 的方法 (參見 Section 1.3), 我們從最後一個 row (即 n-th row) 開
始由下往上的利用該 row 乘上非零實數加到另一個 row 的方法將 A′ 化為 In. 因為這裡所
用的 elementary row operations 都不會影響 determinant, 所以我們有 det(A′) = det(In) = 1.
因此得證 det(A) = a11 · · ·ann det(A′) = a11 · · ·ann □

Question 5.2. 假設 A = [ai j] 為 n× n lower triangular matrix, 即 A 的 diagonal 以上的
位置皆為 0 (即 ai j = 0, for i < j). 試證明 det(A) = a11 · · ·ann, 即 det(A) 為 A 的 diagonal
entries 的乘積.

Example 5.2.10. 我們利用 elementary row operation 求


0 2 −1 1
1 2 0 2
1 4 −2 6
2 6 −1 8

 的 determi-

nant. 首先將 1-st, 2-nd row 交換得


1 2 0 2
0 2 −1 1
1 4 −2 6
2 6 −1 8

 (注意此時 determinant 會變號). 接

著將 1-st row 分別乘上 −1,−2 加到 3-rd, 4-th row 得


1 2 0 2
0 2 −1 1
0 2 −2 4
0 2 −1 4

 (注意此時 deter-

minant 不會改變). 最後將 2-nd row 分別乘上 −1,−1 加到 3-rd, 4-th row 得 echelon form
1 2 0 2
0 2 −1 1
0 0 −1 3
0 0 0 3

 (注意此時 determinant 不會改變). 利用 Proposition 5.2.9 我們知最後所

得的 echelon form 其 determinant 為 −6, 又整個化為 echelon form 的過程中僅用了一次兩
row 交換的 row operation, 故 determinant 僅變號一次, 得知

det


0 2 −1 1
1 2 0 2
1 4 −2 6
2 6 −1 8

=−det


1 2 0 2
0 2 −1 1
0 0 −1 3
0 0 0 3

= 6.
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5.3. Determinant of 3×3 Matrix

我們利用上一節有關 determinant 的性質, 寫出 3× 3 matrix 的 determinant 可能的形式,
從而證明 3×3 matrix 的 determinant 確實存在. 同時我們利用此 determinant 定義出 R3

中三個向量所張成的平行六面體的 signed volume.

在 Theorem 5.2.6 (3) 中, 我們知道 det(At) = det(A). 因此有關 determinant 和 row 有關
的性質, 對於 column 也有相對應的性質. 例如我們對 determinant 要求的 (3)(4) 兩個所謂
multi-linear 的性質, 是和 row 有關的, 因此對於 column 也會有 multi-linear 的性質. 我們
大致圖示如下 (所有向量寫成 column vector):

det


∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 · · · vi + rv′i · · · vn∣∣ ∣∣ ∣∣
= det


∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 · · · vi · · · vn∣∣ ∣∣ ∣∣
+ r det


∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 · · · v′i · · · vn∣∣ ∣∣ ∣∣
 .

考慮 3×3 matrix A=

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

. 利用 determinant對於 column的multi-linear

的性質, 由於 A 的 1-st column 可以寫成 a11

1
0
0

+a21

0
1
0

+a31

0
0
1

, 我們有

det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

=

a11 det

 1 a12 a13
0 a22 a23
0 a32 a33

+a21 det

 0 a12 a13
1 a22 a23
0 a32 a33

+a31 det

 0 a12 a13
0 a22 a23
1 a32 a33

 .
當我們計算 det

 1 a12 a13
0 a22 a23
0 a32 a33

 時, 我們可以利用上一節最後所介紹的方法, 用 elementary

row operation 將矩陣先化為 echelon form. 由於我們不必動到 1-st row, 事實上我們是將[
a22 a23
a32 a33

]
化為 echelon form. 因此我們有 det

 1 a12 a13
0 a22 a23
0 a32 a33

= det
[

a22 a23
a32 a33

]
. 同理,

利用 det 的性質, 我們有

det

 0 a12 a13
1 a22 a23
0 a32 a33

=−det

 1 a22 a23
0 a12 a13
0 a32 a33

=−det
[

a12 a13
a32 a33

]
,

det

 0 a12 a13
0 a22 a23
1 a32 a33

=−det

 0 a12 a13
1 a32 a33
0 a22 a23

= det

 1 a32 a33
0 a12 a13
0 a22 a23

= det
[

a12 a13
a22 a23

]
.

因此依照 determinant 的性質 det(A) “應該” 定義為

det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

= a11 det
[

a22 a23
a32 a33

]
−a21 det

[
a12 a13
a32 a33

]
+a31 det

[
a12 a13
a22 a23

]
.
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注意, 這裡我們是根據 det 應有的性質寫下的定義, 它也確實是一個從 M3×3 到 R 的函數
(不會將同一個矩陣送至不同的值). 不過這並不表示這樣定義出來的函數會符合當初我們要
求的四個性質. 所以接下來我們將驗證這樣的定義確實會符合當初要求的四個性質, 也因此
證明了 3×3 matrix 的 determinant 確實存在 (且唯一).

首先檢查 det(I3) = 1. 依定義

det

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

= 1det
[

1 0
0 1

]
−0det

[
0 0
0 1

]
+0det

[
0 0
1 0

]
= 1.

故 det(I3) = 1 成立.

接著檢查相鄰兩個 row 互換後 determinant 會變號. 依定義

det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

= a11 det
[

a22 a23
a32 a33

]
−a21 det

[
a12 a13
a32 a33

]
+a31 det

[
a12 a13
a22 a23

]
,

det

 a21 a22 a23
a11 a12 a13
a31 a32 a33

= a21 det
[

a12 a13
a32 a33

]
−a11 det

[
a22 a23
a32 a33

]
+a31 det

[
a22 a23
a12 a13

]
,

det

 a11 a12 a13
a31 a32 a33
a21 a22 a23

= a11 det
[

a32 a33
a22 a23

]
−a31 det

[
a12 a13
a22 a23

]
+a21 det

[
a12 a13
a32 a33

]
.

由於 2×2 matrix 的兩個 row 互換後其 determinant 會變號, 我們有

det
[

a32 a33
a22 a23

]
=−det

[
a22 a23
a32 a33

]
, det

[
a22 a23
a12 a13

]
=−det

[
a12 a13
a22 a23

]
.

因此得證

det

 a21 a22 a23
a11 a12 a13
a31 a32 a33

=−det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,
det

 a11 a12 a13
a31 a32 a33
a21 a22 a23

=−det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 .
至於性質 (3), (4) 我們合併檢查, 即檢查 multi-linear 性質. 依定義

det

 a11 + rb11 a12 + rb12 a13 + rb13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

= (a11 + rb11)det
[

a22 a23
a32 a33

]
−

a21 det
[

a12 + rb12 a13 + rb13
a32 a33

]
+a31 det

[
a12 + rb12 a13 + rb13

a22 a23

]
. (5.2)

而 2×2 matrix 的 determinant 已知有 multi-linear 的性質, 亦即

det
[

a12 + rb12 a13 + rb13
a32 a33

]
= det

[
a12 a13
a32 a33

]
+ r det

[
b12 b13
a32 a33

]
,

det
[

a12 + rb12 a13 + rb13
a22 a23

]
= det

[
a12 a13
a22 a23

]
+ r det

[
b12 b13
a22 a23

]
.
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因此式子 (5.2) 等式右邊可寫成(
a11 det

[
a22 a23
a32 a33

]
−a21 det

[
a12 a13
a32 a33

]
+a31 det

[
a12 a13
a22 a23

])
+

r
(

b11 det
[

a22 a23
a32 a33

]
−a21 det

[
b12 b13
a32 a33

]
+a31 det

[
b12 b13
a22 a23

])
.

再利用定義還原回 3×3 matrix determinant 得證

det

 a11 + rb11 a12 + rb12 a13 + rb13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

= det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

+r det

 b11 b12 b13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


同理對於 2-nd row 和 3-rd row 我們有

det

 a11 a12 a13
a21 + rb21 a22 + rb22 a23 + rb23

a31 a32 a33

= det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

+r det

 a11 a12 a13
b21 b22 b23
a31 a32 a33



det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23

a31 + rb31 a32 + rb32 a33 + rb33

= det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

+r det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
b31 b32 b33


我們利用 2× 2 matrix 的 determinant 存在來證明 3× 3 matrix 的 determinant 存在,

這樣的方法稱為 “降階” 的方法. 下一節中, 我們要用降階的方法以及數學歸納法證明任
意 n×n matrix 的 determinant 皆存在. 其實我們這裡定義出 determinant 方法稱為對 1-st
column 展開的降階, 我們也可以對 2-nd column 以及 3-rd column 展開. 為了方便起見, 我
們有以下的定義.

Definition 5.3.1. 假設 A = [ai j] 為 3×3 matrix. 將 A 的 i-th row 和 j-th column 除去所
得的 2×2 matrix, 稱為 A 的 (i, j) minor matrix, 用 Ai j 表示. 令 a′i j = (−1)i+ j det(Ai j), 稱
為 A 的 (i, j) cofactor.

依此定義, 當初 det(A) 的定義可以寫成

det(A) = a11a′11 +a21a′21 +a31a′31.

如果我們一開始將 det(A) 定義為 det(A) = a12a′12 +a22a′22 +a32a′32, 即對 2-nd column 展開,
得

det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

=−a12 det
[

a21 a23
a31 a33

]
+a22 det

[
a11 a13
a31 a33

]
−a32 det

[
a11 a13
a21 a23

]
.

如同前面的證明會發現這個定義仍符合我們對 det 四項要求 (注意 cofactor 的正負號變
化, 確保 det(I3) = 1). 因此由 det 的唯一性 (參見 Theorem 5.2.8), 我們知道這樣求出的
determinant 和對 1-st column 展開的結果是一樣的. 同樣的我們也可對 3-rd column 展開
得

det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

= a13 det
[

a21 a22
a31 a32

]
−a23 det

[
a11 a12
a31 a32

]
+a33 det

[
a11 a12
a21 a22

]
.
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又因為 det(A) = det(At), 我們可以將 A 轉置後對 At 的 1-st column 展開得

det

 a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

= a11 det
[

a22 a32
a23 a33

]
−a12 det

[
a21 a31
a23 a33

]
+a13 det

[
a21 a31
a22 a32

]
.

然而 2×2 matrix 取轉置後其 determinant 也不變, 所以上式等號右邊可改寫為

a11 det
[

a22 a23
a32 a33

]
−a12 det

[
a21 a23
a31 a33

]
+a13 det

[
a21 a22
a31 a32

]
.

因此得知 det(A) = det(At) = a11a′11+a12a′12+a13a′13,也就是說 determinant也可對 1-st row
展開求得. 同理對 2-nd row 和 3-rd row 展開也可求得 determinant. 我們有以下的定理.

Theorem 5.3.2. 假設 A = [ai j] 為 3×3 matrix. 令 a′i j 為 A 的 (i, j) cofactor, 則

det(A) = a11a′11 +a21a′21 +a31a′31 = a12a′12 +a22a′22 +a32a′32 = a13a′13 +a23a′23 +a33a′33

= a11a′11 +a12a′12 +a13a′13 = a21a′21 +a22a′22 +a23a′23 = a31a′31 +a32a′32 +a33a′33

我們得到了 3×3 matrix 的 determinant, 也因此由此可定義出 R3 中三個向量所張成的

平行六面體的 signed volume. 也就是說若將 R3 上的三個向量 u,v,w 寫成 row vectors, 令
矩陣 A 為 1-st, 2-nd, 3-rd row 依序為 u,v,w 的 3×3 matrix, 則 det(A) 就是 u,v,w 三個向
量所張成的平行六面體的 signed volume. 其中 det(A) 的絕對值, 就是這平行六面體的體積.
而 det(A) 的正負號告訴我們 u,v,w 這三個向量的方向性. 這裡 u,v,w 這三個向量正反向我
們是用所謂的 right hand rule (右手定則) 來區分, 意即將右手大拇指指向 u 的方向, 其餘四
個指頭併攏指向 v 的方向, 若 w 位於手掌正面的方向則 u,v,w 為正向, 反之為負向. 例如
i = (1,0,0), j = (0,1,0),k = (0,0,1) 我們定為正向 (因 det(I3) = 1 > 0). 利用 Section 5.1 我們
定的方向性規則, 可以知道 det(A)> 0 時 u,v,w 這三個向量為正向, 而 det(A)< 0 時為負向.

給定 u = (a1,a2,a3), v = (b1,b2,b3) ∈ R3, 我們定義 u,v 的 cross product (外積) u×v 為

u×v =

(
det
[

a2 a3
b2 b3

]
,det

[
a3 a1
b3 b1

]
,det

[
a1 a2
b1 b2

])
.

要注意, 千萬不要將內積和外積弄混了, 兩個向量之內積是一個實數, 而兩個向量之
外積仍為向量. 另外 u× v 和 v× u 是不相等的, 除非 u× v = 0. 這是因為兩個 row 交
換其 determinant 會變號, 因此依定義 u× v = −v×u. 而 u× v 何時會是 0 呢? 依定義
u×v = 0 若且唯若 det

[
a2 a3
b2 b3

]
= det

[
a3 a1
b3 b1

]
= det

[
a1 a2
b1 b2

]
= 0, 很容易知道這等同

於 u = (a1,a2,a3), v = (b1,b2,b3) 為 linearly dependent.

現考慮 u = (a1,a2,a3), v = (b1,b2,b3), w = (c1,c2,c3) 我們有

w · (u×v) = c1 det
[

a2 a3
b2 b3

]
+ c2 det

[
a3 a1
b3 b1

]
+ c3 det

[
a1 a2
b1 b2

]
(5.3)
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由於 det
[

a3 a1
b3 b1

]
=−det

[
a1 a3
b1 b3

]
式子 (5.3)的右式又等同於將

 a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

對 3-rd

row 展開的 determinant, 故得

w · (u×v) = (u×v) ·w = det

 a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

= det

 — u —
— v —
— w —

 . (5.4)

也就是說 (u×v) ·w 就是 u,v,w 這三個向量所張成的平行六面體的 signed volume.

特別的, 當 w = u或 w = v時,由於 u,v,w為 row vector所形成的矩陣有兩個 row相同,
所以其 determinant 為 0 (Lemma 5.2.2). 因此由式子 (5.4) 知 u · (u×v) = v · (u×v) = 0. 也
就是說當 u,v 為 linearly independent 時, u×v 同時會和 u 以及和 v 垂直. 而當 w = u×v,
我們有 (u×v) · (u×v) = ∥u×v∥2. 也就是 u,v,u×v 所張成的平行六面體的 signed volume
為 ∥u×v∥2. 考慮 u,v,u×v 所張成的平行六面體以 u,v 所張的平行四邊形為底, 此時由於
u×v 和 u 以及和 v 垂直, 我們得 ∥u×v∥ 就是此平行六面體的高. 因此由 u,v,u×v 所張成
的平行六面體的體積 ∥u×v∥2 為 u,v 所張的平行四邊形面積乘上高 ∥u×v∥, 得 u,v 所張的
平行四邊形面積為 ∥u× v∥. 另外由於 u,v,u× v 所張成的平行六面體的 signed volume 為
∥u×v∥2 > 0, 我們知 u,v,u×v 利用右手定則為正向. 最後我們將外積的性質歸納如下.

Theorem 5.3.3. 給定 u,v ∈ R3. 則 u×w ̸= 0 若且唯若 u,v 為 linearly independent. 此時
u×v 的長度為 u,v 所張的平行四邊形面積, 且 u,v 同時與 u×v 垂直, 又 u,v,u×v 利用右
手定則為正向.

又假設 w ∈R, 則 (u×v) ·w ̸= 0若且唯若 u,v,w為 linearly independent. 此時 (u×v) ·w
就是 u,v,w 這三個向量所張成的平行六面體的 signed volume.

5.4. Existence of the Determinant Function

在上一節中, 我們利用降階的方法以及 2×2 matrix 的 determinant 的存在性建構了 3×3

matrix 的 determinant, 因而得到其存在性. 接著我們可利用 3× 3 matrix 的 determinant
存在性得到 4×4 matrix 的 determinant 的存在性, 然後一直下去. 在本節中, 我們就是要
用數學歸納法證明一般 n×n matrix 的 determinant 皆存在.

首先我們將 Definition 5.3.1 的定義推廣到一般的情形.

Definition 5.4.1. 假設 A = [ai j] 為 n×n matrix. 將 A 的 i-th row 和 j-th column 除去所
得的 (n−1)× (n−1) matrix, 稱為 A 的 (i, j) minor matrix, 用 Ai j 表示. 當 (n−1)× (n−1)

matrix 的 determinant 存在時, 令 a′i j = (−1)i+ j det(Ai j), 稱為 A 的 (i, j) cofactor.

現利用數學歸納法假設 (n−1)× (n−1) matrix 的 determinant 存在, 對於 n×n matrix
A = [ai j], 固定 k ∈ {1, . . . ,n}, 我們考慮 A 對 k-th column 展開, 定義

det(A) = a1ka′1k +a2ka′2k + · · ·+anka′nk.

我們要利用 (n−1)× (n−1) matrix 的 determinant 符合 determinant 所要求的四個性質來
證明這樣定出 n×n matrix 的 determinant 也會符合這四個性質.
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首先證明 det(In) = 1. 由於 In 的 k-th column 為 ek, 僅有在 k-th entry 為 1, 其餘位
置為 0. 也就是說若令 A = [ai j] = In, 則 ai k = 0 for i ̸= k 且 ak k = 1. 因此依定義我們有
det(In) = ak ka′k k = a′k k. 然而 A = In 在 (k,k) 的 minor matrix 為 In−1, 因此得 A = In 的 (k,k)

cofactor 為 a′k k = (−1)k+k det(In−1) = det(In−1). 但依 induction 的假設, det(In−1) = 1, 故知
a′k k = 1, 得證 det(In) = 1.

接著檢查相鄰兩個 row互換後 determinant會變號. 假設 A= [ai j],固定 l ∈{1, . . . ,n−1},
假設將 A 的 l-th row 和 l + 1-th row 交換所得的矩陣為 B = [bi j]. 也就是說當 i ̸= l, l + 1

時, bi j = ai j 而 bl j = al+1 j, bl+1 j = al j. 因而我們有當 i < l 時, B 的 (i,k) minor matrix Bi k

就是將 A 的 (i,k) minor matrix Ai k 相鄰的 l − 1-th, l-th 兩個 row 交換 (此時依歸納假設
det(Bi k) =−det(Ai k)). 而當 i > l +1 時, Bi k 就是將 Ai k 相鄰的 l-th, l +1-th 兩個 row 交換
(此時依歸納假設 det(Bi k) =−det(Ai k)). 又 Bl k 就是 Al+1k 且 Bl+1k 就是 Al k. 因此我們有 B

的 (i,k) cofactor b′i k 為

(−1)i+k det(Bi k) =


(−1)i+k(−det(Ai k)) =−a′i k, if i ̸= l and i ̸= l +1;
(−1)l+k det(Al+1k) =−a′l+1k, if i = l;
(−1)i+1+k det(Al k) =−a′l k, if i = l +1;

由此得證

det(B) = b1kb′1k + · · · + bl kb′l k + bl+1kb′l+1k + · · · + bnkb′nk
= a1k(−a′1k) + · · · + al+1k(−a′l+1k) + al k(−a′l k) + · · · + ank(−a′nk)
= −det(A)

至於性質 (3), (4) 我們合併檢查, 即檢查 multi-linear 性質. 固定 l ∈ {1, . . . ,n−1} 以及
r ∈ R. 假設 A = [ai j], B = [bi j], C = [ci j] 為 n×n matrices 滿足當 i ̸= l 時 ai j = bi j = ci j 而

al j = bl j + rcl j. 當 i < l 時, A 的 (i,k) minor matrix Ai k 的 l −1-th row 就是 Bi k 的 l −1-th
row 加上 r 倍的 Ci k 的 l −1-th row (此時依歸納假設 det(Ai k) = det(Bi k)+ r det(Ci k)). 而當
i > l + 1 時, Ai k 的 l-th row 就是 Bi k 的 l-th row 加上 r 倍的 Ci k 的 l-th row (此時依歸
納假設 det(Ai k) = det(Bi k)+ r det(Ci k)). 又 Al k 等於 Bl k 且等於 Cl k. 因此我們有 A 的 (i,k)

cofactor a′i k 為

(−1)i+k det(Ai k) =

{
(−1)i+k(det(Bi k)+ r det(Bi k) = b′i k + rc′i k, if i ̸= l;
(−1)l+k det(Bl k) = (−1)l+k det(Cl k) = b′l k = c′l k, if i = l;

由此得證

det(A) = a1ka′1k + · · · + al ka′l k + · · · + anka′nk
= b1k(b′1k + rc′1k) + · · · + (bl k + rcl k)b′l k + · · · + bnk(b′nk + rc′nk)
= b1kb′1k + rc1kc′1k + · · · + bl kb′l k + rcl kc′l k + · · · + bnkb′nk + rcnkc′nk
= det(B)+ r det(C).

我們證得了 det 的存在性, 再加上 Theorem 5.2.8 的唯一性, 我們有以下的結論.

Theorem 5.4.2. 存在唯一的函數 det : Mn×n(R)→ R 滿足

(1) det(In) = 1.

(2) 若將 n×n matrix A 某相鄰兩個 row 交換所得的矩陣為 A′, 則 det(A′) =−det(A).

(3) 若將 n×n matrix A某個 row乘上非零實數 r所得的矩陣為 A′,則 det(A′)= r det(A).
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(4) 若 A,B,C 三個 n× n matrix, 其中 A 的 i-th row 是 B 和 C 的 i-th row 之和, 而
A,B,C 其他各 row 皆相等, 則 det(A) = det(B)+det(C).

由於我們證得了對任意的 column 展開所得的 determinant 皆符合上述四項性質, 因此
由唯一性得到對任意 column 展開所得的 determinant 之值皆會相同. 另外和 3×3 的情形

相同, 由於 det(At) = det(A), 我們也得到對任意 row 展開所得的 determinant 之值皆會相同.
因此我們有以下的結果.

Theorem 5.4.3. 假設 A = [ai j] 為 n× n matrix. 令 a′i j 為 A 的 (i, j) cofactor, 則對任意
k ∈ {1, . . . ,n} 皆有 det(A) = a1ka′1k +a2ka′2k + · · ·+anka′nk = ak 1a′k 1 +ak 2a′k 2 + · · ·+ak na′k n.

Question 5.3. 對於 n×n matrix A = [ai j] 考慮 A 的 diagonal entry 展開, 即考慮

a11a′11 +a22a′22 + · · ·+anna′nn.

試問這樣的展開方法會符合我們要求 determinant 的四項規則的哪幾項?

雖然我們利用 elementary row operations 的方法證明了 determinant 的唯一性, 又用降
階的方法證明了 determinant 的存在性, 不過在計算 determinant 時, 這兩種方法都可混用.
一般來說用 row operation 或 column operation 來求 determinant 較快, 不過若發現有的
row 或 column 僅有一個不是 0 的 entry, 則對該 row 或 column 降階, 也可幫助我們較快算
出 determinant. 我們看以下的例子.

Example 5.4.4. 我們求 A =


2 −1 3 5
0 2 1 2
0 5 3 3
4 −2 7 8

的 determinant. 首先觀察 A的 1-st column

僅有兩個 entry不為 0,所以利用 1-st row乘上 −2加到 4-th row得 B=


2 −1 3 5
0 2 1 2
0 5 3 3
0 0 1 −2


(此時 det(A) = det(B)). 現因 B 的 1-st column 僅有一個非 0 entry, 我們對 1-st column 降

階展開得 det(B) = 2det(C) 其中 C 為 B 的 (1,1) minor matrix, 即 C =

 2 1 2
5 3 3
0 1 −2

 . 接著
將 C 的 2-nd column 乘上 2 加到 3-rd column 得 D =

 2 1 4
5 3 9
0 1 0

 (此時 det(C) = det(D)).

最後對 D 的 3-rd row 展開得 det(D) = (−1)3+2 det
[

2 4
5 9

]
= 2. 故知 det(A) = det(B) =

2det(C) = 2det(D) = 4.

5.5. Cramer’s Rule and Adjoint Matrix

Determinant 不只可以幫助我們計算平行多面體的有向體積, 其實它也可以幫助我們解聯立
方程組以及找到 invertible matrix 的反矩陣. 在這一節中, 由於和矩陣乘法有關, 所以所有
向量皆用 column vector 表示.
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首先考慮 n×n matrix A = [ai j] 對於 j ∈ {1, . . . ,n} 令 a j 表示 A 的 j-th column. 現對於

Rn 的一個 vector c =

c1
...

cn

, 對於任意 k ∈ {1, . . . ,n}, 考慮 Ck 為將 identity matrix In 的 k-th

column 用 c 取代的 n×n matrix. 亦即當 j ̸= k 時, Ck 的 j-th column 為 e j, 而 Ck 的 k-th
column 為 c. 現考慮 ACk, 依矩陣乘法的定義, 我們有

ACk =


∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣


∣∣ c1

∣∣
e1 · · ·

... · · · en∣∣ cn
∣∣
=


∣∣ ∣∣ ∣∣

a1 · · · c1a1 + · · ·+ cnan · · · an∣∣ ∣∣ ∣∣
 . (5.5)

也就是說當 j ̸= k 時, ACk 的 j-th column 為 a j, 而 ACk 的 k-th column 為 c1a1 + · · ·+ cnan.

現對於 b =

b1
...

bn

 若 x1 = c1, . . . ,xn = cn 為聯立方程組 Ax = b 的一組解, 亦即

c1a1 + · · ·+ cnan =


∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣

c1

...
cn

=

b1
...

bn

= b. (5.6)

因此若令 Bk 表示將 A 的 k-th column 用 b 取代的 n×n matrix, 即

Bk =


∣∣ ∣∣ ∣∣

a1 · · · b · · · an∣∣ ∣∣ ∣∣
 ,

則結合式子 (5.5) (5.6), 我們有 ACk = Bk. 因此由 determinant 的乘法性質 (Theorem
5.2.6 (2)), 得 det(A)det(Ck) = det(Bk). 然而對 Ck 的 k-th row 展開, 我們有 det(Ck) =

(−1)k+kck det(In−1) = ck. 因此得證以下之定理.

Theorem 5.5.1. 假設 A 為 n× n matrix 且 b ∈ Rn 為 column vector. 對於 k ∈ {1, . . . ,n}
令 Bk 表示將 A 的 k-th column 用 b 取代的 n×n matrix. 若 x1 = c1, . . . ,xn = cn 為聯立方

程組 Ax = b 的一組解, 則 ck det(A) = det(Bk).

我們可以利用 Theorem 5.5.1 得到許多和解聯立方程組有關的性質. 首先若 det(A) ̸= 0,
表示 A 為 invertible, 我們知聯立方程組 Ax = b 一定有解且解唯一. 事實上此時由 Theorem
5.5.1 我們可以將此組解具體寫出. 這就是所謂的 Cramer’s Rule.

Corollary 5.5.2 (Cramer’s Rule). 假設 A 為 n×n invertible matrix 且 b =∈Rn 為 column
vector. 對於所有 k ∈ {1, . . . ,n} 令 Bk 表示將 A 的 k-th column 用 b 取代的 n× n matrix.
則聯立方程組 Ax = b 有唯一的一組解, 且其解為

xk =
det(Bk)

det(A)
, ∀k = 1, . . . ,n.

Proof. 由假設 A 為 invertible, 知 det(A) ̸= 0 且 Ax = b 必有解 (且解唯一). 然而 Theorem
5.5.1 告訴我們如果聯立方程組 Ax = b 有解, 則其解 x1 = c1, . . . ,xn = cn 需滿足 ck det(A) =

det(Bk), ∀k = 1, . . . ,n. 然而因 det(A) ̸= 0,故由解的存在性知 xk = det(Bk)/det(A), ∀k = 1, . . . ,n

是唯一可能的一組解. □
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Example 5.5.3. 考慮 Example 5.4.4 中的矩陣 A =


2 −1 3 5
0 2 1 2
0 5 3 3
4 −2 7 8

. 令 b =


1
0
0
0

, 前

面已知 det(A) = 4 ̸= 0, 我們可用 Cramer’s rule 解聯立方程組 Ax = b. 此時將 b 置

換於 A 的 1-st column, 得 B1 =


1 −1 3 5
0 2 1 2
0 5 3 3
0 −2 7 8

 . 同理得 B2 =


2 1 3 5
0 0 1 2
0 0 3 3
4 0 7 8

, B3 =


2 −1 1 5
0 2 0 2
0 5 0 3
4 −2 0 8

, B4 =


2 −1 3 1
0 2 1 0
0 5 3 0
4 −2 7 0

 . 利用降階, 我們得 det(B1) = 42, det(B2) = 12,

det(B3) =−16, det(B4) =−4. 故由 Cramer’s rule 知 x1 = 21/2, x2 = 3, x3 =−4, x4 =−1 是

聯立方程組 Ax = b 之唯一一組解. 若令 C1 =


21/2 0 0 0

3 1 0 0
−4 0 1 0
−1 0 0 1

 我們會有

AC1 =


2 −1 3 5
0 2 1 2
0 5 3 3
4 −2 7 8




21/2 0 0 0
3 1 0 0
−4 0 1 0
−1 0 0 1

=


1 −1 3 5
0 2 1 2
0 5 3 3
0 −2 7 8

= B1.

同理若令

C2 =


1 21/2 0 0
0 3 0 0
0 −4 1 0
0 −1 0 1

 ,C3 =


1 0 21/2 0
0 1 3 0
0 0 −4 0
0 0 −1 1

 ,C4 =


1 0 0 21/2
0 1 0 3
0 0 1 −4
0 0 0 −1

 ,
我們會有 AC2 = B2, AC3 = B3 以及 AC4 = B4.

至於當 A 不是 invertible 時 (即 det(A) = 0), Theorem 5.5.1 就無法幫助我們找出聯立方
程組的解. 不過由於 det(A) = 0, 故利用 Theorem 5.5.1 知若 x1 = c1, . . . ,xn = cn 為聯立方程

組 Ax = b 的一組解, 則 det(Bk) = ck det(A) = 0, ∀k = 1, . . . ,n. 換言之, 若存在 k ∈ {1, . . . ,n}
使得 det(Bk) ̸= 0, 則聯立方程組 Ax = b 就無解.

Corollary 5.5.4. 假設 A 為 n× n non-invertible matrix 且 b ∈ Rn 為 column vector. 對
於所有 k ∈ {1, . . . ,n} 令 Bk 表示將 A 的 k-th column 用 b 取代的 n× n matrix. 若存在
k ∈ {1, . . . ,n} 使得 det(Bk) ̸= 0, 則聯立方程組 Ax = b 無解.

要注意 Corollary 5.5.4 的反向並不成立. 也就是說當 A 不是 invertible 時, 若對所有
k = 1, . . . ,n, 皆有 det(Bk) = 0, 那麼我們是無從判斷聯立方程組 Ax = b 是否有解的. 例如在

A =

 1 1 1
2 2 2
3 3 3

 ,b =

1
2
3

 的情形很容易判斷 Ax = b 有解, 且 det(A) = det(B1) = det(B2) =
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det(B3) = 0. 而當 b =

1
1
1

 時, 很容易判斷 Ax = b 無解, 但此時仍有 det(A) = det(B1) =

det(B2) = det(B3) = 0.

由上面這幾種情況可知, Cramer’s rule 並不是有效處理聯立方程組的方法. 一般在處理
特定的聯立方程組, 還是直接用 elementary row operations 處理較為快速. 不過在處理一般
抽象的方程組問題時, Cramer’s rule 因為可以具體描繪出解的形式, 所以是很有用的工具.
我們看以下的性質.

Proposition 5.5.5. 假設 A = [ai j] 為 n× n matrix 其中 ai j ∈ Z, ∀ i, j ∈ {1, . . . ,n}. 若

det(A) =±1, 則對於任意 b =

b1
...

bn

, 其中 bi ∈ Z, ∀ i ∈ {1, . . . ,n}, 聯立方程組 Ax = b 的解皆

為整數.

Proof. 由於 det(A) = ±1 ̸= 0, 利用 Cramer’s rule 我們有聯立方程組 Ax = b 的解為
x1 = ±det(B1), . . . ,xn = ±det(Bn), 其中對任意 k ∈ {1, . . . ,n}, Bk 為將 A 的 k-th column
用 b 取代的 n×n matrix. 由於 ai j ∈ Z 且 bi ∈ Z, ∀ i, j ∈ {1, . . . ,n}. 我們知矩陣 Bk 的所有

entry 皆為整數. 利用 determinant 的定義, 我們知此時 det(Bk) 亦為整數, 得證聯立方程組
Ax = b 的解皆為整數. □

另外一個 Cramer’s rule 的應用就是幫我們找到 invertible matrix 的 inverse. 假設
A ∈Mn×n(R) 為 invertible 且 C 為 A 的 inverse, 則由 AC = In, 依矩陣乘法定義我們知 C 的

j-th column

c1 j
...

cn j

 需滿足 A

c1 j
...

cn j

 等於 In 的 j-th column e j. 也就是說 C 的 j-th column

為聯立方程組 Ax = e j 的解. 因此 C 的 (i, j)-th entry ci j 應為聯立方程組 Ax = e j 的解中 xi

之值. 故由 Cramer’s rule 知 ci j = det(A( j, i))/det(A), 其中 A( j, i) 表示將 A 的 i-th column
用 e j 取代的 n× n matrix. 然而利用對 A( j, i) 的 i-th column 展開求 det(A( j, i)), 我們得
det(A( j, i)) = (−1) j+i det(A j i) = a′j i. 也就是說 ci j 就是 A 的 ( j, i) cofactor (注意 i, j 位置交

換) 除以 det(A). 為了方便起見我們有以下的定義.

Definition 5.5.6. 假設 A = [ai j] 為 n× n matrix, 對於任意 i, j ∈ {1, . . . ,n} 令 a′i j 為 A 的

(i, j) cofactor. 考慮 n× n matrix A′ 其 (i, j)-th entry 為 a′i j. 我們稱 A′ 為 A 的 cofactor
matrix 而稱 A′ 的 transpose (A′)t 為 A 的 adjoint matrix, 用 adj(A) 來表示.

注意 adj(A) 是將 A 的 cofactor 所成的矩陣 A′ 取轉置而得, 千萬不要忘記取轉置. 另外
要注意不管一個 n×n matrix 是否為 invertible, 皆可定義其 adjoint matrix.

我們回到剛才 A 為 invertible 的情況. 假設 C 為其 inverse. 依 adj(A) 的定義, 我們得到
C 的 (i, j)-th entry 就是 adj(A) 的 (i, j)-th entry 除以 det(A). 因此依矩陣係數積的定義, 我
們有 C = 1

det(A)adj(A). 得證了以下的定理.
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Proposition 5.5.7. 假設 A 為 n×n invertible matrix. 則

A−1 =
1

det(A)
adj(A).

Example 5.5.8. 考慮 Example 5.4.4中的矩陣 A =


2 −1 3 5
0 2 1 2
0 5 3 3
4 −2 7 8

. 在 Example 5.5.3中

我們解出 Ax = e1 的解, 事實上就是 A的反矩陣 A−1 的 1-st column. 在 Example 5.5.3中的

B1 =


1 −1 3 5
0 2 1 2
0 5 3 3
0 −2 7 8

就是將 A的 1-st column用 e1 取代所得的矩陣 A(1,1). 若我們將 B1

的 1-st column 展開求 det(B1) 得 det(B1) = (−1)1+1 det

 2 1 2
5 3 3
−2 7 8

= 42 就是 A 的 (1,1)

cofactor. 同樣的 B2 =


2 1 3 5
0 0 1 2
0 0 3 3
4 0 7 8

 就是將 A 的 2-nd column 用 e1 取代所得的矩陣

A(1,2). 若我們將 B2 的 2-nd column展開求 det(B2)得 det(B2) = (−1)1+2 det

 0 1 2
0 3 3
4 7 8

=

12就是 A的 (1,2) cofactor. 同理得 B3 是將 A的 3-rd column用 e1 取代所得的矩陣 A(1,3)

且 det(B3) = (−1)1+3 det

 0 2 2
0 5 3
4 −2 8

 = −16 就是 A 的 (1,3) cofactor. 而 B4 是將 A 的

4-th column 用 e1 取代所得的矩陣 A(1,4) 且 det(B4) = (−1)1+4 det

 0 2 1
0 5 3
4 −2 7

 = −4 就

是 A 的 (1,4) cofactor. 注意這裡求出的 cofactor 其實對應到 A 的 cofactor 所成的矩陣 A′

會是 A′ 的 1-st row. 我們求出 A 其他的 cofactor 會有

a′21 = (−1)2+1 det

 −1 3 5
5 3 3
−2 7 8

=−64, a′22 = (−1)2+2 det

 2 3 5
0 3 3
4 7 8

=−18,

a′23 = (−1)2+3 det

 2 −1 5
0 5 3
4 −2 8

= 20, a′24 = (−1)2+4 det

 2 −1 3
0 5 3
4 −2 7

= 10.

以及 a′31 = 26,a′32 = 8,a′33 =−8,a′34 =−4,a′41 =−20,a′42 =−6,a′43 = 8,a′44 = 2. 因此得

A′ =


42 12 −16 −4
−64 −18 20 10
−26 8 −8 −4
−20 −6 8 2

 , adj(A) =


42 −64 −26 −20
12 −18 8 −6
−16 20 −8 8
−4 10 −4 2


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也因此得

A−1 =
1

det(A)
adj(A) =

1
4


42 −64 −26 −20
12 −18 8 −6
−16 20 −8 8
−4 10 −4 2

 .
由上面例子可以看出利用 adjoint matrix 求反矩陣非常複雜, 所以在實際求反矩陣的情

況還是利用從前學的 elementary row operation 的方法會比較快. 不過在證明抽象理論時,
利用 adjoint matrix 求 inverse 還是很有用的. 例如當 A 的每一個 entry 皆為整數時, 由於
adj(A) 的每一個 entry 也皆為整數, 因此若 det(A) =±1, 則由 Proposition 5.5.7 我們有以下
的結果.

Corollary 5.5.9. 假設 A為 n×n matrix其中 A的每一個 entry皆為整數. 若 det(A) =±1,
則 A−1 的每一個 entry 也皆為整數.

接下來我們探討有關 adjoint 的性質. 首先當 A 為 n × n invertible matrix 時, 由
Proposition 5.5.7我們知 adj(A) = det(A)A−1. 因此由 A−1 亦為 invertible且 (A−1)−1 = A, 我
們得 adj(A−1) = det(A−1)A. 利用 determinant 的乘法性質 (Theorem 5.2.6 (2)), 我們有

adj(A)adj(A−1) = det(A)det(A−1)A−1A = det(In)In = In.

因此得證以下性質.

Proposition 5.5.10. 假設 A 為 n× n invertible matrix, 則 adj(A) 也是 n× n invertible
matrix 且 adj(A)−1 = adj(A−1).

當我們考慮 At的 (i, j) minor matrix (At)i j 其實是將 A的 ( j, i) minor matrix A j i取 trans-
pose,亦即 (At)i j =(A j i)

t. 因此 At的 (i, j) cofactor (−1)i+ j det((At)i j)等於 (−1)i+ j det((A j i)
t)=

(−1) j+i det(A j i) (我們用到 det(At) = det(A)). 也就是說 At 的 (i, j) cofactor 就是 A 的 ( j, i)

cofactor. 因此將 A 的 cofactor matrix A′ 取轉置就是 At 的 cofactor matrix. 換言之, 若我
們先將 A 轉置得 At 再取 At 的 cofactor matrix 也會是 adj(A). 也因此若將 At 轉置得 A (因
為 (At)t = A) 後取 A 的 cofactor matrix 就會是 adj(At). 然而將 A 的 cofactor matrix 取轉
置就是 adj(A), 因此得 adj(A) = (adj(At))t. 再取轉置得證以下的結果.

Proposition 5.5.11. 假設 A 為 n×n matrix, 則 adj(At) = adj(A)t.

當 A 為 n×n invertible matrix 時, 由 Proposition 5.5.7 我們知 adj(A) = det(A)A−1. 因
此由矩陣乘法與係數積關係 (Proposition 2.1.10) 得

A(adj(A)) = A(det(A)A−1) = det(A)(AA−1) = det(A)In.

這個性質, 其實不只對 invertible matrix 成立, 其實對一般的 n×n matrix 皆成立. 首先考
慮一般的 n×n matrix A = [ai j]. 依定義 adj(A) 的 (i, j)-th entry 為 a′j i. 因此依矩陣乘法的
定義 A(adj(A)) 的 (i, j)-th entry 為

n

∑
k=1

ai ka′j k =
n

∑
k=1

ai k(−1) j+k det(A j k). (5.7)
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當 i = j 時, 式子 (5.7) 恰為對 A 的 i-th row 展開所得的 det(A). 因此得 A(adj(A)) 的 (i, i)-th
entry (即 diagonal entry) 為 det(A). 而當 i ̸= j 時, 考慮 B 為將 A 的 j-th row 用 A 的 i-th
row 取代, 而其他 row 保持不變的 n× n matrix. 此時對任意 k = 1, . . . ,n, 因為 B 的 ( j,k)

minor matrix 是將 B 的 j-th row 除去, 所以和 A 的 ( j,k) minor matrix 相同, 也就是說
B j k = A j k. 然而此時 B 的 ( j,k)-th entry 因為是在 j-th row, 所以和 A 的 (i,k)-th entry 是
一樣的, 也就是說 b j k = ai k. 現考慮利用 B 的 j-th row 展開所得的 det(B), 依定義為

det(B) =
n

∑
k=1

b j kb′j,k =
n

∑
k=1

b j k(−1) j+k det(B j k) =
n

∑
k=1

ai k(−1) j+k det(A j k).

此與式子 (5.7)是一致的. 也就是說當 i ̸= j 時, A(adj(A))的 (i, j)-th entry恰為 det(B). 然而
B 的 i-th row 和 j-th row 是一樣的, 故知 det(B) = 0. 因此我們證得當 i ̸= j 時, A(adj(A)) 的

(i, j)-th entry 等於 0, 也因此證得了 A(adj(A)) = det(A)In. 利用類似的方法考慮 column 的
展開, 我們也可證得 (adj(A))A = det(A)In. 不過我們這裡想用前面有關 adjoint 和 transpose
的關係 (Proposition 5.5.11) 證明以下的定理.

Theorem 5.5.12. 假設 A 為 n×n matrix, 則

A(adj(A)) = (adj(A))A = det(A)In.

Proof. 前面已證得 A(adj(A)) = det(A)In. 因為這是對所有 n× n matrix 皆成立, 故將 A

以 At 代換得 At(adj(At)) = det(At)In. 由 Proposition 5.5.11 以及 det(At) = det(A), 我們得
At(adj(A)t) = det(A)In. 將此等式兩邊取 transpose 得證 (adj(A))A = det(A)In. □

再次強調, Proposition 5.5.7的證明是利用 Cramer’s rule因此需用到 det(A) ̸= 0之假設.
而 Theorem 5.5.12 是對一般 n×n matrix 皆成立的. 然而我們可以利用 Theorem 5.5.12 推
得 Proposition 5.5.7, 所以可以說 Theorem 5.5.12 是 Proposition 5.5.7 的推廣.

Example 5.5.13. 考慮 A =

 a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

. 依定義, 我們有

adj(A) =



det
[

b2 b3
c2 c3

]
−det

[
a2 a3
c2 c3

]
det
[

a2 a3
b2 b3

]

−det
[

b1 b3
c1 c3

]
det
[

a1 a3
c1 c3

]
−det

[
a1 a3
b1 b3

]

det
[

b1 b2
c1 c2

]
−det

[
a1 a2
c1 c2

]
det
[

a1 a2
b1 b2

]


.

依矩陣乘法定義 A(adj(A)) 的 (1,1)-th, (2,2)-th 和 (3,3)-th entry 分別為

a1 det
[

b2 b3
c2 c3

]
−a2 det

[
b1 b3
c1 c3

]
+a3 det

[
b1 b2
c1 c2

]
,

−b1 det
[

a2 a3
c2 c3

]
+b2 det

[
a1 a3
c1 c3

]
−b3 det

[
a1 a2
c1 c2

]
,
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c1 det
[

a2 a3
b2 b3

]
− c2 det

[
a1 a3
b1 b3

]
+ c3 det

[
a1 a2
b1 b2

]
.

它們為 A 分別依 1-st, 2-nd 和 3-rd row 展開所得的 determinant, 故皆等於 det(A). 而
A(adj(A)) 的 (1,2)-th, (3,2)-th entry 分別為

−a1 det
[

a2 a3
c2 c3

]
+a2 det

[
a1 a3
c1 c3

]
−a3 det

[
a1 a2
c1 c2

]
,

−c1 det
[

a2 a3
c2 c3

]
+ c2 det

[
a1 a3
c1 c3

]
− c3 det

[
a1 a2
c1 c2

]
,

它們分別是將

 a1 a2 a3
a1 a2 a3
c1 c2 c3

,

 a1 a2 a3
c1 c2 c3
c1 c2 c3

 依 2-nd row 展開所得的 determinant, 故皆

為 0. 同樣的 A(adj(A)) 的 (2,1)-th, (3,1)-th entry 分別為

b1 det
[

b2 b3
c2 c3

]
−b2 det

[
b1 b3
c1 c3

]
+b3 det

[
b1 b2
c1 c2

]
,

c1 det
[

b2 b3
c2 c3

]
− c2 det

[
b1 b3
c1 c3

]
+ c3 det

[
b1 b2
c1 c2

]
,

它們分別是將

 b1 b2 b3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

,

 c1 c2 c3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

 依 1-st row 展開所得的 determinant, 故皆

為 0. 最後 A(adj(A)) 的 (1,3)-th, (2,3)-th entry 分別為

a1 det
[

a2 a3
b2 b3

]
−a2 det

[
a1 a3
b1 b3

]
+a3 det

[
a1 a2
b1 b2

]
.

b1 det
[

a2 a3
b2 b3

]
−b2 det

[
a1 a3
b1 b3

]
+b3 det

[
a1 a2
b1 b2

]
.

它們分別是將

 a1 a2 a3
b1 b2 b3
a1 a2 a3

,

 a1 a2 a3
b1 b2 b3
b1 b2 b3

 依 3-rd row 展開所得的 determinant, 所以

也皆為 0. 我們得

A(adj(A)) =

 det(A) 0 0
0 det(A) 0
0 0 det(A)

= det(A)

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
最後我們要探討 adj(A) 的 determinant. 注意, 因為 det(A)In 是 diagonal matrix, 所以也

是 upper triangular matrix. 因此依 Proposition 5.2.9 我們知 det(A)In 的 determinant 為其
diagonal entry 的乘積 det(A)n. 因此由 A(adj(A)) = det(A)In 等式兩邊取 determinant 得到
以下結果.

Corollary 5.5.14. 假設 A 為 n×n matrix, 則

det(adj(A)) = det(A)n−1.
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5.6. 結論

Determinant 是 square matrix 上特有的一種函數. 它是從 Mn×n(R) 映射到 R 的一種 multi
linear function. 另一方面 determinant 也將 R2 中兩個向量所展出平行四邊形的有向面積

以及 R3 中三個向量所展出平行六面體的有向積積推廣到 Rn 的情形. 利用 determinant 我
們可以判斷一個 square matrix 是否為 invertible, 也可幫助我們找到一個 invertible matrix
的 inverse, 甚至將聯立方成組的解寫下. 不過一般求 determinant 的過程頗繁雜, 我們可以
善用 determinant 的性質, 適時的利用 elementary row operations 以及降階的方法將它求
出.



Chapter 6

Linear Transformations

在本章中我們介紹在 vector spaces 之間重要的函數, 所謂的 linear transformation. 我
們會介紹 linear transformation 相關的基本性質. 然後引進其矩陣表示法, 將 linear
transformation 與矩陣相連結.

6.1. Basic Properties

在數學中, 函數是我們常常利用來了解所要探討的結構的重要工具. 在線性代數中, 我們
要探討的結構就是 vector space, 而 linear transformation 就是幫助我們探討及理解 vector
spaces 相互之間的關係的重要函數與工具.

6.1.1. Function. 給定 vector spaces V , W . 若有一個從 V 的向量對應到 V 的向量的對

應關係, 即對任意 v ∈ V , 此對應會將 v 對應到 W 中一個向量 w. 若對每一個 v ∈ V , 所對
應到的 w 我們用 T (v) 來表示, 我們就用 T : V →W , T (v) = w ∈W , ∀v ∈ V 來表示這一個

對應關係, 而稱 T 是一個從 V 到 W 的 function (函數). 這裡 V 稱為 T 的 domain (定義
域), 而 W 就稱為 T 的 codomain (對應域). 注意依函數的定義, 若 T : V →W 是一個函數,
則對任意 v ∈ V , T (v) 一定要是 W 中的一個確定的向量. 也就是說 T (v) ∈W , 而且不能一
下子令 T (v) = w, 一下子又改變成 T (v) = w′, 但 w ̸= w′, 造成不一致的情形發生. 所以當
我們在建構一個新的函數時, 一定要確認這一點. 也就是說, 我們必須說明定出來的函數是
well-defined.

另外要注意, 函數的定義中並沒有要求定義域中每一個元素都要對應到不同的元素去.
也就是說若 T : V →W 是一個函數, 是容許在 V 中有兩個向量 v ̸= v′, 但 T (v) = T (v′). 若
我們多要求定義域中每一個元素都要對應到不同的元素, 即 V 中任意兩相異向量 v ̸= v′, 所
對應的 T (v) 和 T (v′) 要相異 (即 T (v) ̸= T (v′)), 則我們給這樣的函數一個特殊的名稱, 稱這
樣的函數為 one-to-one (一對一), 有時也稱為 injective. 另外, 函數的定義中也沒有要求對
應域中每一個元素都要被對應到. 也就是說若 T : V →W 是一個函數, 是容許在 W 中有向

量 w, 沒有任何 V 的向量會對應到 w (即不存在 v ∈V 使得 T (v) = w). 若我們多要求對應
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域中每一個元素都要被對應到, 即 W 中任意向量 w, 皆可找到 v ∈V 使得 T (v) = w, 則我們
給這樣的函數一個特殊的名稱, 稱這樣的函數為 onto (映成), 有時也稱為 surjective.

當一個函數是 one-to-one 且 onto (此時一般稱為 bijective), 那就更特別了. 這時候一定
可以找到一個從原來函數的對應域送到原來函數的定義域的反向函數 (我們稱為原函數的
inverse (反函數)), 使其合成後會是將每一個元素自己映射到自己的函數 (即所謂的 identity
function). 所以此時我們也稱這樣的函數為 invertible (可逆函數).

6.1.2. Linear Transformation. 要了解 vector spaces, 若僅是考慮一般的函數, 並無法利
用向量之間的運算, 幫助我們了解這些 vector spaces 中向量的結構. 我們需要的函數是能
保持向量運算的, 所以有以下之定義.

Definition 6.1.1. 假設 V,W 皆為 vector space over F 且 T : Rn →Rm 為一個函數, 若 T 滿

足對任意 v1, . . . ,vk ∈V 以及 c1, . . . ,ck ∈ F 皆有

T (c1v1 + · · ·+ ckvk) = c1T (v1)+ · · ·+ ckT (vk).

則稱 T 為一個 linear transformation. 有時我們簡稱 T 為 linear.

要注意這裡 c1v1 + · · ·+ cnv1 是 V 中向量的線性組合, 而 c1T (v1)+ · · ·+ ckT (vk) 是 W

中向量的線性組合, 要區分清楚. 尤其在 V ̸= W 時要特別注意. 特別是當 0 ∈ V 是 V 的

zero vector 時, 依 linear transformation 的定義, 我們有 T (0) = T (0+0) = T (0)+T (0). 此
時兩邊加上 T (0) 的加法反元素, 得 T (0) 應為 W 中的 zero vector. 也就是說一個 linear
transformation T : V →W , 會將 V 中的零向量映射到 W 中的零向量. 雖然當 V ̸=W 時, V

和 W 的零向量有可能是不同的, 不過一般我們都用 0 來表示, 而不區分它. 所以我們仍用
T (0) = 0 來表示 linear transformation 會將 V 中的零向量映射到 W 中的零向量. 這個性質
雖然簡單, 但相當有用, 我們特別將此性質敘述如下.

Lemma 6.1.2. 假設 T : V →W 為一個 linear transformation. 則 T 會將 V 中的零向量映

射到 W 中的零向量, 亦即 T (0) = 0.

再次提醒, 這裡兩個 0 哪一個是 V 的零向量, 哪一個是 W 的零向量, 一定要區分清楚.

依定義要檢查 T : V →W 是否為 linear transformation, 我們必須考慮 V 中任意有限多

個向量的線性組合代入 T 中是否符合 linear transformation 的要求, 感覺起來很麻煩. 事實
上, 如同檢查 subspace 的方法 (參見 Corollary 3.3.3), 下一個定理告訴我們, 只要檢查任兩
個向量的線性組合即可.

Proposition 6.1.3. 假設 V,W 皆為 vector space over F 且 T : V → W 為一個函數, 則 T

為 linear transformation 若且唯若對任意 u,v ∈V , r ∈ F 皆有 T (u+ rv) = T (u)+ rT (v).

Proof. (⇒) : 依 T 為 linear 的定義, 對任意 u,v ∈V , r ∈ F 皆有 T (u+ rv) = T (u)+ rT (v).

(⇐) : 我們要利用對任意 u,v ∈V , r ∈ F 皆有 T (u+ rv) = T (u)+ rT (v) 這個性質來證明
對任意 v1, . . . ,vk ∈ V 以及 c1, . . . ,ck ∈ F 皆有 T (c1v1 + · · ·+ ckvk) = c1T (v1)+ · · ·+ ckT (vk).
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我們對向量的個數 k 作數學歸納法. 首先考慮只有一個向量的情形 (即 k = 1), 我們要
證明若 v1 ∈ Rn, c1 ∈ R 則 T (c1v1) = c1T (v1). 此時考慮 u = 0, v = v1, r = c1, 依 Lemma
6.1.2, 我們有 T (c1v1) = T (u+ rv) = T (u)+ rT (v) = 0+ rT (v) = c1T (v1). 得證 k = 1 的情

形成立. 現假設有 k 個向量時成立, 亦即對任意 v1, . . . ,vk ∈ V 以及 c1, . . . ,ck ∈ F 皆有
T (c1v1 + · · ·+ ckvk) = c1T (v1) + · · ·+ ckT (vk). 我們要證明對任意 v1, . . . ,vk,vk+1 ∈ V 以及

c1, . . . ,ck,ck+1 ∈ F皆有 T (c1v1+ · · ·+ckvk +ck+1vk+1) = c1T (v1)+ · · ·+ckT (vk)+ck+1T (vk+1).

然而對此時令 u = c1v1 + · · ·+ ckvk, v = vk+1 以及 r = ck+1. 依歸納假設我們有 T (u) =
c1T (v1)+ · · ·+ ckT (vk), 故

T (c1v1 + · · ·+ ckvk + ck+1vk+1) =

T (u+ rv) = T (u)+ rT (v) = c1T (v1)+ · · ·+ ckT (vk)+ ck+1T (vk+1).

故由數學歸納法知 T 為 linear transformation. □

Example 6.1.4. (1)考慮 T : R3 →R2 定義為 T (

 x1
x2
x3

) = [ x1 + x2
x1 − x3

]
. 我們驗證 T 是一個

linear transformation. 任取 u=

a1
a2
a3

,v=
b1

b2
b3

∈R3,以及 r ∈R. 我們有 u+rv=

a1 + rb1
a2 + rb2
a3 + rb3

.

故依 T 的定義, 我們有

T (u+ rv) = T (

a1 + rb1
a2 + rb2
a3 + rb3

) = [(a1 + rb1)+(a2 + rb2)
(a1 + rb1)− (a3 + rb3)

]
=

[
a1 +a2 + rb1 + rb2
a1 −a3 + rb1 − rb3

]
.

另一方面我們有 T (u) = T (

a1
a2
a3

) = [a1 +a2
a1 −a3

]
, T (v) = T (

b1
b2
b3

) = [b1 +b2
b1 −b3

]
, 故

T (u)+ rT (v) =
[

a1 +a2
a1 −a3

]
+ r
[

b1 +b2
b1 −b3

]
=

[
a1 +a2 + rb1 + rb2
a1 −a3 + rb1 − rb3

]
.

得證 T (u+ rv) = T (u)+ rT (v), 故 T 為 linear transformation.

(2) 考慮 T : R3 → R2 定義為 T (

 x1
x2
x3

) = [ x1 + x2 +1
x1 − x3

]
. 我們說明 T 不是 linear

transformation. 依 T 的定義, 我們有 T (0) =
[

1
0

]
̸= 0, 故由 Lemma 6.1.2 知, T 不是 linear

transformation.

(3) 考慮 T : R3 →R2 定義為 T (

 x1
x2
x3

) = [ x2
1 + x2

x1 − x3

]
. 我們說明 T 不是 linear transfor-

mation. 雖然此時 T (0) = 0, 但 T (

1
0
0

) = [1
1

]
, 而 T (

2
0
0

) = [4
2

]
得

T (

2
0
0

) = T (2

1
0
0

) ̸= 2T (

1
0
0

).
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此與 linear transformation 的條件不符, 故 T 不是 linear transformation.

接下來我們來看一個最常見的 linear transformation, 事實上以後我們會知道所有 Fn 到

Fm 的 linear transformation 都是這樣的形式.

Lemma 6.1.5. 假設 F 為 field 且 A ∈ Mm×n(F). 考慮 T : Fn → Fm 定義為: T (v) = Av,
∀v ∈V . 則 T 為一個 linear transformation.

Proof. 首先我們先檢查 T 是 well-defined, 也就是說 T 確實是一個從 Fn 映到 Fm 的函數.
任取 v ∈ Fn, 依定義 T (v) = Av. 然而 A 為 m×n matrix, 依矩陣乘法定義 Av 是一個 m×1

matrix (注意這裡向量都視為 column vector, 所以 v ∈ Fn 為 n×1 matrix), 故 Av ∈ Fm. 得
T 確實是一個從 Fn 到 Fm 的 function.

現要證明 T 為 linear, 亦即對任意 u,v ∈ Fn 以及 r ∈ F, 我們要證明 T (u + rv) =
T (u)+ rT (v). 不過依 T 的定義 T (u) = Au, T (v) = Av, 而 T (u+ rv) = A(u+ rv). 故依矩陣乘
法加法的分配律 (Proposition 2.1.9 和 Proposition 2.1.10) 我們得

T (u+ rv) = A(u+ rv) = Au+A(rv) = Au+ rAv = T (u)+ rT (v).

□

從 Lemma 6.1.5 我們知道可以造出許多的 linear transformations. 事實上, 我們可以利
用現有的 linear transformations 造出更多的 linear transformations. 首先若 T1,T2 皆為 V

到 W 的 linear transformation, 我們可以利用 T1,T2 造出新的 linear transformation, T1+T2.
前面已說過, 要造出新的函數需先說明定義域和對應域是甚麼. 這裡我們定義 T1 +T2 仍為

V 到 W 的函數. 對於任意 v ∈ V , 我們定義 (T1 +T2)(v) = T1(v)+T2(v). 依此定義, T1 +T2

確實將 V 的向量映射到 W 中. 這是因為依假設, 對任意 v ∈ V , 我們有 T1(v) ∈ W 以及

T2(v) ∈W , 所以自然有 (T1 +T2)(v) = T1(v)+T2(v) ∈W . 所以 T1 +T2 : V →W 確實是 well-
defined function. 接下來我們要說明若 T1 : V →W , T2 : V →W 皆為 linear transformation,
則 T1 +T2 : V →W 亦為 linear transformation. 也就是說對於任意 u,v ∈V 以及 r ∈ F, 我們
要證明 (T1 +T2)(u+ rv) = (T1 +T2)(u)+ r(T1 +T2)(v). 首先依定義我們有

(T1 +T2)(u+ rv) = T1(u+ rv)+T2(u+ rv).

接著利用 T1,T2 為 linear 我們得

T1(u+ rv)+T2(u+ rv) = T1(u)+ rT1(v)+T2(u)+ rT2(v).

另外, 依定義

(T1 +T2)(u)+ r(T1 +T2)(v) = T1(u)+T2(u)+ r(T1(v)+T2(v)),

故由向量運算性質, 得證 (T1 +T2)(u+ rv) = (T1 +T2)(u)+ r(T1 +T2)(v), 亦即 T1 +T2 為 V 到

W 的 linear transformation.

Question 6.1. 若 A1,A2 皆為 m×n matrix. 考慮 T1 : Fn → Fm, T2 : Fn → Fm, 分別定義為
T1(v) = A1v, T2(v) = A2v, ∀v ∈ Fn. 則 T1 +T2 是怎樣的函數?
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給定一個 linear transformation T : V →W , 以及 c ∈ F, 我們也可定義函數 cT : V →W ,
其定義為 (cT )(v) = c(T (v)), ∀v ∈V (也就是說它把每一個 V 的向量 v 對應到 c 倍的 T (v)).
很容易看出 rT : V →W 確實是一個 function. 事實上, 它也是 linear transformation. 這是
因為對於任意 u,v ∈V 以及 r ∈ F, 我們有

(cT )(u+ rv) = c(T (u+ rv)) = cT (u)+ rcT (v).

而 (cT )(u) + r(cT )(v) = c(T (u)) + rc(T (v)), 故知 (cT )(u+ rv) = (cT )(u) + r(cT )(v), 得證
cT : V →W 為 linear transformation.

Question 6.2. 設 A 為 m×n matrix. 考慮 T : Fn → Fm 定義為 T (v) = Av, ∀v ∈ Fn. 則對
於 c ∈ F, cT 是怎樣的函數?

設 T1, · · · ,Tk 為 V 到 W 的 linear transformations. c1, . . . ,ck ∈ F, 則由前知 c1T1, . . . ,ckTk

皆為 V 到 W 的 linear transformations. 所以 c1T2 + c2T2 為 linear transformation. 再利用
數學歸納法, 得 c1T1 + · · ·+ ckTk 為 linear transformation. 因此我們有下面之結果.

Proposition 6.1.6. 設 T1, · · · ,Tk 為 V 到 W 的 linear transformations, c1, . . . ,ck ∈ F 則
c1T1 + · · ·+ ckTk 為 V 到 W 的 linear transformation.

另一個產生 linear transformation 的方法就是利用 “合成函數”. 若 U,V,W 為 vector
spaces 且 T : U →V 和 T ′ : V →W 為函數, 由於對任意 u ∈U , 依定義 T (u) ∈V , 也就是說
T (u) 會落在 T ′ 的定義域中. 所以我們可以將 T (u) 代入 T ′ 中, 亦即得 T ′(T (u)) ∈ W . 這
樣的方法幫我們定義出一個從 U 到 W 的函數, 稱之為 T,T ′ 的 composite function (合成函
數), 我們用 T ′ ◦T 來表示. 也就是說 T ′ ◦T : U →W 的定義為 T ′ ◦T (u) = T ′(T (u)), ∀u ∈U .
我們有下面之結果.

Proposition 6.1.7. 假設 T : U → V 和 T ′ : V → W 為 linear transformation, 則 T ′ ◦T :

U →W 亦為 linear transformation.

Proof. 已知 T ′ ◦ T 為 function, 我們僅要證明 T ′ ◦ T 為 linear, 亦即對於任意 u,v ∈ U

以及 r ∈ R, 我們有 (T ′ ◦T )(u+ rv) = (T ′ ◦T )(u)+ r(T ′ ◦T )(v). 依定義 (T ′ ◦T )(u+ rv) =
T ′(T (u+ rv)). 然而因為 T , T ′ 為 linear, 故有

T ′(T (u+ rv)) = T ′(T (u)+ rT (v)) = T ′(T (u))+ rT ′(T (v)).

再由 T ′(T (u)) = (T ′ ◦T )(u)以及 T ′(T (v)) = (T ′ ◦T )(v)得證 T ′ ◦T 為 linear transformation.
□

Question 6.3. 設 A 為 m×n matrix, B 為 k×m matrix. 考慮 T : Fn → Fm, T ′ : Fm → Fk,
分別定義為 T (v) = Av, ∀v ∈ Fn 且 T ′(w) = Bw, ∀w ∈ Fm. 則 T ′ ◦T 是怎樣的函數?

當 v1, . . . ,vn 是 V 的一組 basis 時, 對任意 v ∈V , 皆存在唯一的一組 c1, . . . ,cn ∈ F, 使得
v = c1v1 + · · ·+ cnvn. 現若 T : V → W 是 linear transformation, 則由 linear transformation
定義知, 此時 T (v) = c1T (v1)+ · · ·+ cnT (vn). 也就是說, 只要我們知道 T (v1), . . . ,T (vn) 是 W

中的哪些向量, 則對於任意 v ∈V , 我們都可以知道 T (v) 為何. 因此我們有以下的定理.
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Theorem 6.1.8. 假設 V,W 為 vector spaces over F 且 v1, . . . ,vn ∈V , 為 V 的一組 basis. 令
w1, . . . ,wn ∈W , 則存在唯一的 linear transformation T : V →W , 滿足 T (v1) = w1, . . . ,T (vi) =

wi, . . . ,T (vn) = wn.

Proof. 首先證明存在性. 定義 T : V → W 為 T (c1v1 + · · ·+ cnvn) = c1w1 + · · ·+ cnwn,
∀c1, . . . ,cn ∈ F . 我們需說明這是 well-defined function. 也就是說對任意 v ∈ V , T (v) 皆
有定義且 T (v) ∈W . 然而因 v1, . . . ,vn, 為 V 的一組 basis, 故存在唯一的一組 c1, . . . ,cn ∈ F,
使得 v = c1v1 + · · ·+ cnvn. 故此時得 T (v) = T (c1v1 + · · ·+ cnvn) = c1w1 + · · ·+ cnwn ∈ W .
接著我們要說明 T 為 linear transformation, 也就是說對任意 u,v ∈ V 以及 r ∈ F, 我
們要證明 T (u + rv) = T (u) + rT (v). 由於 v1, . . . ,vn 為 V 的一組 basis, 存在 c1, . . . ,cn

以及 d1, . . . ,dn ∈ F 使得 u = c1v1 + · · ·+ cnvn 且 v = d1v1 + · · ·+ dnvn. 故此時 u + rv =

(c1 + rd1)v1 + · · ·+(cn + rdn)vn. 依 T 的定義得

T (u+ rv) = (c1 + rd1)T (v1)+ · · ·+(cn + rdn)T (vn) = (c1 + rd1)w1 + · · ·+(cn + rdn)wn.

另一方面

T (u)+ rT (v) = T (c1v1 + · · ·+ cnvn)+ rT (d1v1 + · · ·+dnvn) =

(c1w1 + · · ·+ cnwn)+ r(d1w1 + · · ·+dnwn) = (c1 + rd1)w1 + · · ·+(cn + rdn)wn.

得證 T (u+ rv) = T (u)+ rT (v).

接著證明唯一性,我們用反證法. 也就是說若 T ′ : V →W 是另一個 linear transformation
滿足 T ′(v1) = w1, . . . ,T ′(vn) = wn, 且 T ′ ̸= T , 則會造成矛盾. 依定義, T ′ ̸= T 表示存在 v ∈V

使得 T ′(v) ≠ T (v). 此時因存在 c1, . . . ,cn, 使得 v = c1v1 + · · ·+ cnvn, 故依 T,T ′ 皆為 linear
的假設, 我們有

T ′(v) = T ′(c1v1 + · · ·+ cnvn) = c1T ′(v1)+ · · ·+ cnT ′(vn) = c1w1 + · · ·+ cnwn = T (v).

此與 T ′(v) ̸= T (v) 相矛盾, 證得唯一性. □

要注意 Theorem 6.1.8 中的 w1, . . . ,wn ∈ W 是可以任意選取的, 不需要是一組 basis 或
是 linear independent. 這個定理, 再次讓我們確定 basis 的重要性. 它告訴我們給定 V 的

一組 basis 後, 我們可以將這組 basis 裡的向量對應到 W 中任意的向量, 就會得到一個 V

到 W 的 linear transformation. 更重要的是, 一般來講兩個函數要說明它們是相等的, 我們
必須檢查定義域裡的每個元素是否被這兩個函數對應到對應域裡相同的元素. 這個過程是
很複雜的, 因為一般來說定義域裡的元素有無窮多個, 我們無法一個一個檢查. 但是 linear
transformation就有這個好處, Theorem 6.1.8告訴我們僅要檢查兩個 linear transformations
在一組 basis 裡中的那些有限多個向量是一致的, 那麼這兩個 linear transformation 事實上
就會是相同的函數.

6.2. Range and Null Space

Linear transformation 由於有保持 linear combination 的特點, 所以它會保持定義域與
對應域中的 subspaces. 在這一節中我們便是要探討一個 linear transformation 所得到
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的兩個重要的 subspaces, “null space” 和 “range”, 並利用這兩個 subspace 來探討 linear
transformation 本身的特點.

首先對於一般的函數 T : V → W , 任取定義域 V 中的子集合 S, 我們很自然的會考
慮 T (S) = {T (v) ∈ W | v ∈ S} 這一個集合, 它就是將所有 S 中的元素利用 T 映射到 W

後的元素收集起來所得的集合. 同樣的, 對於對應域 W 中的子集合 S′, 我們也會考慮
T−1(S′) = {v ∈V | T (v) ∈ S′} 這樣的集合, 它就是收集所有在定義域中會映射到 S′ 的元素所

成的集合. 很容易知道 T (S) 會是對應域 W 中的子集合, 而 T−1(S′) 會是定義域 V 中的子集

合. 注意當 w ∈ T (S) 時, 依定義這表示 w 是 S 中某個元素經 T 映射所得, 亦即存在 v ∈V

使得 w = T (v). 所以 T (S) 也可表示成 T (S) = {w ∈W | w = T (v), for some v ∈ S}, 有時為了
強調 T (S) 為 W 的子集合, 我們也會用這種表示法.

由於 linear transformation 的特色, 當 T : V →W 為 linear transformation 時, 我們專注
於考慮 V ′ 為 V 的 subspace 時的情況. 也就是說我們要了解

T (V ′) = {T (v) ∈W | v ∈V ′}= {w ∈W | w = T (v), for some v ∈V ′}

的特性. 同樣的若 W ′ 為 W 的 subspace, 我們也要了解

T−1(W ′) = {v ∈V | T (v) ∈W ′}

的特性. 事實上, 我們有以下之結果.

Proposition 6.2.1. 假設 V,W 皆為 vector space over F且 T : V →W 為 linear transforma-
tion. 若 V ′ 為 V 的 subspaces, 則 T (V ′) 是 W 的 subspace. 另外, 若 W ′ 為 W 的 subspaces,
則 T−1(W ′) 是 V 的 subspace.

Proof. 依定義我們知 T (V ′) 會是 W 的子集合, 而 T−1(W ′) 會是 V 的子集合. 故現僅需
證明它們為 subspaces, 即利用 Corollary 3.3.3 我們要證明, 若 w,w′ ∈ T (V ′) 且 r ∈ F, 則
w+ rw′ ∈ T (V ′) 以及若 v,v′ ∈ T−1(W ′) 且 r ∈ F, 則 v+ rv′ ∈ T−1(W ′).

首先再強調一次, 當我們說 W 中的一個向量 w 在 T (V ′) 時, 表示存在 v ∈ V ′ 使得

w = T (v). 因此若 w,w′ ∈ T (V ′), 則存在 v,v′ ∈V ′ 使得 T (v) = w,T (v′) = w′. 此時對於 r ∈ F,
我們有 w+ rw′ = T (v)+ rT (v′). 再利用 T 為 linear, 得 w+ rw′ = T (v+ rv′). 然而依假設 V ′

為 V 的 subspace, 故由 v,v′ ∈V ′ 知 v+ rv′ ∈V ′, 得證 w+ rw′ = T (v+ rv′) ∈ T (V ′).

另一方面, 若 v,v′ ∈ T−1(W ′), 表示 T (v),T (v′) ∈ W ′. 此時對於 r ∈ F, 由於 T 為 linear,
我們有 T (v+ rv′) = T (v)+ rT (v′). 然而依假設 W ′ 為 W 的 subspace, 故由 T (v),T (v′) ∈W ′

知 T (v)+ rT (v′) ∈W ′. 因此由 T (v+ rv′) = T (v)+ rT (v′) ∈W ′, 得證 v+ rv′ ∈ T−1(W ′). □

特別的, 在 V ′ =V 和 W ′ = {0} 這兩個特殊情況時, 即

T (V ) = {w ∈W | w = T (v) for some v ∈V} and T−1({0}) = {v ∈V | T (v) = 0}

這兩個 subspaces, 對我們了解 T 這個 linear transformation 非常有幫助. 我們先給這兩個
subspace 特殊的名稱.

Definition 6.2.2. 假設V,W 皆為 vector space over F且 T :V →W 為 linear transformation.
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(1) 我們稱 W 的 subspace T (V ) 為 T 的 range (也稱為 image). 通常我們用 R(T ) (或
im(T )) 來表示 T 的 range.

(2) 我們稱 V 的 subspace T−1({0}) 為 T 的 null space (也稱為 kernel), 通常我們用
N(T ) (或 ker(T )) 來表示 T 的 null space.

首先我們來看 linear transformation的 range. 假設 T : V →W 為 linear transformation.
由 Proposition 6.2.1 我們知 T 的 range R(T ) 是 W 的 subspace, 故知 dim(R(T ))≤ dim(W ).
若 dim(R(T )) = dim(W ), 則依 Proposition 3.6.10 知此時 R(T ) = W . 也就是說對於任意的
w ∈W , 由於 w ∈ R(T ) 依定義存在 v ∈V 使得 w = T (v). 也就是說此時 T 為 onto. 另一方
面, 若 T 為 onto, 則依定義對於任意 w ∈W , 存在 v ∈ V 使得 T (v) = w 故得 w ∈ R(T ), 得
證 W ⊆ R(T ). 再利用已知 R(T )⊆W , 得證 R(T ) =W . 我們有以下的性質.

Proposition 6.2.3. 假設 T : V → W 為 linear transformation. 則 T 為 onto 若且唯若
dim(R(T )) = dim(W ).

一般來說, 我們要判斷一個函數是否為 onto 便是要確認其 range 是否就是 codomain
(對應域). 對於一般的函數要確認是否為 onto 有時並不容易. 不過 Proposition 6.2.3 告訴
我們對於 linear transformation, 可以直接由它的 range 的 dimension 來判斷是否為 onto.
至於如何知道一個 linear transformation 的 range 呢? 我們有以下的性質.

Proposition 6.2.4. 假設 V,W 皆為 vector space over F 且 T : V →W 為 linear transfor-
mation 且 v1, . . . ,vn ∈V 為 V 的一組 spanning vectors. 則

R(T ) = Span(T (v1), . . . ,T (vn)).

Proof. 設 w ∈ R(T ), 表示存在 v ∈V 使得 w = T (v). 又因 v1, . . . ,vn 是 V 的一組 spanning
vectors, 故存在 c1, · · · ,cn ∈ F, 使得 v = c1v1 + · · ·+ cnvn. 因此利用 T 為 linear 得

w = T (v) = T (c1v1 + · · ·+ cnvn) = c1T (v1)+ · · ·+ cnT (vn) ∈ Span(T (v1), . . . ,T (vn)),

得證 R(T )⊆ Span(T (v1), . . . ,T (vn)).

另一方面, 設 w ∈ Span(T (v1), . . . ,T (vn)), 表示存在 c1, · · · ,cn ∈ F, 使得 w = c1T (v1)+

· · ·+ cnT (vn). 因此利用 T 為 linear 得

w = c1T (v1)+ · · ·+ cnT (vn) = T (c1v1 + · · ·+ cnvn) ∈ R(T ),

得證 Span(T (v1), . . . ,T (vn))⊆ R(T ). 因此證明了 R(T ) = Span(T (v1), . . . ,T (vn)). □

Example 6.2.5. (1) 考慮 T : R3 → R2 定義為 T (

 x1
x2
x3

) = [ x1 + x2
x1 − x3

]
. 在 Example 6.1.4

中我們已知 T 是一個 linear transformation. 考慮定義域 R3 的 standard basis {e1,e2,e3},

我們得 T (

1
0
0

) = [1
1

]
, T (

0
1
0

) = [1
0

]
, T (

0
0
1

) = [ 0
−1

]
. 由於

[
1
1

]
,

[
1
0

]
,

[
0
−1

]
為 R2 的一組
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spanning vectors, 由 Proposition 6.2.4 我們有 R(T ) = Span(
[

1
1

]
,

[
1
0

]
,

[
0
−1

]
) = R2. 故得 T

為 onto.

(2) 考慮 T : R2 → R3 定義為 T (
[

x1
x2

]
) =

 x1
x1 + x2
x1 − x2

. 很容易驗證 T 是一個 linear

transformation. 考慮定義域 R2 的 standard basis {e1,e2}, 我們得 T (
[

1
0

]
) =

1
1
1

, T (
[

0
1

]
) = 0

1
−1

. 由 Proposition 6.2.4 我們有 R(T ) = Span(

1
1
1

,
 0

1
−1

). 由於
1

1
1

,
 0

1
−1

 為 linearly

independent, 故得 dim(R(T )) = 2. 由 Proposition 6.2.3 知 T 不是 onto.

Question 6.4. 假設 T : V →W 為 linear transformation. 若 dim(W )> dim(V ), 則 T 有可

能是 onto 嗎?

Question 6.5. 假設 F 是 field 且 A ∈ Mm×n(F), 考慮 linear transformation TA : Fn → Fm 定

義為 TA(v) = Av, ∀v ∈ Fn. 考慮 Fn 的 standard basis {e1, . . . ,en}. 試說明 R(TA) (即 TA 的

rang) 和 Col(A) (即 A 的 column space) 之間的關係.

要注意是有可能一個 linear transformation T 的 range 為 {0}. 此表示 T 將所有定義域

的向量皆映射到 0, 亦即 T (v) = 0, ∀v ∈V . 這樣的 linear transformation, 我們依慣例, 仍稱
之為 zero mapping.

Question 6.6. 假設 T : V →W 為 linear transformation且 v1, . . . ,vn ∈V 為 V 的一組 basis.
試證明 T 為 zero mapping 若且唯若 T (v1) = · · ·= T (vn) = 0.

接下來我們看 null space 與 linear transformation 的關係. 假設 T : V → W 為 linear
transformation. 若 T 為 one-to-one, 由於已知 T (0) = 0, 故知不可能有非零的向量 v 使得
T (v) = 0. 因此可得 N(T ) = {0}. 其實反過來 N(T ) = {0}, 也會使得 T 為 one-to-one, 我們
有以下的結果.

Proposition 6.2.6. 假設 T : V →W 為 linear transformation. 則 T 為 one-to-one 若且唯
若 dim(N(T )) = 0, 亦即 N(T ) = {0}.

Proof. 我們已知當 T 為 one-to-one 時, 不會有非零向量映射到 0, 故知 N(T ) = {0}, 得
dim(N(T )) = 0. 反之, 當 dim(N(T )) = 0, 即 N(T ) = {0}, 此時若 T 不是 one-to-one, 表示存
在 v,v′ ∈ V 滿足 v ̸= v′ 但 T (v) = T (v′). 由於 T 為 linear, 得 T (v−v′) = T (v)−T (v′) = 0,
亦即 v−v′ ∈ T−1({0}) = N(T ) = {0}. 得到 v = v′ 之矛盾, 故證得 T 為 one-to-one. □

Example 6.2.7. 我們探討 Example 6.2.5 中的 linear transformation 是否為 one-to-one.
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(1) 考慮 T : R3 → R2 定義為 T (

 x1
x2
x3

) = [ x1 + x2
x1 − x3

]
. 若 v =

a
b
c

 ∈ N(T ), 表示 T (v) =

T (

a
b
c

)= [a+b
a− c

]
=

[
0
0

]
,故得 a+b= 0以及 a−c= 0,因此可得

 1
−1
1

∈N(T ),知 N(T ) ̸= {0}

(事實上 N(T ) = Span(

 1
−1
1

)). 所以知 T 不是 one-to-one.

(2) 考慮 T : R2 → R3 定義為 T (
[

x1
x2

]
) =

 x1
x1 + x2
x1 − x2

. 若 v =

[
a
b

]
∈ N(T ), 表示 T (v) =

T (
[

a
b

]
) =

 a
a+b
a−b

 =

0
0
0

. 故得 a = 0, a+ b = 0 以及 a− b = 0, 即 a = b = 0. 因此可得

N(T ) = {0}, 所以由 Proposition 6.2.6 知 T 是 one-to-one.

要注意 Proposition 6.2.6 需 T 為 linear transformation 才適用. 例如 f (x) = x2 的情

形, 雖然 f−1(0) = {0} (因為只有當 x = 0 才會使得 x2 = 0) 但 f (x) 不是一對一 (例如
f (1) = f (−1) = 1). 事實上我們知道 f (x) 不是 linear. 所以當 f 不是 linear transformation
時, 不能由 f−1({0}) 來判斷是否為 one-to-one.

Question 6.7. Proposition 6.2.6 中是哪一個部分需用到 T 為 linear 的假設? 是由 T 為

one-to-one 推得 N(T ) = {0} 還是由 N(T ) = {0} 推得 T 為 one-to-one?

Question 6.8. 假設 T : V →W 為 linear transformation. 在 Question 6.6 中我們知道 T

為 zero mapping 和 T 的 range 的等價關係. 你知道 T 為 zero mapping 和 T 的 null space
的等價關係嗎?

Question 6.9. 假設 F 是 field 且 A ∈ Mm×n(F), 考慮 linear transformation TA : Fn → Fm 定

義為 TA(v) = Av, ∀v ∈ Fn. 試說明 N(TA) (即 TA 的 null space) 和 N(A) (即 A 的 null space)
之間的關係.

對於一般的函數, 要判斷其是否為 onto 或是 one-to-one 並不容易, 但當 T 為 linear
transformation 時, Proposition 6.2.3 和 Proposition 6.2.6 提供我們一個簡便的方法判斷 T

是否為 onto 或是 one-to-one. 也就是僅要確認 R(T ) 和 N(T ) 的維度即可. 既然 R(T ) 和

N(T ) 的維度這麼重要, 我們有以下的定義.

Definition 6.2.8. 假設V,W 皆為 vector space over F且 T :V →W 為 linear transformation.

(1) 我們稱 T 的 range R(T ) 的維度為 T 的 rank, 記做 rank(T ).

(2) 我們稱 T 的 null space N(T ) 的維度為 T 的 nullity, 記做 nullity(T ).

Question 6.10. 假設 F 是 field 且 A ∈ Mm×n(F), 考慮 linear transformation TA : Fn → Fm

定義為 TA(v) = Av, ∀v ∈ Fn. 試說明 rank(TA) 和 rank(A) 以及 nullity(TA) 和 nullity(A) 之間

的關係.
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在 Question 6.10中我們看到 matrix的 rank和 nullity和 linear transformation的 rank
和 nullity 關係密切. 對於 matrix 的 rank 和 nullity 我們有所謂的 Dimension Theorem (參
見 Theorem 3.7.14), 對於 linear transformation 我們也有以下的定理.

Theorem 6.2.9 (Dimension Theorem). 假設 V,W 皆為 vector space over F, 其中 V 為

finite dimensional. 若 T : V →W 為 linear transformation 則

rank(T )+nullity(T ) = dim(V ).

Proof. 假設 u1, . . . ,un ∈N(T ), 為 T 的 null space的一組 basis. 因為 u1, . . . ,un 在 V 中且為

linearly independent,故由 Proposition 3.6.5知存在 v1, . . . ,vm ∈V 使得 {u1, . . . ,un,v1, . . . ,vm}
為 V 的一組 basis. 注意此時 nullity(T ) = dim(N(T )) = n 且 dim(V ) = m+ n. 我們要證明
{T (v1), . . . ,T (vm)} 會是 R(T ) 的一組 basis.

首先證明 Span(T (v1), . . . ,T (vm)) = R(T ). 由 Proposition 6.2.4, 我們知

R(T ) = Span(T (u1), . . . ,T (un),T (v1), . . . ,T (vm)).

然而 u1, . . . ,un ∈ N(T ), 亦即 T (u1), . . . ,T (un) 皆為 W 中的零向量, 故得

R(T ) = Span(T (v1), . . . ,T (vm)).

接下來我們證明 {T (v1), . . . ,T (vm)} 為 linearly independent. 假設 {T (v1), . . . ,T (vm)} 不
是 linearly independent, 亦即存在 c1, . . . ,cm ∈ F 不全為 0 使得 c1T (v1)+ · · ·+ cmT (vm) = 0.
此時由 T 為 linear transformation 知 T (c1v1 + ·+cmvm) = 0, 因此得 c1v1 + ·+cmvm ∈ N(T ).
然而 {u1, . . . ,un}為 N(T )的 basis,故存在 d1, . . . ,dn ∈F使得 c1v1+ ·+cmvm = d1u1+ ·+dnun,
故得

d1u1 + · · ·+dnun − c1v1 −·· ·− cmvm = 0.

然而 {u1, . . . ,un,v1, . . . ,vm} 為 linearly independent, 故得 d1 = · · · = dm = c1 = · · · = cm = 0.
此與 c1, . . . ,cm 不全為 0 相矛盾, 故得證 {T (v1), . . . ,T (vm)} 為 linearly independent.

既然 {T (v1), . . . ,T (vm)} 是 R(T ) 的一組 basis, 我們有 rank(T ) = dim(R(T )) = m, 故得證
rank(T )+nullity(T ) = dim(V ). □

前面提過對於一般的函數, 要探討是否為 onto 或是 one-to-one 並不容易. 而對於 linear
transformation, 我們可以藉由求其 range 及 null space 這兩個 subspaces 來了解這些問題.
而 Dimension Theorem 告訴我們, 只要了解 range 及 null space 這兩個 subspaces 中其中
一個, 就可以了解另一個了.

Question 6.11. 假設 V,W 皆為 vector space over F 且 dim(V ) = dim(W ). 若 T : V →W 為

linear transformation, 證明 T 是 one-to-one 若且唯若 T 為 onto.

6.3. Matrix Representation

給定一個 matrix A ∈ Mm×n(F), 前面我們已知可以定義出一個 linear transformation T :

Fn → Fm, 其定義為 T (v) = Av, ∀v ∈ Fn. 在這一節中, 我們要說明所有的 Fn 到 Fm 的 linear
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transformations 都可以寫成這樣的形式, 並將此概念推廣到一般 linear spaces 之間的 linear
transformation. 也就是說, 我們將 linear transformation 和 matrix 相連結並推得一些重要
的性質.

6.3.1. Fn 到 Fm 的 linear transformations. 前面 Theorem 6.1.8 告訴我們給定一個
linear transformation, 只要知道此 linear transformation 將一組 Fn 的 basis 對應到哪些向
量, 就可以唯一確定這一個 linear transformation. 在 Fn 中, 我們有一個最簡單的 basis, 即
standard basis {e1, . . . ,en}. 若 T : Fn → Fm 是一個 linear transformation, 由前面所述, 我們
僅要知道 T (e1), . . . ,T (en) 是哪些 Fm 的 vectors, 就可以知道任意 v ∈ Fn, T (v) 為何了.

事實上對於每一個 v ∈ Fn, 都可以找到 c1, . . . ,cn ∈ F 使得 v = c1e1 + · · ·+ cnen, 也就是

說此時 v 的坐標表示法為 v =


c1
c2
...

cn

. 因此由 T 為 linear, 得 T (v) = T (c1e1 + · · ·+ cnen) =

c1T (e1)+ · · ·+ cnT (en). 現若考慮 m×n matrix A, 其中 A 的 i-th column 為 T (ei), 則

Av =


∣∣ ∣∣ ∣∣

T (e1) T (e2) · · · T (en)∣∣ ∣∣ ∣∣



c1
c2
...

cn

= c1T (e1)+ · · ·+ cnT (en) = T (v).

也就是說對任意 v ∈ Fn, 皆有 T (v) = Av. 因此 T 就等同於將 v 左邊乘上 A 這一個矩陣這樣

的 linear transformation. 我們有以下這一個重要的定理.

Theorem 6.3.1. 給定一個 Fn 到 Fm 的 function T . 則 T 為 linear transformation 若且唯
若存在一個 m×n matrix A 使得 T (v) = Av, ∀v ∈ Fn. 此 m×n matrix A 是唯一的, 事實上
對任意 i = 1, . . . ,n, A 的 i-th column 為 T (ei), 其中 {e1, . . . ,en} 為 Fn 的 standard basis.

Proof. 由 Lemma 6.1.5 我們知道, 若 T (v) = Av, ∀v ∈ Fn, 則 T 為 linear transformation.
反之, 若 T : Fn → Fm 為 linear transformation, 如前面所討論的, 我們可以考慮 A 為 i-th
column 為 T (ei) 的 m×n matrix, 則由矩陣乘法性質知 T (v) = Av, ∀v ∈ Fn.

現若 B 為 m×n matrix 亦滿足 T (v) = Bv, 依矩陣乘法定義知對任意 i = 1, . . . ,n, Bei 為

B 的 i-th column. 但由假設 Bei = T (ei), 亦即 B 的 i-th column 為 T (ei). 因此 B 的所有

column 皆與前述 A 的 column 相一致, 證得唯一性. □

簡單來說 Theorem 6.3.1 告訴我們從 Fn 到 Fm 的 linear transformations 和 m × n

matrices 之間有一個一對一的對應關係 (注意矩陣階數與定義域, 對應域之間的關係). 由於
一個 linear transformation 和其對應的 m×n matrix 關係特別密切, 我們有以下的定義.

Definition 6.3.2. 假設 T : Fn → Fm 為 linear transformation 且 {e1, . . . ,en} 為 Fn 的 stan-
dard basis. 則對於 i = 1, . . . ,n, 其 i-th column 為 T (ei) 的 m×n matrix 稱為 T 的 standard
matrix representation.
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由於 T 的 standard matrix representation 是唯一的且和 T 有關, 以後我們都用 [T ] 來

表示 T 的 standard matrix representation. 也就是說對任意 v ∈ Fn, 我們有 T (v) = [T ]v.

Example 6.3.3. 我們探討 Example 6.2.5 中的 linear transformation 其 standard matrix
representation.

(1) 考慮 T : R3 → R2 定義為 T (

 x1
x2
x3

) = [ x1 + x2
x1 − x3

]
. 由於

T (e1) = T (

1
0
0

) = [1
1

]
,T (e2) = T (

0
1
0

) = [1
0

]
,T (e3) = T (

0
0
1

) = [ 0
−1

]
,

故得

[T ] =


∣∣ ∣∣ ∣∣

T (e1) T (e2) T (e3)∣∣ ∣∣ ∣∣
=

[
1 1 0
1 0 −1

]
.

事實上我們有

[T ]

x1
x2
x3

=

[
1 1 0
1 0 −1

]x1
x2
x3

=

[
x1 + x2
x1 − x3

]
= T (

 x1
x2
x3

).
(2) 考慮 T : R2 → R3 定義為 T (

[
x1
x2

]
) =

 x1
x1 + x2
x1 − x2

. 由於

T (e1) = T (
[

1
0

]
) =

1
1
1

,T (e2) = T (
[

0
1

]
) =

 0
1
−1

,
故得

[T ] =


∣∣ ∣∣

T (e1) T (e2)∣∣ ∣∣
=

 1 0
1 1
1 −1

 .
事實上我們有

[T ]
[

x1
x2

]
=

 1 0
1 1
1 −1

[x1
x2

]
=

 x1
x1 + x2
x1 − x2

= T (
[

x1
x2

]
).

有了 standard matrix representation, 我們就可以利用以下的定理幫助我們找出它的的
range 和 null space.

Proposition 6.3.4. 假設 T : Fn → Fm 為 linear transformation 且令 [T ] ∈ Mm×n(F) 為其
standard matrix representation. 則 T 的 range 等於 [T ] 的 column space, 而 T 的 null space
等於 [T ] 的 null space.

Proof. 由於 e1, . . . ,en 為 Fn 的一組 basis, 由 Proposition 6.2.4 我們知 T 的 range, 即
R(T ) = Span(T (e1), . . . ,T (en)). 然而 T (e1), . . . ,T (en) 剛好就是 [T ] 的 n 個 column, 故由定
義 Span(T (e1), . . . ,T (en)) 就是 [T ] 的 column space. 得證 T 的 range 就是 [T ] 的 column
space.
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另一方面, 若 v ∈ N(T ), 表示 T (v) = 0. 然而依 standard matrix representation 之定義
T (v) = [T ]v, 故得 [T ]v = 0, 亦即 v 屬於 [T ] 的 null space. 得證 N(T ) 包含於 [T ] 的 null
space. 反之, 若 v 屬於 [T ] 的 null space, 表示 [T ]v = 0, 亦即 T (v) = 0, 得證 v ∈ N(T ). 證明
了 [T ] 的 null space 包含於 N(T ), 因此 T 的 null space 等於 [T ] 的 null space. □

回顧一個矩陣 A 的 column space 的維度, 我們稱為 A 的 rank, 用 rank(A) 來表示. 而
A 的 null space 的維度稱為 A 的 nullity, 用 nullity(A) 來表示 (參見 Definition 3.7.13). 由
Proposition 6.3.4, 我們知道 T 的 range 的維度等於 rank([T ]), 而 T 的 null space 的維度等
於 nullity([T ]), 也就是說我們有以下的結果.

Corollary 6.3.5. 假設 T : Fn → Fm 為 linear transformation 且令 [T ] ∈ Mm×n(F) 為其
standard matrix representation. 則

rank(T ) = dim(R(T )) = rank([T ]) and nullity(T ) = dim(N(T )) = nullity([T ]).

因為這個原因一般我們也稱 T 的 range 的維度為 T 的 rank, 而 T 的 null space 的維度
稱為 T 的 nullity. 這更進一步的強調了 linear transformation 以及 matrix 之間的關係. 例
如我們也很容易利用 linear transformation 的 Dimension Theorem (Theorem 6.2.9) 推得矩
陣的 Dimension Theorem (Theorem 3.7.14).

Example 6.3.6. 我們利用 Example 6.3.3中的 linear transformation及其 standard matrix
representation 探討其 range 和 null space.

(1) 考慮 T : R3 → R2 定義為 T (

 x1
x2
x3

) = [ x1 + x2
x1 − x3

]
, 以及其 standard matrix repre-

sentation [T ] =
[

1 1 0
1 0 −1

]
. 由於 [T ] 的 column space 為 Span(

[
1
1

]
,

[
1
0

]
,

[
0
−1

]
) = R2. 因

此由 Proposition 6.3.4 我們有 R(T ) = R2 (此與 Example 6.2.5(1) 一致). 另一方面, [T ] 的
null space 為聯立方程組 [T ]x = 0, 即{

x1 +x2 = 0
x1 −x3 = 0

∼
{

x1 +x2 = 0
−x2 −x3 = 0

的解集合. 因此由 Proposition 6.3.4 我們有 N(T ) = Span(

 1
−1
1

) (此與 Example 6.2.7(1) 一

致).

(2)考慮 T : R2 →R3 定義為 T (
[

x1
x2

]
) =

 x1
x1 + x2
x1 − x2

,以及其 standard matrix represen-

tation [T ] =

 1 0
1 1
1 −1

 .由於 [T ]的 column space為 Span(

1
1
1

,
 0

1
−1

). 因此由 Proposition

6.3.4 我們有 R(T ) = Span(

1
1
1

,
 0

1
−1

) (此與 Example 6.2.5(2) 一致). 另一方面, [T ] 的 null
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space 為聯立方程組 [T ]x = 0, 即
x1 = 0
x1 +x2 = 0
x1 −x2 = 0

∼
{

x1 = 0
x2 = 0

的解集合. 因此由 Proposition 6.3.4 我們有 N(T ) = {
[

0
0

]
}= {0} (此與 Example 6.2.7(2) 一

致).

當 T1,T2 皆為 Fn 到 Fm 的 linear transformation 時, 對任意 c1,c2 ∈ F, 我們可以利用它
們得到一個新的 Fn 到 Fm 的 linear transformation c1T1 + c2T2 (參見 Proposition 6.1.6). 我
們自然會想知道 c1T1 +c2T2 的 standard matrix representation 和 T1,T2 的 standard matrix
representation 是否有關. 另外, 若 T 為 Fm 到 Fk 的 linear transformation, 我們可得合成函
數 T ◦T1 為 Fn 到 Fk 的 linear transformation (參見 Proposition 6.1.7). 同樣的, 我們要探
討 T ◦T1 的 standard matrix representation 和 T1,T 的 standard matrix representation 是
否有關.

Lemma 6.3.7. 設 T1,T2 為 Fn 到 Fm 的 linear transformations, 而 T 為 Fm 到 Fk 的 linear
transformation. 令 [T1], [T2] 以及 [T ] 分別為 T1,T2 和 T 的 standard matrix representation.

(1) 對任意 c1,c2 ∈ F, 皆有 c1T1 + c2T2 : Fn → Fm 的 standard matrix representation 為
c1[T1]+ c2[T2], 亦即

[c1T1 + c2T2] = c1[T1]+ c2[T2].

(2) T ◦T1 : Fn → Fk 的 standard matrix representation 為 [T ][T1], 亦即

[T ◦T1] = [T ][T1].

Proof. (1)依定義對任意 v ∈ Fn, 我們有 (c1T1+c2T2)(v) = c1T1(v)+c2T2(v). 又依 standard
matrix representation 的定義 T1(v) = [T1]v,T2(v) = [T2]v, 故依矩陣乘法的分配律得

(c1T1 + c2T2)(v) = c1[T1]v+ c2[T2]v = (c1[T1]+ c2[T2])v.

換言之, c1[T1]+c2[T2] 是一個 m×n matrix 且滿足 c1T1 +c2T2 : Fn → Fm 的 standard matrix
representation 之要求, 故由 standard matrix representation 的唯一性 (Theorem 6.3.1) 知
[c1T1 + c2T2] = c1[T1]+ c2[T2].

(2) 依定義對任意 v ∈ Fn, 我們有 (T ◦ T1)(v) = T (T1(v)). 又依 standard matrix rep-
resentation 的定義 T1(v) = [T1]v, 故得 (T ◦ T1)(v) = T ([T1]v). 又依定義, 對任意 w ∈ Fm

皆有 T (w) = [T ]w, 故得 (T ◦ T1)(v) = T ([T1]v) = [T ]([T1]v). 再依矩陣乘法的結合律得
[T ]([T1]v) = ([T ][T1])v. 換言之, [T ][T1]是一個 k×n matrix且滿足 T ◦T1 :Fn →Fk 的 standard
matrix representation 之要求 (T ◦T1)(v) = ([T ][T1])v, 故由 standard matrix representation
的唯一性 (Theorem 6.3.1) 知 [T ◦T1] = [T ][T1]. □

Example 6.3.8. 我們利用 Example 6.3.3中的 linear transformations及其 standard matrix
representations 探討它們的合成函數.
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考慮 T : R3 → R2 定義為 T (

 x1
x2
x3

) = [ x1 + x2
x1 − x3

]
. 我們知 T 的 standard matrix repre-

sentation 為 [T ] =
[

1 1 0
1 0 −1

]
. 另外考慮 T ′ : R2 → R3 定義為 T ′(

[
x1
x2

]
) =

 x1
x1 + x2
x1 − x2

.

我們知 T ′ 的 standard matrix representation 為 [T ′] =

 1 0
1 1
1 −1

 . 依合成函數定義
T ′ ◦T : R3 → R3 滿足

(T ′ ◦T )(

 x1
x2
x3

) = T ′(

[
x1 + x2
x1 − x3

]
) =

 x1 + x2
(x1 + x2)+(x1 − x3)
(x1 + x2)− (x1 − x3)

=

 x1 + x2
2x1 + x2 − x3

x2 + x3

 .
依此結果, 我們得 T ′ ◦T 的 standard matrix representation 為 [T ′ ◦T ] =

 1 1 0
2 1 −1
0 1 1

 . 另
一方面, 考慮矩陣乘法, 我們有 [T ′][T ] =

 1 0
1 1
1 −1

[ 1 1 0
1 0 −1

]
=

 1 1 0
2 1 −1
0 1 1

 . 的確
得到 [T ′ ◦T ] = [T ′][T ].

我們利用 matrix 來幫助我們了解 linear transformation. 反過來, 我們也可以利用
linear transformation 來幫助我們了解 matrix 的性質. 例如當 T : Fn → Fm, T ′ : Fm → Fk 為

linear transformations. 由於 T 的 range 是 Fm 的 subspace, 即 R(T ) = T (Rn)⊆Rm, 我們有
(T ′ ◦T )(Rn) = T ′(T (Rn))⊆ T ′(Rm). 也就是說 T ′ ◦T : Rn → Rk 這一個 linear transformation
的 range 是包含於 T ′ 的 range, 即 R(T ′ ◦T )⊆ R(T ′). 利用 subspace 之間 dimension 的關係
(Proposition 3.6.10(4)), 我們得 rank(T ′ ◦T )≤ rank(T ′). 因此當 A ∈ Mm×n(F), B ∈ Mk×m(F),
我們可以推得 Col(BA)⊆ Col(B) 且 rank(BA)≤ rank(B) (Proposition 3.7.16(1)).

Question 6.12. 假設 T : Fn → Fm, T ′ : Fm → Fk 為 linear transformations. 證明 N(T ) ⊆
N(T ′◦T ),並依此證明若 A∈Mm×n(F), B∈Mk×m(F),則 N(A)⊆N(BA)且 rank(BA)≤ rank(A).

6.3.2. Coordinatization. 我們將介紹一種很重要的 linear transformation, 就是將一個
vector space 裡的元素坐標化. 利用坐標化我們可以將抽象的 vector space 的問題, 化成具
體的 Fn 空間的問題處理.

假設 V 是 finite dimensional vector space, 選定 V 的一組 basis, 我們可以將此組 basis
裡的元素排序, 並固定這個順序不變, 那麼這樣的一組有順序的 basis, 我們稱之為 ordered
basis (有序基底). 這裡要特別強調, 即使 basis 裡的元素相同但排序不同, 我們也視為相異
的 ordered basis. 所以一般在談論 ordered basis 時, 我們會用 (v1, . . . ,vn) 來表示, 以強調其

順序. 舉例來說
([

1
0

]
,

[
0
1

])
和

([
0
1

]
,

[
1
0

])
就是 R2 中兩組不同的 ordered basis.

有時為了方便起見,給了一組 ordered basis後,我們會用一個符號來表示這一組 ordered
basis. 例如給定 β = (v1, . . . ,vn) 為 V 的一組 ordered basis, 我們就會 β 來表示這一組
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ordered basis (v1, . . . ,vn). 對於 Fn 的 standard basis, 我們通常用 ε 來表示 (e1, . . . ,en) 這一

組 ordered basis.

有了 vector space V 的一組 ordered basis β = (v1, . . . ,vn) 後, 我們就可以將 V 中的元素

“坐標化” (coordinatization). 意思就是對任意 v ∈V , 我們利用 β 這一組 ordered basis 將 v

寫成 v = c1v1 + · · ·+ cnvn 後,

c1
...

cn

 就是利用 β 將 v 坐標化後所得的坐標表示法. 為了方便,

我們就用 [v]β 來表示利用 β 將 v 坐標化後所得的坐標. 坐標化的好處是, 我們可以將 [v]β
看成是 Fn 中的一個向量. 這樣我們就可以將較抽象的 vector space 中的元素, 看成是 Fn 中

的向量來處理.

Example 6.3.9. 我們看看前面提過的幾個 vector space 坐標化的情形.

(A) 考慮 M2×2(F) 及其 ordered basis

ε =

([
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

])
(通常我們稱這一組 basis 為 M2×2(F) 的 standard basis). 對於任意 M2×2(F) 中的元素[

a b
c d

]
, 由於[

a b
c d

]
= a

[
1 0
0 0

]
+b
[

0 1
0 0

]
+ c
[

0 0
1 0

]
+d
[

0 0
0 1

]
,

我們得

[
a b
c d

]
利用 ε 所得的坐標表示法為

[[
a b
c d

]]
ε
=


a
b
c
d

.
例如在 M2×2(R), 我們有 [[

1 −2
−3 4

]]
ε
=


1
−2
−3
4

.
(B) 在 P2(F) 中通常我們會稱 1,x,x2 這組 basis 為 standard basis. 考慮 ε = (1,x,x2) 這

組 ordered basis. 很容易看出在 P2(R) 中, 2x2 −3x+4 用 ε 所得的坐標為

 4
−3
2

, 所以我們

有

[2x2 −3x+4]ε =

 4
−3
2

.
我們也可考慮 ordered basis β = (p1(x), p2(x), p3(x)) 其中

p1(x) =−(x−1)(x+1), p2(x) = (1/2)x(x+1) and p3(x) = (1/2)x(x−1)
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(參見 Example 3.6.11). 由於

p1(0) = 1, p1(1) = p1(−1) = 0; p2(1) = 1, p2(0) = p2(−1) = 0; p3(−1) = 1, p3(0) = p3(1) = 0,

若 2x2−3x+4 = c1 p1(x)+c2 p2(x)+c3 p3(x),則分別代 x = 0,1,−1,可得 c1 = 4,c2 = 3,c3 = 9.
故

[2x2 −3x+4]β =

4
3
9

.
(C) 我們也可將 Fn 中的向量用不同的 ordered basis 坐標化. 例如在 R3 中考慮 ordered

basis β = (

1
1
1

,
0

1
1

,
1

0
1

). 若要求向量
1

2
3

 以 β 為 ordered basis 的坐標表示, 我們要求

出 c1,c2,c3 ∈ R 滿足1
2
3

= c1

1
1
1

+ c2

0
1
1

+ c3

1
0
1

=

 1 0 1
1 1 0
1 1 1

c1
c2
c3

.
解聯立方程組得, c1 = 0,c2 = 2,c3 = 1, 故得1

2
3


β

=

0
2
1

.
要注意這裡我們有

1
2
3


ε

=

1
2
3

, 其中 ε 為 R3 的 standard ordered basis (e1,e2,e3). 這是因

為我們原來就是用 standard ordered basis ε 來將所有 R3 的向量的坐標化.

給定 V 的一組 ordered basis β = (v1, . . . ,vn), 將 V 中的元素利用 β 坐標化, 其實就定出
了一個從 V 到 Fn 的函數 Tβ : V → Fn, 其中對任意 v ∈V , 我們有 Tβ (v) = [v]β . 為什麼這是
一個函數呢? 因為 v1, . . . ,vn 為 V 的一組 basis, 所以由 {v1, . . . ,vn} 是 V 的 spanning set, 可
得任意的 v ∈V 確實都存在 c1, . . . ,cn ∈ F使得 v = c1v1+ · · ·+cnvn. 所以 Tβ 確實可以將每個

定義域中的元素 v 對應到對應域 Fn 中的向量

c1
...

cn

. 而且這個對應關係是 well-defined, 也

就是說不會有將同一個 v 對應到 Fn 中兩個不同向量的情況. 這是因為 v1, . . . ,vn 為 linearly
independent, 所以每個 v ∈V , 僅有一組 c1, . . . ,cn ∈ F 會使得 v = c1v1 + · · ·+ cnvn.

既然 Tβ : V → Fn 是一個 well-defined 的函數, 那它會是 linear transformation 嗎? 答案
是肯定的. 考慮 v,w ∈V 且假設 v = c1v1 + · · ·+cnvn, w = d1v1 + · · ·+dnvn, 其中 c1, . . . ,cn 與

d1, . . . ,dn 皆屬於 F. 依定義我們有

Tβ (v) = [v]β =

c1
...

cn

 and Tβ (w) = [w]β =

d1
...

dn

.
對於任意 r ∈ F, 由於

v+ rw = (c1v1 + · · ·+ cnvn)+ r(d1v1 + · · ·+dnvn) = (c1 + rd1)v1 + · · ·+(cn + rdn)vn,
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我們有

Tβ (v+ rw) = [v+ rw]β =

c1 + rd1
...

cn + rdn

=

c1
...

cn

+ r

d1
...

dn

= Tβ (v)+ rTβ (w).

得證 Tβ : V → Fn 為 linear transformation.

Tβ : V → Rn 不只是 linear transformation, 事實上 Tβ : V → Rn 是 one-to-one 且 onto.
要檢查 Tβ 為 one-to-one, 我們僅要檢查 N(Tβ ) = {0} 即可 (參見 Proposition 6.2.6). 然而
若 v ∈ N(Tβ ), 表示 v 用 β 的坐標表示法是 Fn 中的零向量, 亦即 v = c1v1 + · · ·+ cnvn, 其中
c1 = · · ·= cn = 0. 很自然的,這表示 v = 0,故知 N(Tβ ) = {0}. 要檢查 Tβ 為 onto,我們可以利
用 Tβ (vi) = ei, ∀ i = 1, . . . ,n, 故得證 R(Tβ ) = Span(Tβ (v1), . . . ,Tβ (vn)) = Span(e1, . . . ,en) = Fn

(參見 Proposition 6.2.4), 即 Tβ 為 onto. 我們證得了以下的定理.

Theorem 6.3.10. 假設 V 為 vector space over F, dim(V ) = n 且 β 為 V 的一組 ordered
basis. 考慮 Tβ : V → Fn 定義為 Tβ (v) = [v]β , ∀v ∈ V . 則 Tβ 為 linear transformation 且是
one-to-one 以及 onto.

一般來說當一個 linear transformation T : V → W 是 one-to-one 且 onto 時, 為了方便
以及強調其特殊性, 我們會稱 T 為一個 isomorphism. 知道 Tβ : V → Fn 為 isomorphism 的
好處就是, 以後我們要探討 V 中元素的性質, 我們可以利用 Tβ , 將問題轉換成大家熟悉的
Fn 中的向量的性質. 例如我們要判斷 V 中的元素 w1, . . . ,wk 是否為 linearly independent.
我們可以先找到一組 V 的 ordered basis β , 然後考慮 [w1]β , . . . , [wk]β , 這一組 Fn 中的向量.
利用我們熟悉的判斷 Fn 中向量是否為 linearly independent 的方法判斷 [w1]β , . . . , [wk]β 是

否為 linearly independent. 由於對於 i = 1, . . . ,k, [wi]β = Tβ (wi), 因此由 Tβ 為 isomorphism
以後我們會知道 w1, . . . ,wk 為 linearly independent 若且唯若 [w1]β , . . . , [wk]β 為 linearly
independent (參見 Proposition 6.4.4). 因此我們可以由 [w1]β , . . . , [wk]β 是否為 linearly
independent, 來決定 w1, . . . ,wk 是否為 linearly independent. 我們看以下的例子.

Example 6.3.11. 我們看利用坐標化來處理一般 vector space 是否 linear independent 的
問題.

(A) 考慮 P2(R) 中 3 個非零多項式 f2(x), f1(x), f0(x), 其次數分別為為 2, 1, 0 的多項式.
假設 f2(x) = ax2 + bx+ c, f1(x) = dx+ e, f0(x) = r 其中 a,d,r 皆不等於 0. 我們利用 P2(R)
的 standard ordered basis ε = (1,x,x2), 可得

[ f2(x)]ε =

c
b
a

, [ f1(x)]ε =

e
d
0

 and [ f0(x)]ε =

r
0
0

.
由於 a,d,r 皆不等於 0, 很容易看出矩陣 c e r

b d 0
a 0 0


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的 rank 為 3, 亦即 [ f2(x)]ε , [ f1(x)]ε , [ f0(x)]ε 為 linearly independet. 因此得證 f2(x), f1(x),
f0(x) 為 linearly independent. 再由 dim(P2(R)) = 3, 得證 f0(x), f1(x), f2(x) 為 P2(R) 的一組
basis.

我們可以將這個結果推廣到 Pn(R). 也就是說考慮 Pn(R) 中 n + 1 個非零多項式

f0(x), . . . , fn(x), 其中對於 i = 0, . . . ,n, fi(x) 是次數為 i 的多項式. 利用對 standard ordered
basis ε = (1,x, . . . ,xn) 坐標化, 我們可得 f0(x), . . . , fn(x) 為 Pn(R) 的一組 basis.

(B) 假設 V 為 vector space over R, 且 v1,v2,v3,v4 ∈V 為 linearly independent. 令
w1 = v1 −v2 +2v3 +v4
w2 = 2v1 −2v2 +4v3 +2v4
w3 = v1 +v3 +v4
w4 = v2 +v4
w5 = −v1 +v2 −v3

.

我們要找出 W = Span(w1,w2,w3,w4,w5) 的一組 basis.

考慮U =Span(v1,v2,v3,v4),因為 v1,v2,v3,v4為 linearly independent,我們知 v1,v2,v3,v4

為 U 的一組 basis. 由於 w1, . . . ,w5 ∈ U , 我們知 W 為 U 的 subspace. 我們的想法是利用
β = (v1,v2,v3,v4) 這組 U 的 ordered basis 將 U 的元素坐標化. 由於 w1, . . . ,w5 ∈U , 我們可
以將 w1, . . . ,w5 坐標化, 得 [w1]β , . . . , [w5]β 這 5 個 R4 中的向量. 利用過去我們知道求 R4

中 Span([w1]β , . . . , [w5]β ) 的 basis 的方法求出一組 basis. 再將它們還原成 U 中的元素, 就
得到 W 的一組 basis.

現由於

[w1]β =


1
−1
2
1

, [w2]β =


2
−2
4
2

, [w3]β =


1
0
1
1

, [w4]β =


0
1
0
1

, [w5]β =


−1
1
−1
0


我們考慮以它們為 column 的 4× 5 matrix 並利用 elementary row operations 將之化為
echelon form 得 

1 2 1 0 −1
−1 −2 0 1 1
2 4 1 0 −1
1 2 1 1 0

⇝


1 2 0 0 0
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

 .
由於 echelon form 的 1-st, 3-rd, 4-th column 為 pivot 所在位置, 故知 [w1]β , [w3]β , [w4]β 為

Span([w1]β , . . . , [w5]β ) 的一組 basis (參見 Proposition 3.7.8). 由於 Tβ 為 isomprphism 保持
spanning set 以及 linearly independent 的性質, 我們得 w1,w3,w4 為 W 的一組 basis.

Question 6.13. 考慮 Example 6.3.11 (B) 中的 v1,v2,v3,v4 以及 w1,w2,w3,w4,w5. 試問
dim(Span(w1,w2,w3,w4,w5)) 為何? 並將 w2,w5 寫成 w1,w3,w4 的 linear combination.

6.3.3. Matrix Representation of general linear transformation. 當 V,W 分別為

dimension 為 n,m 的 vector space over F. 我們可以透過 V,W 的 ordered basis, 將 V,W 的

元素轉換成 Fn 和 Fm 的 vector. 因此我們可以將 V 到 W 的 linear transformation T 視為

Fn 到 Fm 的 linear transformation, 而談論 T 的 matrix representation.
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分別給定 V,W 的一組 ordered basis β = (v1, . . . ,vn)以及 γ = (w1, . . . ,wm). 令 Tβ : V → Fn

與 Tγ : W → Fm 分別為利用 β 以及 γ 將 V , W 的元素坐標化的 linear transformation. 回顧
一下, 這裡 Tβ ,Tγ 皆為 isomorphism. 由於 isomorphism 是 one-to-one 且 onto, 故其反函數
是存在的, 且將來我們會證明此反函數仍為 linear transformation (參見 Theorem 6.4.3). 現
對於任意 V 到 W 的 linear transformation T , 我們考慮合成函數 Tγ ◦T ◦T−1

β : Fn → Fm. 由
於 Tγ , T 以及 T−1

β 皆為 linear transformation, 所以 Tγ ◦T ◦T−1
β 是一個 Fn 到 Fm 的 linear

transformation (Proposition 6.1.7). 因此 Tγ ◦T ◦T−1
β 有一個 standard matrix representation,

我們定義這個 standard matrix representation 為 T 相對於 β , γ 這兩組 ordered basis 所得
的 matrix representation, 並用 [T ]γβ 來表示. 到底 [T ]γβ 是怎樣的矩陣呢? 依定義它是一個
m×n matrix, 且對於 i = 1, . . . ,n, [T ]γβ 的 i-th column 應為 Tγ ◦T ◦T−1

β (ei). 由於 Tβ (vi) = ei,
所以 T−1

β (ei) = vi. 因此得

Tγ ◦T ◦T−1
β (ei) = Tγ(T (T−1

β (ei))) = Tγ(T (vi)) = [T (vi)]γ .

也就是說 [T ]γβ 的 i-th column 就是將 ordered basis β = (v1, . . . ,vn) 的第 i 個元素 vi 代入 T

中所得的 T (vi) ∈W , 再利用 γ 將其坐標化所得的 Rm 中的向量. 我們大致上有以下的表示
法

[T ]γβ =


∣∣ ∣∣ ∣∣

[T (v1)]γ [T (v2)]γ · · · [T (vn)]γ∣∣ ∣∣ ∣∣
 .

Example 6.3.12. 考慮假設 V 為 finite dimensional vector space over F. 考慮 V 上的

identity map id : V →V ,亦即對任意 v ∈V ,我們定義 id(v) = v. 很容易看出 id是一個 linear
transformation. 現對任意 V 的 ordered basis β = (v1, . . . ,vn), 我們想知道 id : V →V 對定義

域和對應域都用 β 這個 ordered basis 所得的 matrix representation [id]ββ 為何? 依照前面
的討論, 我們知道 [id]ββ 的 1-st column 就是 id(v1) 利用 β 坐標化所得的 Fn 中的向量. 由於
id(v1) = v1, 而 v1 又是 β 中第一個向量, 故知 [id(v1)]β = [v1]β = e1, 也就是說 [id]ββ 的 1-st
column 就是 e1. 同理 [id]ββ 的 i-th column 就是 ei. 也就是說 [id]ββ 就是 n× n 的 identity
matrix In.

Example 6.3.13. 考慮 P2(R) 上的 standard ordered basis ε2 = (1,x,x2) 以及 P3(R) 上
的 standard ordered basis ε3 = (1,x,x2,x3). 考慮函數 T : P2(R) → P3(R) 定義為, 對任意
p(x) ∈ P2(R), T (p(x)) = (x+ 1)p(x− 1). 我們先驗證 T 為 linear transformation. 對任意
p(x),q(x) ∈ P2(R) 以及 r ∈ R, 我們有

T (p(x)+ rq(x)) =

(x+1)(p(x−1)+ rq(x−1)) = (x+1)p(x−1)+ r(x+1)q(x−1) = T (p(x))+ rT (q(x)).

得證 T 為 linear transformation. 接下來我們要求 T 對於 ε2,ε3 的 matrix representation
[T ]ε3

ε2 . 依照前面的探討,我們知 [T ]ε3
ε2 的 1-st column應該就是將 1代入 T ,得 T (1) = (x+1) ·1

再利用 ε3 將 x+ 1 坐標化寫成 R4 的向量. 由於 x+ 1 = 1+ x+ 0x2 + 0x3, 所以得 [T ]ε3
ε2 的
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1-st column 為

[T (1)]ε3 = [x+1]ε3 =


1
1
0
0

.
同理我們有 [T ]ε3

ε2 的 2-nd, 3-rd column 分別為

[T (x)]ε3 = [(x+1)(x−1)]ε3 = [x2 −1] =


−1
0
1
0

,

[T (x2)]ε3 = [(x+1)(x−1)2]ε3 = [x3 − x2 − x+1]ε3 =


1
−1
−1
1

.
因此得

[T ]ε3
ε2
=


1 −1 1
1 0 −1
0 1 −1
0 0 1

 .
我們更換 P2(R) 以及 P3(R) 的 ordered basis. 回顧在 Example 3.6.11 中利用 La-

grange interpolation polynomial 在 −1,0,1 的情形, 我們可以考慮 P2(R) 的一組 basis
p1(x), p2(x), p3(x), 其中

p1(−1) = 1 p1(0) = 0 p1(1) = 0
p2(−1) = 0 p2(0) = 1 p2(1) = 0
p3(−1) = 0 p3(0) = 0 p3(1) = 1

令 β = (p1(x), p2(x), p3(x)) 為 P2(R) 的 ordered basis. 同樣的利用 Lagrange interpolation
polynomial 在 −1,0,1,2 的情形我們考慮 P3(R) 的一組 basis q1(x),q2(x),q3(x),q4(x), 其中

q1(−1) = 1 q1(0) = 0 q1(1) = 0 q1(2) = 0
q2(−1) = 0 q2(0) = 1 q2(1) = 0 q2(2) = 0
q3(−1) = 0 q3(0) = 0 q3(1) = 1 q3(2) = 0
q4(−1) = 0 q4(0) = 0 q4(1) = 0 q4(2) = 1.

令 γ = (q1(x),q2(x),q3(x),q4(x))為 P3(R)的 ordered basis. 我們要得到 T 對於 β ,γ 的 matrix
representation [T ]γβ . 首先 [T ]γβ 的 1-st column 為 T (p1(x)) = (x+1)p1(x−1) 利用 γ 坐標化
所得 R4 的向量. 現若 (x+ 1)p1(x− 1) = c1q1(x)+ c2q2(x)+ c3q3(x)+ c4q4(x). 將 x 分別代

−1,0,1,2, 我們得到

c1 = (−1+1)p1(−2) = 0,c2 = (0+1)p1(−1) = 1,c3 = (1+1)p1(0) = 0,c4 = (2+1)p1(1) = 0.

也就是說 [T ]γβ 的 1-st column 為

[T (p1(x))]γ = [(x+1)p1(x−1)]γ =


0
1
0
0

.
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同樣的方法我們可以得到 [T ]γβ 的 2-nd, 3-rd column 分別為

[T (p2(x))]γ = [(x+1)p2(x−1)]γ =


0
0
2
0

, [T (p3(x))]γ = [(x+1)p3(x−1)]γ =


0
0
0
3

.
因此得

[T ]γβ =


0 0 0
1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .
由 Example 6.3.13 我們知道同樣的 linear transformation 用不同的 ordered basis 會有

不同的 matrix representation. 也因此要注意當要寫下 matrix representation 時一定要表明
定義域和對應域的 ordered basis 為何.

到底 matrix representation 有何用處呢? 就如同在 Fn 上的 standard matrix represen-
tation, 利用 matrix representation 可以很快的幫我們求出 linear transformation 在定義域
的每個元素的取值. 通常我們會利用圖示來幫助我們了解較複雜的函數合成問題. 給定 V,W

的 ordered basis β ,γ, 以及一個 V 到 W 的 linear transformation T , 我們可以圖示如下:

V -T W

-Fn Fm
? ?
6 6Tβ T−1

β TγT−1
γ

這樣的圖示一般稱為 commutative diagram. 它表示底下 Fn 到 Fm 的函數為 Tγ ◦T ◦T−1
β ,

亦即先利用 T−1
β 將 Fn 映射到 V , 再利用 T 將 V 映射到 W , 最後利用 Tγ 將 W 映射到

Fm. Commutative diagram 的好處是幫助我們看出這些函數合成後如何取值. 事實上
commutative diagram 指的就是圖形上任一點到另一點若有不同的可行路徑, 經由這兩種
路徑所得的結果會相同. 例如在上圖中, 從 V 到 W 有兩個路徑: 一個是直接利用 T ; 另一
個是從 V 先經由 Tβ 到 Fn, 接著藉由 Tγ ◦T ◦T−1

β 從 Fn 到 Fm, 最後從 Fm 藉由 T−1
β 到達

W . 也就是說對任意 v ∈ V , 我們可以由 T 得到 T (v). 也可先由 Tβ 得到 Tβ (v), 接著利用
Tγ ◦T ◦T−1

β 將 Tβ (v) 送至 Tγ ◦T ◦T−1
β (Tβ (v)) = Tγ(T (v)), 最後再利用 T−1

γ 將 Tγ(T (v)) 送至
T−1

γ (Tγ(T (v))) = T (v).

利用 V → Fn 接 Fn → Fm 再接 Fm →W 這樣的路徑來表示原本 T 從 V 到W 這樣的路徑

到底有何好處呢? 主要的原因是 Fn → Fm 這一段的路徑,有 standard matrix representation,
即 [T ]γβ . 也就是說對於任意 Fn 的向量, 我們只要左邊乘上 [T ]γβ 就可以知道會被映射到哪一

個 Fm 的向量. 所以對任意 v ∈ V , 我們可以先利用 β 將 v 坐標化得 Tβ (v) = [v]β . 接著由
於 [v]β ∈ Fn, 故將之代入 Tγ ◦T ◦T−1

β 就是將 [v]β 左邊乘上 [T ]γβ 這一個 matrix. 也就是說
Tγ ◦T ◦T−1

β ([v]β ) 就是 [T ]γβ [v]β . 最後再利用 W 的 ordered basis γ 將 [T ]γβ [v]β 這個 Fm 中的

向量還原回 W 的元素 T−1
γ ([T ]γβ [v]β ), 就是 T (v) 之值. 因此我們有以下之結果.

Proposition 6.3.14. 假設 V,W 為 vector space over F 且 β = (v1, . . . ,vn), γ = (w1, . . . ,wm)

分別為 V,W 的 ordered basis. 設 T : V →W 為 linear transformation 且 [T ]γβ ∈ Mm×n(F) 為
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T 相對於 β ,γ 的 matrix representation. 對於任意 v ∈V , 若 v = c1v1 + · · ·+ cnvn 且

[T ]γβ

c1
...

cn

=

d1
...

dm

,
則 T (v) = d1w1 + · · ·+dmwm. 亦即

[T ]γβ [v]β = [T (v)]γ .

Proof. 因 v = c1v1 + · · ·+ cnvn, 依定義 v 利用 β 坐標化所得 Fn 的向量 Tβ (v) 為

c1
...

cn

. 故

由前面所述 Tγ ◦T ◦T−1
β (Tβ (v)) = Tγ(T (v)) 就是將

c1
...

cn

 左邊乘上 [T ]γβ 所得的 Fm 中向量

d1
...

dm

. 故由 Tγ(T (v)) =

d1
...

dm

 可得 T (v) = d1w1 + · · ·+dmwm. □

Example 6.3.15. 我們考慮 Example 6.3.13 的例子, 即考慮 T : P2(R) → P3(R), 其中對
於任意 p(x) ∈ P2(R), T (p(x)) = (x+ 1)p(x− 1). 考慮 p(x) = x2 − 1 的情形. 因 p(x− 1) =

(x−1)2 −1, 依 T 的定義得

T (p(x)) = (x+1)p(x−1) = (x+1)((x−1)2 −1) = x3 − x2 −2x.

當考慮 P2(R) 的 ordered basis ε2 = (1,x,x2) 以及 P3(R) 的 ordered basis ε3 = (1,x,x2,x3),

我們知道 T 對於 ε2,ε3 的 matrix representation 為 [T ]ε3
ε2 =


1 −1 1
1 0 −1
0 1 −1
0 0 1

 故由 [p(x)]ε2 =

[x2 −1]ε2 =

−1
0
1

 得

[T (p(x))]ε3 =


1 −1 1
1 0 −1
0 1 −1
0 0 1


−1

0
1

=


0
−2
−1
1

,
即 T (p(x)) = x3 − x2 −2x.

當然我們也可以利用 Example 6.3.13 中 V 的 ordered basis β = (p1(x), p2(x), p3(x)) 以

及 W 的 ordered basis γ = (q1(x),q2(x),q3(x),q4(x)) 求出 T (x2 −1). 此時若 p(x) = x2 −1 =

c1 p1(x)+c2 p2(x)+c3 p3(x),則代 x =−1,0,1得 c1 = 0, c2 =−1, c3 = 0,亦即 [p(x)]β =

 0
−1
0

.
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故將 [p(x)]β 左邊乘上 T 對於 β ,γ 的 representation matrix [T ]γβ 得

[T (p(x))]γ =


0 0 0
1 0 0
0 2 0
0 0 3


 0
−1
0

=


0
0
−2
0

.
得知 T (p(x)) = −2q3(x). 由於 q3(−1) = q3(0) = q3(2) = 0 以及 q3(1) = 1, 我們有 q3(x) =

(x+1)x(x−2)/(−2), 故得 T (p(x)) = (x+1)x(x−2) = x3 − x2 −2x.

當 T : Fn → Fm 是 linear transformation 時, 我們可以利用 T 的 standard matrix rep-
resentation [T ] 的 null space 來決定 T 的 null space, 也可利用 [T ] 的 column space 來
決定 T 的 range. 同樣的, 當 T : V → W , 為 linear transformation, 我們也可利用 T 的

matrix representation 來決定 T 的 null space 和 range. 分別選定 V 和 W 的 ordered basis
β = (v1, . . . ,vn) 和 γ = (w1, . . . ,wm). 由前面的 commutative diagram, 利用 V → W 接著

W → Fm 的路徑以及 V → Fn 接著 Fn → Fm 的路徑, 對於任意 v = c1v1 + · · ·+cnvn ∈V , 我們
有

[T (v)]γ = [T ]γβ

c1
...

cn

. (6.1)

現若 v ∈ N(T ), 表示 T (v) = 0, 因此由 [T (v)]γ = [0]γ =

0
...
0

, 得 [T ]γβ

c1
...

cn

 =

0
...
0

, 亦即

c1
...

cn

= [v]β 為 [T ]γβ 的 null space 的向量. 反之, 若

c1
...

cn

 ∈ Fn 為 [T ]γβ 的 null space 的向量,

表示 [T ]γβ

c1
...

cn

=

0
...
0

. 故由式子 (6.1) 知, 當 v = c1v1 + · · ·+ cnvn 時, 我們有 [T (v)]γ =

0
...
0

.

此即表示 T (v) = 0, 得證 v = c1v1 + · · ·+ cnvn ∈ N(T ).

另一方面, 若 w = d1w1 + · · ·+ dmwm ∈ R(T ), 表示存在 v = c1v1 + · · ·+ cnvn ∈ V , 使得

T (v) = w. 因此由式子 (6.1) 知,

d1
...

dm

= [T (v)]γ = [T ]γβ

c1
...

cn

, 亦即

d1
...

dm

 是 [T ]γβ 的 column

space 的向量. 反之, 若

d1
...

dm

 ∈ Fm 為 [T ]γβ 的 column space 的向量, 表示存在

c1
...

cn

 ∈ Fn 使

得

d1
...

dm

= [T ]γβ

c1
...

cn

. 故由式子 (6.1) 知, 若令 v = c1v1 + · · ·+ cnvn, 我們有 [T (v)]γ =

d1
...

dm

,

得證 d1w1 + · · ·+dmvm = T (v) ∈ R(T ). 我們證得了以下的結果.

Proposition 6.3.16. 假設 V,W 為 vector space 且 β = (v1, . . . ,vn), γ = (w1, . . . ,wm) 分別

為 V,W 的 ordered basis. 設 T : V →W 為 linear transformation 且 [T ]γβ ∈ Mm×n(F) 為 T 相
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對於 β ,γ 的 matrix representation. 則 c1v1 + · · ·+cnvn ∈ N(T ) 若且唯若

c1
...

cn

 屬於 [T ]γβ 的

null space. 而 d1w1 + · · ·+dmwm ∈ R(T ) 若且唯若

d1
...

dm

 屬於 [T ]γβ 的 column space.

Example 6.3.17. 我們考慮 Example 6.3.13 的例子, 當考慮 P2(R) 的 ordered basis ε2 =

(1,x,x2) 以及 P3(R) 的 ordered basis ε3 = (1,x,x2,x3), 我們知道 T 對於 ε2,ε3 的 matrix
representation T ε3

ε2 利用 elementary row operations 化為 echelon form 可得
1 −1 1
1 0 −1
0 1 −1
0 0 1

⇝


1 −1 1
0 1 −2
0 0 1
0 0 0

 .

由於 pivot的個數等於 column的個數,我們知 T ε3
ε2 的 null space為 {

0
0
0

},故知 N(T ) = {0},

亦即 T 為 one-to-one. 另一方面 [T ]ε3
ε2 的 rank 為 3, 故 {


1
1
0
0

,

−1
0
1
0

,


1
−1
−1
1

} 為 column

space 的一組 basis. 因此得 {x + 1,x2 − 1,x3 − x2 − x + 1} 為 R(T ) 的一組 basis. 由於
dim(P3(R)) = 4 ̸= dim(R(T )) = 3, 我們知 R(T ) ̸= P3(R), 故 T 不是 onto.

Example 6.3.18. 考慮 M2×2(R) 所形成的 vector space (參見 Example 3.2.2 (A)). 考慮
函數 T : M2×2(R) → M2×2(R) 定義為 T (A) = A−At, ∀A ∈ M2×2(R). 我們可得 T 為 linear
transformation. 這是因為對任意 A,B ∈ M2×2(R) 以及 r ∈ R, 我們有

T (A+ rB) = (A+ rB)− (A+ rB)t = A+ rB−At − rBt = (A−At)+ r(B−Bt) = T (A)+ rT (B).

考慮 M2×2(R) 的 ordered basis ε =

([
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

])
. 由於

T (
[

1 0
0 0

]
) =

[
0 0
0 0

]
, T (

[
0 1
0 0

]
) =

[
0 1
−1 0

]
,

T (
[

0 0
1 0

]
) =

[
0 −1
1 0

]
, T (

[
0 0
0 1

]
) =

[
0 0
0 0

]
,

我們得 T 對於 ε,ε 的 matrix representation為 [T ]εε =


0 0 0 0
0 1 −1 0
0 −1 1 0
0 0 0 0

 .利用 elementary

row operation 將 [T ]εε 化為 echelon form


0 1 −1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . 得到 [T ]εε 的 null space 的一組
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basis為 {


1
0
0
0

,


0
1
1
0

,


0
0
0
1

},因此得 {
[

1 0
0 0

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]
}為 N(T )的一組 basis. 又

[T ]εε 的 column space 的一組 basis 為 {


0
1
−1
0

}, 故得 {
[

0 1
−1 0

]
} 為 T 的 range R(T ) 的一

組 basis. 注意我們有 dim(R(T ))+dim(N(T )) = 1+3 = 4 = dim(M2×2(R)). 另外若 A ∈ N(T )

表示 T (A) = A−At = 0,亦即 A = At. 反之亦然,也就是說 A ∈N(T )若且唯若 A為 symmetric
matrix. 因此由 dim(N(T )) = 3, 我們知所有 2× 2 的 symmetric matrices 所成的 subspace
的維度為 3.

Question 6.14. 試求所有 3×3 的 symmetric matrices 所成的 subspace 的維度為何?

當 T1,T2皆為 Fn到 Fm的 linear transformation時,對任意 c1,c2 ∈F,我們知道 c1T1+c2T2

的 standard matrix representation [c1T1+c2T2] 和 T1,T2 的 standard matrix representations
[T1], [T2] 的關係為 [c1T1 + c2T2] = c1[T1]+ c2[T2] (參見 Lemma 6.3.7). 這對於一般的 linear
transformations T1 : V → W 以及 T2 : V → W 的 matrix representations 也是對的. 不過要
特別注意, 一般的 linear transformation 的 matrix representation 是和定義域以及對應域
的 ordered basis 有關, 所以只有當 T1, T2 都考慮對應相同的 ordered basis 所得的 matrix
representation, 這樣的矩陣運算才有意義. 也就是說當分別給定 V,W 的 ordered basis, β ,γ,
我們會有

[c1T1 + c2T2]
γ
β = c1[T1]

γ
β + c2[T2]

γ
β .

對於合成函數也有類似的情況, 若 T : V →W , T ′ : W →U 為 linear transformations. 若
分別給定 V,W,U 的 ordered basis α,β ,γ, 我們有以下的圖示

V -T W

-Fn Fm
? ?
6 6Tα T−1

α TβT−1
β

W -T ′
U

-Fm Fk
? ?
6 6Tβ T−1

β TγT−1
γ

這裡由於 T 的對應域和 T ′ 的定義域相同, 所以我們可以考慮合成函數 T ′ ◦T . 又由於 W 都

用固定的 ordered basis β , 所以兩邊 W 到 Fm 的之間的函數相同 (皆為 Tβ ). 因此我們可以
將上面兩個 commutative diagrams 合併成一個 commutative diagram 如下:

V -T W

-Fn Fm
? ?
6 6Tα T−1

α TβT−1
β

-T ′
U

- Fk
?
6TγT−1

γ

由於底部 Fn → Fm 的 matrix representation 為 [T ]βα , 而 Fm → Fk 的 matrix representation
為 [T ′]

γ
β , 因此由 Lemma 6.3.7 知, 它們的合成所對應的 matrix representation 為 [T ′]

γ
β [T ]

β
α .

因此我們有

[T ′ ◦T ]γα = [T ′]
γ
β [T ]

β
α .
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綜合以上的討論, 我們有以下有關 Lemma 6.3.7 的推廣.

Theorem 6.3.19. 假設 V,W,U 為 finite dimensional vector space over F 且令 α,β ,γ 分別
為 V,W,U 的 ordered basis.

(1) 假設 T1,T2 為 V 到 W 的 linear transformations. 則對任意 c1,c2 ∈ F, 我們有

[c1T1 + c2T2]
β
α = c1[T1]

β
α + c2[T2]

β
α .

(2) 設 T : V →W 及 T ′ : W →U 為 linear transformation. 則

[T ′ ◦T ]γα = [T ′]
γ
β [T ]

β
α .

假設 V,W 為 finite dimensional vector space over F, 其中 dim(V ) = n,dim(W ) = m. 令
L (V,W ) 為所有 V 到 W 的 linear transformations 所成的集合. Proposition 6.1.6 告訴我
們 L (V,W ) 有加法和係數積的封閉性. 很容易證明 L (V,W ) 是一個 over F 的 vector space.
令 β , γ 分別為 V,W 上的 ordered basis, 我們可以訂一出一個由 L (V,W ) 到 Mm×n(F) 的函
數 M : L (V,W )→ Mm×n(F), 其定義為對任意 T ∈ L (V,W ), M (T ) = [T ]γβ . Theorem 6.3.19
告訴我們 M : L (V,W )→ Mm×n(F) 是一個 linear transformation. 我們有以下的結果.

Theorem 6.3.20. 假設 V,W 為 finite dimensional vector space over F, 其中 dim(V ) =

n,dim(W ) = m. 給定 β , γ 分別為 V,W 上的 ordered basis, 定義函數 M : L (V,W ) →
Mm×n(F), 其中 ∀T ∈ L (V,W ), M (T ) = [T ]γβ . 則 M : L (V,W )→ Mm×n(F) 是一個 one-to-
one 且 onto 的 linear transformation. 並可得 dimF(L (V,W )) = mn.

Proof. 對任意 T1,T2 ∈ L (V,W ) 以及 c ∈ F, 我們有 M (T1 + cT2) = [T1 + cT2]
γ
β , 而 M (T1)+

cM [T2] = [T1]
γ
β + c[T2]

γ
β , 故由 Theorem 6.3.19(1) 知 M (T1 + cT2) = M (T1)+ cM (T2).

假設 β = (v1, . . . ,vn) 以及 γ = (w1, . . . ,wm), 對任意 A = [ai j] ∈ Mm×n(F), 由於 A 的 i-th

column 為

a1i
...

ami

, 對任意 i = 1, . . . ,n 我們考慮 T ∈L (V,W ) 為唯一的 linear transformation

滿足 T (vi)= a1iw1+ · · ·+amiwm (參見 Theorem 6.1.8). 依定義 [T ]γβ 的 i-th column為 [T (vi)]γ

與 A 的 i-th column 相同, 故證得 M (T ) = [T ]γβ = A. 這證得了 M : L (V,W )→ Mm×n(F) 是
onto, 也證得它是 one-to-one, 因為這樣的 T ∈ L (V,W ) 是唯一的.

最後利用 Dimension Theorem (Theorem 6.2.9), 我們知道 rank(M ) + nullity(M ) =

dimF(L (V,W )). 由於 M 是 one-to-one, nullity(M ) = 0. 又由於 M 是 onto, 我們知
rank(M ) = dimF(Mm×n(F)) = mn. 故得證 dimF(L (V,W )) = mn. □

Theorem 6.3.20, 告訴我們線性映射和矩陣間的對應關係. 也就是說我們可以利用表現
矩陣來了解線性映射, 也可以用線性映射來了解矩陣. 兩者之間互相的關係大家應充分體會.
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6.4. Invertible Linear Transformation

一般來說, 當一個函數是 invertible (即 one-to-one 且 onto) 時, 並不容易將其 inverse (反函
數)具體的寫下來. 這一節中我們將學得,對於 invertible linear transformation,利用 matrix
representation 我們可以很容易的將其 inverse 寫下.

首先我們來探討何時一個 linear transformation 會是 invertible. 假設 T : V → W 為

invertible linear transformation. 由於 T 為 onto, 我們需要 rank(T ) = dim(W ) (Proposition
6.2.3). 然而 T 為 one-to-one, 故知 dim(N(T )) = nullity(T ) = 0 (Proposition 6.2.6). 利用
Dimension Theorem for linear transformation (Theorem 6.2.9) 我們得

dim(V ) = rank(T )+nullity(T ) = dim(W )+0 = dim(W ).

這告訴我們只有在 dim(V ) = dim(W ) 時, T 才有可能為 invertible. 現假設 dim(V ) = dim(W )

且 T : V →W 為 one-to-one, 由 nullity(T ) = 0, 我們得 rank(T ) = dim(V ) = dim(W ), 亦即 T

為 onto. 同樣的,若 T 為 onto,則由 rank(T ) = dim(W ) = dim(V )得 nullity(T ) = 0,亦即 T 為

one-to-one. 這告訴我們當 dim(V ) = dim(W )時, 對於 linear transformation T : V →W , T 為

one-to-one 和 T 為 onto 是等價的. 因而只要其中一個是對的, 就可以得到 T 為 invertible.

Lemma 6.4.1. 假設 V,W 為 finite dimensional vector spaces over F 且 T : V → W 為

linear transformation. 則僅有當 dim(V ) = dim(W ) 時, T 才有可能是 invertible. 又當
dim(V ) = dim(W ) 時, T 為 invertible 和 T 為 onto 是等價的也和 T 為 one-to-one 等價.

由 Lemma 6.4.1 我們知道若 T : V →W 為 invertible, 則 dim(V ) = dim(W ). 換句話說若
dim(V ) ̸= dim(W ), 則不可能存在一個 V 到 W 的 invertible linear transformation. 這個性質
的反向也是對的, 我們有以下的定理.

Proposition 6.4.2. 設 V,W 為 finite dimensional vector spaces over F. 則存在 T : V →W

為 invertible linear transformation 若且唯若 dim(V ) = dim(W ).

Proof. 由 Lemma 6.4.1, 我們僅要證明若 dim(V ) = dim(W ) 則存在 linear transformation
T : V →W 為 invertible. 令 v1, . . . ,vn 和 w1, . . . ,wn 分別為 V 的一組 basis和W 的一組 basis.
考慮一 linear transformation T : V →W 滿足 T (vi) = wi, ∀ i = 1, . . . ,n (參見 Theorem 6.1.8).
我們要說明 T 為 invertible. 然而由 Proposition 6.2.4 知 N(T ) = Span(T (v1), . . . ,T (vn)) =

Span(w1, . . . ,wn). 又由 w1, . . . ,wn 為 W 的一組 basis 知 Span(w1, . . . ,wn) = W . 故得證
N(T ) =W , 即 T 為 onto. 再由 Lemma 6.4.1 得證 T 為 invertible. □

當 T : V →W 是 one-to-one且 onto時,我們知道它是 invertible,亦即存在 T−1 : W →V ,
滿足對所有 v ∈ V 皆有 T−1 ◦T (v) = T−1(T (v)) = v 以及對任意 w ∈ W 皆有 T ◦T−1(w) =

T (T−1(w)) = w. 一般來說我們稱 T−1 為 T 的 inverse (反函數). 我們都知道 T−1 : W → V

仍為 one-to-one 且 onto, 不過令人好奇的是它是否仍為 linear transformation? 我們有以下
之結果.
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Theorem 6.4.3. 假設 V,W 為 vector spaces over F 且 T : V →W 為 linear transformation.
若 T 為 invertible, 則 T 的 inverse T−1 : W →V 亦為 linear transformation.

Proof. 對於任意 w ∈W , 由於 T 是 one-to-one且 onto,故存在唯一的 v ∈V 滿足 T (v) = w.
依反函數定義此時 T−1(w) = v. 所以 T−1 確實定出一個從 W 到 V 的函數. 我們要
證明 T−1 : W → V 是一個 linear transformation. 也就是說任取 w1,w2 ∈ W , r ∈ F, 我
們要證明 T−1(w1 + rw2) = T−1(w1)+ rT−1(w2). 現假設 T−1(w1) = v1, T−1(w2) = v2. 亦
即 T (v1) = w1 且 T (v2) = w2. 要檢查 T−1(w1 + rw2) 是否等於 T−1(w1) + rT−1(w2) 就

等同於檢查是否 T−1(w1 + rw2) = v1 + rv2, 也就說是否 T (v1 + rv2) = w1 + rw2. 然而已
知 T 為 linear transformation, 我們有 T (v1 + rv2) = T (v1) + rT (v2) = w1 + rw2. 故得證
T−1(w1+rw2) = v1+rv2 = T−1(w1)+rT−1(w2),亦即 T−1 是一個 linear transformation. □

在 Proposition 6.2.4 我們知道當 T : V →W 是 onto 時會保持 spanning set. 也就是說
若 v1, . . . ,vn 是 V 的一組 spanning set, 則 T (v1), . . . ,T (vn) 會是 W 的一組 spanning set. 然
而怎樣的 linear transformation 會保持 linearly independent 的關係呢? 我們有以下之定理.

Proposition 6.4.4. 假設 V,W 為 vector spaces over F 且假設 T : V → W 為 one-to-one
linear transformation. 則 v1, . . . ,vn ∈V 為 linearly independent 若且唯若 T (v1), . . . ,T (vn) ∈
W 為 linearly independent.

Proof. (⇒) 假設 v1, . . . ,vn ∈V 為 linearly independent, 我們希望說明 T (v1), . . . ,T (vn) ∈W

為 linearly independent. 用反證法, 假設 T (v1), . . . ,T (vn) ∈ W 為 linearly dependent, 亦
即存在 c1, . . . ,cn ∈ F 不全為 0 使得 c1T (v1)+ · · ·+ cnT (vn) = 0. 現因 T 為 linear, 我們
有 0 = c1T (v1) + · · ·+ cnT (vn) = T (c1v1 + · · ·+ cnvn). 因此利用 T 為 one-to-one, 知僅有
在 c1v1 + · · ·+ cnvn = 0 時才有可能使得 T (c1v1 + · · ·+ cnvn) = 0. 故由 v1, . . . ,vn ∈ V 為

linearly independent 得知 c1 = · · · = cn = 0. 此和 c1, . . . ,cn ∈ F 不全為 0 的假設相矛盾, 故
知 T (v1), . . . ,T (vn) ∈W 為 linearly independent.

(⇐) 這個方向的證明不需要 T 為 one-to-one, 僅需要 T 為 linear transformation. 現假
設 T (v1), . . . ,T (vn)∈W 為 linearly independent. 我們用反證法假設 v1, . . . ,vn ∈V 為 linearly
dependent, 亦即存在 c1, . . . ,cn ∈ F 不全為 0 使得 c1v1 + · · ·+ cnvn = 0. 現因 T 為 linear, 我
們有 c1T (v1)+ · · ·+ cnT (vn) = T (c1v1 + · · ·+ cnvn) = T (0) = 0. 但由於 T (v1), . . . ,T (vn) ∈ W

為 linearly independent, 我們得到 c1 = · · ·= cn = 0 之矛盾. 故得證 v1, . . . ,vn ∈V 為 linearly
independent. □

當 T : V →W 是 invertible 的 linear transformation 時, 我們稱 T 為一個 isomorphism.
意思是此時 V 和 W 看成 vector space 時有相似的結構而 T 就是保持這個結構的函數. 事
實上由 T 為 onto, 我們知道 T 會保持 V 和 W 的 spanning set, 而由 T 為 one-to-one 我們
知道 T 會保持 linearly independent 的關係, 所以我們有以下的結果.

Theorem 6.4.5. 設 V,W 為 vector spaces over F且 T : V →W 為 isomorphism. 則 v1, . . . ,vn

為 V 的一組 basis 若且唯若 T (v1), . . . ,T (vn) 為 W 的一組 basis.
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Proof. (⇒) 假設 v1, . . . ,vn 為 V 的一組 basis. 因為 T 為 onto, 我們有 R(T ) = W . 又因
{v1, . . . ,vn}為 V 的 spanning set,利用 Proposition 6.2.4知 Span(T (v1), . . . ,T (vn)) = R(T ) =

W ,亦即 {T (v1), . . . ,T (vn)}為W 的 spanning set. 又因為 T 為 one-to-one且 v1, . . . ,vn ∈V 為

linearly independent,利用 Proposition 6.4.4知 T (v1), . . . ,T (vn)∈W 為 linearly independent.
故得 T (v1), . . . ,T (vn) 為 W 的一組 basis.

(⇐)假設 T (v1), . . . ,T (vn)為W 的一組 basis. 由於 T−1 : W →V 為 linear transformation
(Theorem 6.4.3), 且 T : V → W 為其 inverse, 故知 T−1 為 one-to-one 且 onto, 也就是說
T−1 : W →V 為 isomorphism. 故由 T (v1), . . . ,T (vn) 為 W 的一組 basis, 套用前面所證可得
T−1(T (v1)), . . . ,T−1(T (vn)) 為 V 的一組 basis. 由於對於 i = 1, . . . ,n 皆有 T−1(T (vi)) = vi,
故知 v1, . . . ,vn 為 V 的一組 basis. □

假設 V 為 vector space over F 且 β 為 V 的一組 ordered basis. 令 Tβ : V → Rn 定義

為 Tβ (v) = [v]β , ∀v ∈V , 在 Theorem 6.3.10 我們知道 Tβ 是 isomorphism. 而在 Proposition
6.3.16 中我們知道若 V,W 為 vector space over F 且 β ,γ 分別為 V,W 的一組 ordered basis,
則對於 linear transformation T : V → W , v ∈ N(T ) 若且唯若 Tβ (v) ∈ N([T ]γβ ), 而 w ∈ R(T )

若且唯若 Tγ(w) ∈ Col([T ]γβ ). 因此 Tβ 定義出了一個從 N(T ) 到 N([T ]γβ ) 的 isomorphism 且
Tγ 定義出了一個從 R(T ) 到 Col([T ]γβ ) 的 isomorphism. 利用 Theorem 6.4.5, 我們得到以下
的結果.

Corollary 6.4.6. V,W 為 vector space over F 且 β ,γ 分別為 V,W 的一組 ordered basis.
則 {v1, . . . ,vr} 為 N(T ) 的一組 basis 若且唯若 {[v1]β , . . . , [vr]β} 為矩陣 [T ]γβ 的 null space
N([T ]γβ ) 的一組 basis. 而 {w1, . . . ,ws} 為 R(T ) 的一組 basis 若且唯若 {[w1]γ , . . . , [ws]γ} 為
矩陣 [T ]γβ 的 column space Col([T ]γβ ) 的一組 basis. 也因此得到

nullity(T ) = nullity([T ]γβ ), rank(T ) = rank([T ]γβ ).

當 T : V → W 為 isomorphism 時, 我們已知 T 的 inverse T−1 : W → V 亦為 linear
transformation 且 dim(V ) = dim(W ). 此時當 V 和 W 分別選定固定的 ordered basis β ,γ 後,
我們有以下的 commutative diagram.

V -T W

-Fn Fn
? ?
6 6Tβ T−1

β TγT−1
γ

-T−1
V

- Fn
?
6TβT−1

β

由於兩端 V 所用的 ordered basis 是一致的, 所以由 T−1 ◦T 是 V 到 V 的 identity map
id : V →V . 在 Example 6.3.12, 我們知道 [id]ββ = In, 故利用 Theorem 6.3.19 推得

[T−1]
β
γ [T ]

γ
β = [T−1 ◦T ]ββ = [id]ββ = In.

同理, 由於 T ◦T−1 為W 到W 的 identity map, 我們得 [T ]γβ [T
−1]

β
γ = In. 得證 [T−1]

β
γ 為 [T ]γβ

的反矩陣.

綜合以上的討論, 我們有以下的結論.
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Theorem 6.4.7. 假設 V,W 為 finite dimensional vector spaced over F 且令 β ,γ 分別為
V,W 的 ordered basis. 設 T : V →W 為 linear transformation. 則 T 為 isomorphism 若且唯
若 [T ]γβ 為 invertible matrix. 又此時 T−1 : W →V 對應於 β ,γ 的 matrix representation 為

[T−1]
β
γ = ([T ]γβ )

−1.

Proof. 由前面的討論已知當 T 為 isomorphism 時其對應於 ordered basis β ,γ 的 matrix
representation [T ]γβ 為 invertible matrix. 我們僅須證明當 [T ]γβ 為 invertible matrix 時,
T : V → W 為 isomorphism, 亦即證明 T 為 one-to-one 且 onto. 然而由 [T ]γβ 為 invertible
matrix,我們知 [T ]γβ 為方陣,亦即 dim(V ) = dim(W ). 因為 invertible matrix的 null space是
{0},故由 Proposition 6.3.16知 N(T ) = {0},亦即 T 為 one-to-one. 最後由 dim(V ) = dim(W )

以及 Lemma 6.4.1 我們得證 T 亦為 onto. □

Example 6.4.8. 考慮 T : R3 → R3 定義為 T (

 x1
x2
x3

) =
 2x2

x1 − x2
2x2 + x3

. 我們可得 T 的

standard matrix representation 為 [T ] =

 0 2 0
1 −1 0
0 2 1

 . 在 Example 2.5.8 中我們算出

[T ]−1 =

 1
2 1 0
1
2 0 0
−1 0 1

 . 故得 T−1 : R3 →R3 的定義為 T−1(

 x1
x2
x3

) =
 1

2 x1 + x2
1
2 x1

−x1 + x3

. 我們驗

證

(T−1 ◦T )(

 x1
x2
x3

) = T ′(

 2x2
x1 − x2
2x2 + x3

) =
 1

2(2x2)+(x1 − x2)
1
2(2x2)

−(2x2)+(2x2 + x3)

=

x1
x2
x3

,
(T ◦T−1)(

 x1
x2
x3

) = T (

 1
2 x1 + x2

1
2 x1

−x1 + x3

) =
 2(1

2 x1)

( 1
2 x1 + x2)− (1

2 x1)

2(1
2 x1)+(−x1 + x3)

=

x1
x2
x3

,
得知 T−1 確為 T 的 inverse.

6.5. 結論

我們學習了 Rn 上重要的函數, linear transformation. 一個定義在 Rn 的 linear transfor-
mation 可以由一組 Rn 的 basis 所映得的向量唯一確定, 所以我們得到所謂的 standard
matrix representation. 利用 standard matrix representation, 可以幫助我們了解 linear
transformation. 因此我們可以利用矩陣的性質推得許多有關 linear transformation 的性質.

由於 linear transformation 可以由一組 basis 所決定. 因此我們可以依 linear transfor-
mation 的特性選定一組較易掌握的 basis 來決定此 linear transformation. 利用這樣的概念,
我們也可以由一組 basis 經由此 linear transformation 的變化情形將一個較複雜的 linear
transformation 拆解成一些較容易掌握的 linear transformations 的合成.

我們介紹了一般的 finite dimensional vector spaces 以及它們之間的 linear transforma-
tions. 由於 finite dimensional vector space 也會有 basis 存在, 所以我們可以加它們坐標化
以至於將它們如我們熟悉的 Rn 來處理. 也因此這樣的 linear transformation 都可以用矩陣



6.5. 結論 171

來表示. 所以我們可以利用矩陣的理論來更進一步了解這些 linear transformations. 不過要
注意一個 linear transformation 的 matrix representation 和 ordered basis 的選取有關. 有
時選取好的 ordered basis 可以讓我們得到更好的 matrix representation 以至於更容易了解
這個 linear transformation. 因此一個 linear transformation 選用不同 order basis 所得的
matrix representation 之間的關係分外重要. 希望大家能好好了解它們之間的關係.





Chapter 7

Linear Operators

在這一章中, 我們探討特別的一種但很常用的 linear transformation, 稱為 linear operator.
它是定義域與對應域相同的 linear transformation. 這一章我們介紹其基本性質，下一章再
更進一步探討對角化問題。

7.1. Change of Basis

在這一節中, 我們介紹 change of basis 的概念, 了解到一個 linear operator 換了 ordered
basis 後其表現矩陣的關係. 這個概念能幫助我們以後處理矩陣對角化的問題.

我們知道一個 linear transformation, 當我們用不同的 ordered bases 所得的 matrix
representation 會不同. 假設 β ,β ′ 為 V 的兩組 ordered bases, 而 γ,γ ′ 為 W 的兩組 ordered
basis. 對於 linear transformation T : V → W , 其對應於這兩對 ordered bases 的 matrix
representations [T ]γβ 和 [T ]γ

′

β ′ 之間會有甚麼關係呢? 首先我們考慮 identity map id : V →V .
注意雖然是 identity map, 但其 matrix representation 未必會是 identity matrix. 事實上,
當我們定義域和對應域都選同一組 ordered basis β = {v1, . . . ,vn}, 則由於 id(vi) = vi, 故其
matrix representation 是 identity matrix. 但若定義域是使用 β 這一組 ordered basis, 而
對應域選的是 β ′ = {v′1, . . . ,v′n} 這一組 ordered basis, identity map 對應於 β ,β ′ 的 matrix
representation [id]β

′

β 其 i-th column 雖然仍和 id(vi) = vi 有關, 不過卻是要將 vi 寫成以

{v′1, . . . ,v′n}為 ordered basis的坐標表示法 [vi]β ′ . 所以當 β 和 β ′ 相異時, [id]β
′

β 不是 identity
matrix. 現對任意 v ∈ V , 因 v 對於 β 的坐標表示法為 [v]β , 依 matrix representation 的性
質 (Proposition 6.3.14) 可得

[id]β
′

β [v]β = [id(v)]β ′ = [v]β ′ .

也就是說, 矩陣 [id]β
′

β 可以將 V 中元素對於 β 的坐標表示轉換成對於 β ′ 的坐標表示, 也因
此我們稱 [id]β

′

β 為 change-of-basis matrix.

173
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要注意 id : V →V 是 isomorphism,所以由 Theorem 6.3.19 (3),我們得 [id]β
′

β 為 invertible
且

([id]β
′

β )−1 = [id−1]
β
β ′ = [id]ββ ′ (7.1)

也就是說將 β 的坐標表示轉換成對於 β ′ 的坐標表示的 change-of-basis matrix 的 inverse
就是 β ′ 的坐標表示轉換成對於 β 的坐標表示的 change-of-basis matrix.

我們回到原先的問題, 假設 T : V → W 為 linear transformation 且 β ,β ′ 為 V 的兩組

ordered bases, 而 γ,γ ′ 為 W 的兩組 ordered basis. 我們要探討 [T ]γβ 和 [T ]γ
′

β ′ 之間的關係. 由
於 idV : V →V , T : V →W 和 idW : W →W 之合成 idW ◦T ◦ idV : V →W 仍為 T : V →W , 所
以由 Theorem 6.3.19 (2) 得

[idW ]
γ ′
β [T ]

γ
β [idV ]

β
β ′ = [T ]γ

′

β ′ .

這就是所謂的 change-of basis formula, 我們將之完整敘述如下.

Theorem 7.1.1 (Change-of-basis Formula). 假設 T : V → W 為 linear transformation 且
β ,β ′ 為 V 的兩組 ordered bases, 而 γ,γ ′ 為W 的兩組 ordered basis, 則存在 invertible matrix
P,Q 使得 [T ]γ

′

β ′ = Q([T ]γβ )P, 其中 P 為將 β ′ 的坐標表示轉換成 β 的坐標表示的 change-of-
basis matrix [idV ]

β
β ′, 而 Q 為將 γ 的坐標表示轉換成 γ ′ 的坐標表示的 change-of-basis matrix

[idW ]
γ ′
γ .

Example 7.1.2. 在 Example 6.3.13 中我們考慮 linear transformation T : P2(R)→ P3(R),
其中 T (p(x)) = (x+ 1)p(x− 1), ∀ p(x) ∈ P2(R). 另外我們考慮 P2(R) 的兩組 ordered bases
ε = (x2,x,1), β = (p1(x), p2(x), p3(x)) 其中

p1(x) =
1
2
(x2 − x), p2(x) =−x2 +1, p3(x) =

1
2
(x2 + x)

以及 P3(R) 的兩組 ordered bases ε ′ = (x3,x2,x,1), β ′ = (q1(x),q2(x),q3(x),q4(x)) 其中

q1(x) =
−x3 +3x2 −2x

6
,q2(x) =

x3 −2x2 − x+2
2

,q3(x) =
−x3 + x2 +2x

2
,q4(x) =

x3 − x
6

.

在 Example 6.3.13 中我們得到

[T ]ε
′

ε =


1 0 0
−1 1 0
−1 0 1
1 −1 1

 , [T ]β
′

β =


0 0 0
1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

因 [p1(x)]ε =

 1/2
−1/2

0

, [p2(x)]ε =

−1
0
1

, [p3(x)]ε =

1/2
1/2
0

 依定義 β 到 ε 的 change-of-basis

matrix為 [idP2(R)]
ε
β =

 1/2 −1 1/2
−1/2 0 1/2

0 1 0

 .另外若 x3 = c1q1(x)+c2q2(x)+c3q3(x)+c4q4(x),

則因 q1(−1) = 1,q2(−1) = q3(−1) = q4(−1) = 0, 將 x = −1 代入前式得 c1 = −1, 同理我們

可得 c2 = 0,c3 = 1,c4 = 8, 亦即 [x3]β ′ =


−1
0
1
8

. 用同樣方法求 x2,x,1 對於 β ′ 的坐標表示法,
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我們得 ε ′ 到 β ′ 的 change-of-basis matrix 為 [idP3(R)]
β ′

ε ′ =


−1 1 −1 1
0 0 0 1
1 1 1 1
8 4 2 1

 . 我們也可以

先寫下 β ′ 到 ε ′ 的 change-of-basis matrix [idP3(R)]
ε ′
β ′ =


−1/6 1/2 −1/2 1/6
1/2 −1 1/2 0
−1/3 −1/2 1 −1/6

0 1 0 0

 再
取 inverse 得 [idP3(R)]

β ′

ε ′ . 最後我們驗算

[idP3(R)]
β ′

ε ′ [T ]
ε ′
ε [idP2(R)]

ε
β =


−1 1 −1 1
0 0 0 1
1 1 1 1
8 4 2 1




1 0 0
−1 1 0
−1 0 1
1 −1 1


 1

2 −1 1
2

−1
2 0 1

2
0 1 0

= [T ]β
′

β .

前面提過, 我們經常談論的一種 linear transformation 是其定義域及對應域為相同的
vector space. 這樣的 linear transformation 我們特別稱之為 linear operator. 關於 linear
operator 我們通常對於定義域及對應域會選同樣的一組 ordered basis. 此時利用 Theorem
7.1.1, 我們得以下之結果.

Corollary 7.1.3. 假設 T : V → V 為 linear transformation 且 β ,β ′ 為 V 的兩組 ordered
bases. 則存在 invertible matrix P 使得 [T ]β

′

β ′ = P−1 ([T ]ββ )P, 其中 P 為將 β ′ 的坐標表示轉換

成 β 的坐標表示的 change-of-basis matrix [idV ]
β
β ′.

Proof. 考慮 Theorem 7.1.1 其中 W =V , γ = β 以及 γ ′ = β ′ 的情形. 此時 Q = [idV ]
β ′

β 由式

子 (7.1), 知 Q = ([idV ]
β
β ′)

−1 = P−1, 得證本定理. □

給定一個 n×n matrix A 我們知道它可以代表某一個 dimension 為 n 的 vector space V

上的 linear operator T : V → V , 對於 V 的某一組 ordered basis 的 matrix representation.
若 P 為 n×n invertible matrix, 則我們稱 B = P−1AP 和 A 為 similar. 意味著我們也可將 B

視為 T : V →V 的一個 matrix representation 只是選取 V 不同的 ordered basis 而已.

有時一個 linear operator,若選取夠好的一組 ordered basis,我們可以得到更好的 matrix
representation 以至於更容易了解這個 linear transformation. 例如 Orthonormal basis 也
可幫助我們處理 linear operator 的問題. 考慮 T : V → V 為 linear operator. 當我們給定
β = (v1, . . . ,vn)為 V 的 ordered basis,我們便可得到 T 對 β 的表現矩陣 A = [T ]β .其中 A的

j-th column,就是 T (v j)用 β 寫下的坐標. 也就是說若 T (v j) = c1v1+ · · ·+cnvn,則 A的 j-th

column就是

c1
...

cn

. 特別的,當 v1, . . . ,vn是 V 的一組 orthonormal basis,我們很容易將 T (v j)

寫成 v1, . . . ,vn 的線性組合, 事實上 Proposition 4.3.6 告訴我們 T (v j) = c1v1 + · · ·+ cnvn, 其
中 ci = ⟨T (v j),vi⟩= ⟨vi,T (v j)⟩. 也就是說 A 的 j-th column 其 i-th entry 為 ci = ⟨vi,T (v j)⟩,
因此 [T ]β 的 (i, j)-th entry 就是 ⟨vi,T (v j)⟩.
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Proposition 7.1.4. 假設 V 為 inner product space 且 v1, . . . ,vn 為 V 的一組 orthonormal
basis. 若 T : V → V 為 linear operator 且考慮 V 的 ordered basis β = (v1, . . . ,vn), 則 T 用

β 所得的 matrix representation [T ]β 其 (i, j)-th entry 為 ⟨vi,T (v j)⟩.

Question 7.1. 在 Proposition 7.1.4 中若 ordered basis β = (v1, . . . ,vn) 是由 orthogonal
basis 所形成, 則 [T ]β 的 (i, j)-th entry 應為何?

另外有的 linear operator 可以找到好的基底使其 matrix representation 為對角矩陣. 有
關於這個課題, 等以後談到對角化時我們再進一步探討. 我們先看一個簡單的例子.

Example 7.1.5. 考慮 linear operator T : R2 → R2 定義為 T (
[

x
y

]
) = 1

25

[
9x+12y
12x+16y

]
. 若利

用標準基底 ε = (

[
1
0

]
,

[
0
1

]
) 我們得 [T ]εε = 1

25

[
9 12
12 16

]
. 然而若用 β = (

[
3
4

]
,

[
−4
3

]
) 這組

ordered basis 可由 T (
[

3
4

]
) =

[
3
4

]
, T (

[
−4
3

]
) =

[
0
0

]
, 得 [T ]ββ =

[
1 0
0 0

]
. 我們很容易由

[T ◦T ]ββ = ([T ]ββ )([T ]
β
β ) =

[
1 0
0 0

]2

=

[
1 0
0 0

]
= [T ]ββ

推得 T ◦T = T . 事實上從 β 這組 ordered basis 我們很容易看出 T 就是將 R2 上的向量對[
3
4

]
的投影. 另外令 P = [id]εβ =

[
3 −4
4 3

]
, 我們得[

1 0
0 0

]
= [T ]ββ = ([id]βε )([T ]εε)([id]

ε
β ) = P−1(

1
25

[
9 12
12 16

]
)P,

所以

[
1 0
0 0

]
和 1

25

[
9 12
12 16

]
為 similar.

Corollary 7.1.3 告訴我們，一個 linear operator 選取不同的 ordered basis, 其表現矩
陣會有 similar 的關係. 反過來, 當給定 A ∈Mn×n(F), 我們可以考慮 LA : Fn → Fn, 其定義
為 LA(v) = Av, ∀v ∈ Fn 這一個 linear operator. 此時 LA 對 Fn 的 standard ordered basis
ε = (e1, . . . ,en) 的表現矩陣 [LA]

ε
ε 就是 A. 現若 B ∈ Mn×n(F) 且 B 和 A similar, 亦即存在

invertible matrix U 滿足 B =U−1AU . 現考慮 ordered basis β = (v1, . . . ,vn), 其中 vi 是 U 的

i-th column, 則依定義 U = [idFn ]εβ , 也因此由 Corollary 7.1.3 知 B 是 LA 用 β 所得的表現矩

陣, 即 B = [LA]
β
β . 從這裡我們知道, 以後要探討兩個相似矩陣的問題, 我們都可以將之視為

是同一個 linear operator 利用不同的 ordered basis 所得的表現矩陣.

7.2. Characteristic Polynomial

給定 A ∈ Mn×n(F), 以及 v ∈ Fn, 在數學上常會探討 Akv 其中 k 為任意正整數的問題.
例如 Fibonacci sequence F1,F2, . . . . 是一組滿足 Fk+1 = Fk +Fk−1 的遞迴數列. 若我們令

A =

[
1 1
1 0

]
且對任意 k ≥ 2 令 vk =

[
Fk

Fk−1

]
, 則

Avk =

[
1 1
1 0

][
Fk

Fk−1

]
=

[
Fk +Fk−1

Fk

]
=

[
Fk+1
Fk

]
= vk+1.
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因此我們有 v3 = Av2, v4 = Av3 = A(Av2) = A2v2, . . . , 這樣一直下去可得 vk+1 = Ak−1v2. 也就
是說對於任意 k ≥ 2, 我們只要能算出 Ak−1v2, 就能求出 Fk+1 為何.

一搬來說當 k 越大時, 計算 Akv 就越困難. 不過在一種特殊其況, 即當存在 λ ∈ R 使
得 Av = λv 時, 我們有 A2v = A(Av) = A(λv) = λ (Av) = λ 2v. 同理我們會有 A3v = λ 3v, . . . ,
Akv = λ kv. 也就是說在這種情況之下, 就很容易計算出 Akv. 因此我們對於怎樣的 v 會存在
λ ∈ R 使得 Av = λv 特別有興趣. 所以有以下的定義.

Definition 7.2.1. 假設 A ∈Mn×n(F). 若對於非零向量 v ∈ Fn, 存在 λ ∈ F 使得 Av = λv, 則
稱 v 為 A 的一個 eigenvector, 而此 λ 稱為 A 的一個 eigenvalue.

注意, 依定義 A 的 eigenvector 一定是非零向量. 又若 v 是 A 的一個 eigenvector, 且
λ ,λ ′ ∈R 滿足 Av = λv = λ ′v, 則由 (λ −λ ′)v = 0 以及 v ̸= 0, 可得 λ = λ ′. 因此對於 A 的一

個 eigenvector v 一定有也僅有一個實數 λ 會滿足 Av = λv. 此時我們稱 eigenvector v 所對
應的 eigenvalue 為 λ .

Question 7.2. 假設 A ∈Mn×n(F), v ∈ Fn 為非零向量滿足 Av = 0. 是否 v 為 eigenvector?
其所對應的 eigenvalue 為何?

Example 7.2.2. 考慮

A =

[
1 3
4 2

]
,v1 =

[
1
−1

]
,v2 =

[
3
4

]
,v3 =

[
4
3

]
.

我們有

Av1 =

[
1 3
4 2

][
1
−1

]
=

[
−2
2

]
=−2

[
1
−1

]
=−2v1.

所以 v1 是 A 的一個 eigenvector, 而 −2 是其對應的 eigenvalue. 同樣的

Av2 =

[
1 3
4 2

][
3
4

]
=

[
15
20

]
= 5

[
3
4

]
= 5v2.

所以 v2 是 A 的一個 eigenvector, 而 5 是其對應的 eigenvalue. 然而

Av3 =

[
1 3
4 2

][
4
3

]
=

[
13
22

]
̸∈ Span(

[
4
3

]
).

所以 v3 不是 A 的一個 eigenvector.

首先我們看一些 eigenvector 和 eigenvalue 的性質.

Proposition 7.2.3. 假設 A ∈Mn×n(F), v ∈ Fn 是 A 的 eigenvector 且其 eigenvalue 為 λ .

(1) 若 c ∈ F 且 c ̸= 0, 則 cv 亦為 A 的一個 eigenvalue 為 λ 的 eigenvector.

(2) 若 v′ ∈ Fn 亦為 A 的一個 eigenvalue 為 λ 的 eigenvector 且 v+v′ ̸= 0, 則 v+v′ 亦
為 A 的一個 eigenvalue 為 λ 的 eigenvector.

Proof. 依假設我們知道 v ̸= 0 且 Av = λv.
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(1) 令 w = cv, 由於 c ̸= 0 且 v ̸= 0, 我們知 w ̸= 0. 現考慮

Aw = A(cv) = c(Av) = c(λv) = λ (cv) = λw.

得證 w = cv 為 A 的一個以 λ 為 eigenvalue 的 eigenvector.

(2) 令 u = v+v′. 依假設 Av′ = λv′ 且 u ̸= 0. 現考慮

Au = A(v+v′) = Av+Av′ = λv+λv′ = λ (v+v′) = λu.

得證 u = v+v′ 為 A 的一個以 λ 為 eigenvalue 的 eigenvector.

□

Question 7.3. 假設 A ∈ Mn×n(F) 且 v1,v2 ∈ Fn 皆為 A 的一個以 eigenvalue 為 λ 的
eigenvector. 證明若 w ∈ Span(v1,v2) 且 w ̸= 0, 則 w 也是 A 的一個以 eigenvalue 為 λ 的
eigenvector.

要注意, Question 7.3 並不是說任意兩個 eigenvector 的線性組合仍為 eigenvector. 必須
是它們所對應的 eigenvalue 是一樣的才會對. 例如在 Example 7.2.2 中雖然 v1,v2 都是 A 的

eigenvector, 但 v3 = v1 +v2 就不是 A 的 eigenvector.

在 Example 7.2.2 中 A ∈M2×2(R), 而 v1,v2 不平行, 所以 v1,v2 形成 R2 的一組 basis.
另一方面 v1,v2 都是 A 的 eigenvector. 這樣的矩陣 A 是很特別的, 我們對有這樣特點的
matrix 給了以下的定義.

Definition 7.2.4. 假設 A ∈Mn×n(F). 若存在 Fn 的一組 basis v1, . . . ,vn 其中每個 vi 皆為 A

的 eigenvectors, 則稱 A 為 diagonalizable (可對角化).

為甚麼稱為 diagonalizable呢? 這是因為若 v1, . . . ,v ∈ Fn 是 Fn 的一組 basis且皆為 A的

eigenvectors, 又假設它們所對應的 eigenvalues 分別為 λ1, . . . ,λn. 亦即 Av1 = λ1v1, . . . ,Avn =

λnvn. 此時由矩陣乘法的定義我們有

A


∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 v2 · · · vn∣∣ ∣∣ ∣∣
=


∣∣ ∣∣ ∣∣

Av1 Av2 · · · Avn∣∣ ∣∣ ∣∣
=


∣∣ ∣∣ ∣∣

λ1v1 λ2v2 · · · λnvn∣∣ ∣∣ ∣∣
 .

另一方面若考慮 (i, i)-th entry 為 λi 的 n×n diagonal matrix D(即對角線第 i 個位置為 λi

而對角線外其餘位置皆為 0), 則我們有
∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 v2 · · · vn∣∣ ∣∣ ∣∣
D =


∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 v2 · · · vn∣∣ ∣∣ ∣∣



λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 0 λn

=


∣∣ ∣∣ ∣∣

λ1v1 λ2v2 · · · λ3vn∣∣ ∣∣ ∣∣
 .

因此若令 C =


∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 v2 · · · vn∣∣ ∣∣ ∣∣
, 則我們有 AC =CD. 現又因 C 的 column 之間為 linearly

independent 且有 n 個 column, 我們得 C 的 rank 為 n, 因此由 C 為 n× n matrix 得知
C 為 invertible (參見 Theorem 2.5.2). 因此我們可將 AC = CD 改寫成 D = C−1AC. 反之,
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若存在一個 n× n invertible matrix 使得 C−1AC 為 diagonal matrix D, 則因 C 為 n× n

invertible matrix, 所以 C 的 n 個 column vectors 形成 Fn 的一組 basis. 又因為 AC = CD,
由上面矩陣乘法的性質知 C 的 i-th column 就會是 A 以 D 的 (i, i)-th entry 為 eigenvalue
的 eigenvector. 所以 C 的 column vectors 就是 Fn 的一組 basis 且為 A 的 eigenvectors,
也就是說 A 為 diagonalizable. 前面曾經提過, 形如 U−1AU (其中 U 為 n× n invertible
matrix) 這樣的 matrix 就稱為和 A 為 similar 的 matrix. 因此由這裡的討論, 我們知道 A

為 diagonalizable 就等同於 A 和一個 diagonal matrix 是 similar. 這也就是 diagonalizable
這個名稱的原因.

Example 7.2.5. 考慮 Example 7.2.2 中

A =

[
1 3
4 2

]
,v1 =

[
1
−1

]
,v2 =

[
3
4

]
.

由於 v1,v2 為 A 的 eigenvectors 且可形成 R2 的一組 basis, 我們知 A 為 diagonalizable. 事

實上若令 C =

[
1 3
−1 4

]
, 則由

AC =

[
1 3
4 2

][
1 3
−1 4

]
=

[
−2 15
2 20

]
=

[
1 3
−1 4

][
−2 0
0 5

]
=C

[
−2 0
0 5

]
.

故得 C−1AC =

[
−2 0
0 5

]
為 diagonal matrix.

要如何找到一個 n× n matrix 的 eigenvector 及其對應的 eigenvalue 呢? 其實一般的
找法是先找到 eigenvalue, 然後再找出與其對應的 eigenvector. 首先觀察若 λ ∈ F 是 A 的

eigenvalue, 表示存在一個非零向量 v ∈ Fn 使得 Av = λv. 由於 Inv = v, 所以看成矩陣的運算
λv = (λ In)v. 因此 Av = λv 就等同於 (A−λ In)v = 0. 換言之, λ 是 A 的 eigenvalue 等同於
由 n×n matrix A−λ In 所對應的 linear system (A−λ In)x = 0 有 nontrivial solution x = v.
由 Theorem 2.5.9, 這又等同於 A−λ In 不是 invertible, 再由 Theorem 5.2.6(1) 知這也等同
於 det(A−λ In) = 0. 總言之, 要找到 A 的 eigenvalue λ 就是要找到 λ 滿足 det(A−λ In) = 0.

要怎樣找到 λ 滿足 det(A− λ In) = 0 呢? 假設 A = [ai j], 若我們將 t 視為變數, 考慮
det(A− tIn). 由於

A− tIn =


a11 − t a12 · · · a1n

a21 a22 − t · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann − t


利用數學歸納法, 我們可以證明 det(A− tIn) 會是一個以 t 為變數的 n 次實係數多項式. 而若
t = λ 為此多項式的一實數根, 則 λ 就會滿足 det(A−λ In) = 0, 也就是說 λ 就會是 A 的一個

eigenvalue. 反之, 若 λ 就會是 A 的一個 eigenvalue, 就表示 t = λ 會是多項式 det(A− tIn)

的一個根. 由此可知多項式 det(A− tIn) 可以讓我們完全掌握 A 的 eigenvalue, 我們因而給它
一個特別的定義.

Definition 7.2.6. 假設 A ∈Mn×n(F), 考慮以 t 為變數的多項式 pA(t) = det(A− tIn). 我們
稱 pA(t) 為 A 的 characteristic polynomial (特徵多項式)..
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從上面的討論我們知道 λ ∈ F為 characteristic polynomial pA(t)的一個根若且唯若 λ 為
A 的 eigenvalue. 這裡要注意要談論 eigenvalue 是必須強調在哪一個 field 的 eigenvalue. 例
如當 A ∈Mn×n(R), 其 characteristic polynomial pA(t)是一個實係數多項式, 不過 pA(t)有可

能有非實數的虛根. 此時這個虛根不會是 A 在 Rn 中的 eigenvector 所對應的 eigenvalue. 事
實上如果 λ ∈C\R 是 pA(t) 的一個虛根, 此時假設存在 v ∈Rn 使得 Av = λv. 由於 Av ∈Rn,
但 λv ̸∈ Rn, 所以 Av = λv 不可能成立. 不過依前面的探討我們知道一定會有 w ∈ Cn 滿

足 Aw = λw. 在這個課程裡, 當我們探討矩陣 A ∈Mn×n(F) 的 eigenvalue 時, 若沒有特別
說明, 都僅討論在 F 的 eigenvalue. 例如當我們討論實矩陣時, 我們考慮 eigenvalue 僅考慮
characteristic polynomial 的實根.

Example 7.2.7. 考慮 B =

 −1 4 2
−1 3 1
−1 2 2

, 此時 A 的 characteristic polynomial 為

pB(t) = det(B− tI3) = det

 −1− t 4 2
1 3− t 1
−1 2 2− t

 .
對第一個 row 降階求行列式得

pA(t) = (−1− t)det
[

3− t 1
2 2− t

]
−4det

[
−1 1
−1 2− t

]
+2det

[
−1 3− t
−1 2

]
.

化簡可得 pA(t) = −(t −1)2(t −2). 也因此 t = 1 和 t = 2 為 A 的 characteristic polynomial
的二實根, 也因此得 A 有兩個 eigenvalues 1,2.

接下來我們說明當 A ∈ Mn×n(F) 時, 其 characteristic polynomial det(A− tIn) 確實是 t

的多項式. 首先觀察當我們在利用降階求 determinant 時, 其實是一些乘積之和. 利用數學
歸納法可得這些乘積是由每一個 column 中的某個元素相乘而得而且它們都不會在同一個
row. 例如當我們計算 2×2 matrix

[
a b
c d

]
的 characteristic polynomial det

[
a− t b

c d − t

]
時不難發現會貢獻 t 的最高次項乘積的是 (a− t)(d − t) 而另一個乘積 bc 就僅影響到常

數項, 因此其最高次項 t2 與次高次項 t 的係數就完全由 (a− t)(d − t) 的 t2 與 t 的係數即

at2 − (a+ d)t 所決定. 現考慮 3× 3 matrix A =

 a b c
d e f
g h i

 的 characteristic polynomial.

利用對第一個 row 降階的方式我們有

det

 a− t b c
d e− t f
g h i− t

= (a− t)det
[

e− t f
h i− t

]
−bdet

[
d f
g i− t

]
+ cdet

[
d e− t
g h

]
.

從前面 2× 2 的情形我們看出 det
[

e− t f
h i− t

]
的 t2 與次高次項 t 的係數就完全由

(e− t)(i− t) 的 t2 與 t 的係數所決定, 因此 (a− t)(e− t)(i− t) 貢獻出 t3 和 t2 的係數. 而

det
[

d f
g i− t

]
和 det

[
d e− t
g h

]
最多僅有 t 的一次出現, 因此得 det(A− tI3) 的 t3 和 t2

的係數完全由 (a− t)(e− t)(i− t) 所決定. 也就是說 A 的 chacteristic polynomial pA(t) 為

3 次多項式且其最高次的兩項為 (−1)3t3 +(−1)2(a+ e+ i)t2. 這裡 a,e, i 為 A 的 diagonal
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entries, 它們之和 a+ e+ i 我們稱為 A 的 trace, 用 tr(A) 來表示. 利用數學歸納法, 我們
可得當 A = [ai j] 為 n× n matrix 時, A 的 characteristic polynomial pA(t) = det(A− tIn) 為

t 的 n 次實係數多項式, 且其最高次的兩項是由 (a11 − t)(a22 − t) · · ·(ann − t) 所貢獻因此為

(−1)ntn +(−1)n−1(a11 + · · ·+ ann)tn−1. 由於 A 的 diagonal entries 之和 a11 + · · ·+ ann 我們

定為 tr(A), 因此有以下之結論.

Proposition 7.2.8. 假設 A ∈Mn×n(F). 則 A 的 characteristic polynomial 為 t 的 n 次實

係數多項式. 其 tn 項係數為 (−1)n, tn−1 項係數為 (−1)n−1tr(A) 而常數項係數為 det(A).

Proof. 令 pA(t) = det(A− tIn), 由前面的討論我們僅剩討論 pA(t) 的常數項. 由於 pA(t) 是

多項式所以它的常數項是 pA(0) = det(A−0In) = det(A). □

Question 7.4. 假設 A ∈Mn×n(F). 試問 A 最多會有幾個相異的 eigenvalues?

Example 7.2.9. 考慮 Example 7.2.2 中 A =

[
1 3
4 2

]
的 characteristic polynomial pA(t). 由

於 tr(A) = 1+2 = 3 以及 det(A) = 2−12 =−10, 利用 Proposition 7.2.8 可得

pA(t) = (−1)2t2 +(−1)3t +(−10) = t2 −3t −10.

事實上利用 characteristic polynomial 的定義直接計算可得

pA(t) = det
[

1− t 3
4 2− t

]
= (1− t)(2− t)−12 = t2 −3t −10.

分解後可得 −2,5 為 A 的 eigenvalues.

接下來我們介紹一個和 eigenvalue 有關的定義. 若 λ ∈ F 是 A 的 eigenvalue. 由於 t = λ
會是 A 的 characteristic polynomial pA(t) = det(A− tIn) 的一個根. 由因式定理知 t −λ 會
整除 pA(t). 若 (t −λ )m 可整除 pA(t), 但 (t −λ )m+1 不能整除 pA(t), 則我們稱 eigenvalue λ
的 algebraic multiplicity (代數重根數) 為 m. 當然了當 t = λ 是 pA(t) 的一個單根, 我們就
說 λ 的 algebraic multiplicity 為 1. 例如 Example 7.2.7 中 B 有兩個 eigenvalue 1 和 2, 其
中 eigenvalue 1 的 algebraic multiplicity 為 2, 而 eigenvalue 2 的 algebraic multiplicity 為
1. 而 Example 7.2.9 中 A 的兩個 eigenvalue −2,5 其 algebraic multiplicity 皆為 1. 有關
algebraic multiplicity 的性質, 以後我們還會進一步討論.

Question 7.5. Identity matrix In 的 eigenvalue 有哪些? 其 algebraic multiplicity 為何?

最後我們介紹一些和 characteristic polynomial 有關的性質. 一般來說兩個 n × n

matrices 的 characteristic polynomial 可能不相同. 不過在一種特殊情況之下, 它們的
characteristic polynomial 會一樣. 前面提過當 A,B 為 n× n matrices, 若存在 n× n 的

invertible matrix U , 使得 B =U−1AU , 則我們稱 A,B 為 similar (關於這個定義的原因我們
以後會再詳述). 此時我們可得 A 和 B 的 characteristic polynomial 是相同的.

Proposition 7.2.10. 假設 A,B 為 n×n matrices 且存在 n×n 的 invertible matrix U 滿足

B =U−1AU . 則 A 和 B 有相同的 characteristic polynomial.
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Proof. 依假設 B 的 characteristic polynomial 為 det(B− tIn) = det(U−1AU − tIn). 然而依矩
陣乘法性質

U−1(A− tIn)U =U−1AU −U−1(tIn)U =U−1AU − tU−1InU =U−1AU − tIn.

因此再由 determinant 的性質 (Theorem 5.2.6) 得

det(B− tIn) = det(U−1(A− tIn)U) = det(U−1)det(A− tIn)det(U) = det(A− tIn).

得證 A 和 B 有相同的 characteristic polynomial. □

另一個會有相同的 characteristic polynomial的情況就是 A和 At 有相同的 characteristic
polynomial.

Proposition 7.2.11. 假設 A ∈Mn×n(F), 則 A 和 At 有相同的 characteristic polynomial

Proof. 利用 trnaspose 的性質 (A− tIn)
t = At − tIt

n = At − tIn (Proposition 2.2.4), 故利用
Theorem 5.2.6 (3), 我們有

PAt(t) = det(At − tIn) = det((A− tIn)
t) = det(A− tIn) = PA(t).

□

Question 7.6. 試說明 A 和 At 有相同的 eigenvalues 且對每個 eigenvalue 其在 A 和 At 的

algebraic multiplicity 也相同.

7.3. Eigenspace 和 Eigenvector

我們了解了如何找到一個 n× n matrix 的 eigenvalue 之後, 接下來便是要找出這些 eigen-
value 所對應的 eigenvectors.

假設 A ∈Mn×n(F) 且 λ ∈ F 為 A 的一個 eigenvalue. 由於 det(A−λ In) = 0, 我們知聯立
方程組 (A−λ In)x = 0 存在非零的 nontrivial solution. 現假設 v ∈ Fn 為非零向量且 x = v
為 (A−λ In)x = 0 的一組解. 此即表示 v 滿足 (A−λ In)v = 0, 亦即 Av = λv. 故此時 v 為
A 的一個以 λ 為 eigenvalue 的 eigenvector. 反之, 若 v 為 A 的一個以 λ 為 eigenvalue 的
eigenvector, 則 x = v 必為 (A−λ In)x = 0 的一組 nontrivial solution. 因此我們只要掌握
n×n matrix A−λ In 的 nullspace (即 {v ∈ Fn | (A−λ In)v = 0}) 中的非零向量就會是 A 相對

於 λ 的 eigenvector. 由於 nullspace 是 vector space, 因此我們有以下的定義.

Definition 7.3.1. 假設 A ∈ Mn×n(F) 且 λ ∈ F 為 A 的一個 eigenvalue. 則 A− λ In 的

nullspace 稱為 A 對於 eigenvalue λ 的 eigenspace. 我們用 EA(λ ) 來表示.

要注意對於 λ 的 eigenspace 並不是由以 λ 為 eigenvalue 的 eigenvectors 所組成. 這是
因為零向量 0不是 eigenvector, 但 vector space必須包含 0. 所以對於 λ 的 eigenspace應該
是由所有以 λ 為 eigenvalue的 eigenvectors 和 0 所組成. 那為什麼要讓它形成 vector space
呢? 因為 vector space 有其方便性, 例如有了 vector space 我們就可以利用 dimension 來知
道它的大小. 因此我們定義 EA(λ ) 的 dimension 為 eigenvalue λ 的 geometric multiplicity
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(幾何重根數). 要注意 eigenvalue λ 的 algebraic multiplicity 無法讓我們知道 λ 所對應的
eigenvectors 的多寡, 而是 λ 的 geometric multiplicity 可以提供這一個訊息.

Example 7.3.2. 考慮 A =

[
1 3
4 2

]
, B =

 −1 4 2
−1 3 1
−1 2 2

. 由前面 Example 7.2.7, Example

7.2.9 我們已計算出 A 和 B 的 characteristic polynomial 分別為 pA(t) = (x + 2)(x − 5),
pB(t) =−(t −1)2(t −2). 接下來我們分別計算 A 和 B 的 eigenspace.

首先考慮 A 對於 eigenvalue −2 的 eigenspace, 亦即找出 A− (−2I2) =

[
3 3
4 4

]
的

null space. 經由 elementary row operations, 可化為 echelon form
[

1 1
0 0

]
. 可得 EA(1) =

Span(
[

1
−1

]
). 也就是說 A 對於 eigenvalue 為 −2 的 eigenvector 就是那些和

[
1
−1

]
平行

的 nonzero vector. 由於 dim(EA(−2)) = 1, 我們也得到 A 對於 eigenvalue −2 的 geometric

multiplicity 為 1. 至於 A 對於 eigenvalue 5 的 eigenspace, 亦即找出 A−5I2 =

[
−4 3
4 −3

]
的 null space. 經由 elementary row operations, 可化為 echelon form

[
−4 3
0 0

]
. 因此得

EA(5) = Span(
[

3
4

]
). 也就是說 A 對於 eigenvalue 為 5 的 eigenvector 就是那些和

[
3
4

]
平行的

nonzero vector,我們也得到 A對於 eigenvalue 5的 geometric multiplicity為 1. 在 Example
7.2.2 中我們舉出 A 的 eigenvector 的例子其實是這樣得到的.

接著考慮 B 對於 eigenvalue 1 的 eigenspace, 亦即找出 B − I3 =

 −2 4 2
−1 2 1
−1 2 1

 的
null space. 經由 elementary row operations, 可化為 echelon form

 1 −2 −1
0 0 0
0 0 0

. 可得

EB(1) = Span(

2
1
0

,
1

0
1

). 也就是說 B 對於 eigenvalue 為 1 的 eigenvector 就是那些由

2
1
0


和

1
0
1

 的 linear combination 所得的 nonzero vector. 例如 v =

4
1
2

=

2
1
0

+2

1
0
1

 就滿足

Bv =

 −1 4 2
−1 3 1
−1 2 2

4
1
2

=

4
1
2

= v.

由於 dim(EB(1)) = 2, 我們也得到 B 對於 eigenvalue 1 的 geometric multiplicity 為 2. 至

於 B 對於 eigenvalue 2 的 eigenspace, 亦即找出 B− 2I3 =

 −3 4 2
−1 1 1
−1 2 0

 的 null space.

經由 elementary row operations, 可化為 echelon form

 1 −2 0
0 1 −1
0 0 0

. 因此得 EB(2) =
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Span(

2
1
1

). 也就是說 B 對於 eigenvalue 為 2 的 eigenvector 就是那些和

2
1
1

 平行的
nonzero vector, 我們也得到 B 對於 eigenvalue 2 的 geometric multiplicity 為 1.

在 Proposition 7.2.3 中我們知道兩個有相同 eigenvalue 的 eigenvectors 其線性組合只
要不是 0, 就會是有同樣 eigenvalue 的 eigenvector. 所以一般在探討一個 n× n 矩陣的

eigenvector 時, 我們只要寫下其 eigenspace 的一組基底即可.

以前我們提過有關 matrix 的問題都可以轉換成 linear transformation 的問題, 反之亦
然. 回顧一下當 V 是 over F 的 vector space, 則一個 linear transformation T : V → V , 稱
為一個 linear operator. 特別地當 dimF(V ) = n, 且 β 是 V 的一組 ordered basis, 則 T 利

用這組 ordered basis 所得的 matrix representation [T ]β 會是一個 n×n matrix. 注意這裡
因為定義域和對應域都是 V 所以兩邊是選同樣的 ordered basis, 因此我們將原本 matrix
representation 的表示法 [T ]ββ 省略寫成 [T ]β . 方陣 [T ]β 的 eigenvalue 和 eigenvector 會

和 T 有甚麼關係呢? 假設 β = (v1, . . . ,vn), 而

c1
...

cn

 ∈ Fn 是 [T ]β 的一個 eigenvector 且其

eigenvalue 為 λ , 此時我們有

[T ]β

c1
...

cn

= λ

c1
...

cn

=

λc1
...

λcn

.
若令 v = c1v1 + · · ·+ cnvn, 回顧一下在 Proposition 6.3.14 中告訴我們這表示 T (v) 用 β 這

組 ordered basis 的坐標表示應該是

λc1
...

λcn

. 也就是說
T (v) = λc1v1 + · · ·+λcnvn = λ (c1v1 + · · ·+ cnvn) = λv.

反之, 若 v = c1v1 + · · ·+ cnvn ∈V 滿足 T (v) = λv, 則由 Proposition 6.3.14 知

c1
...

cn

 ∈ Fn 是

[T ]β 的一個 eigenvector 且其 eigenvalue 為 λ . 也因此我們有以下的定義.

Definition 7.3.3. 假設 V 是一個 vector space over F 且 T : V →V 是一個 linear operator.
若對 v ∈ V , 存在 λ ∈ F 滿足 T (v) = λv, 則稱 v 為 T 的一個 eigenvector, 且 λ 為其
eigenvalue.

Example 7.3.4. 考慮 Linear operator T : P2(R)→ P2(R) 定義為

T ( f (x)) = f (x)+(x+1) f ′(x), ∀ f (x) ∈ P2(R).

此時令 g(x) = x2 +2x+1, 則

T (g(x)) = (x2 +2x+1)+(x+1)(2x+2) = 3(x2 +2x+1) = 3g(x).

故 x2 +2x+1 是 T 的一個 eigenvector 且其 eigenvalue 為 3.
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在 Proposition 7.2.3, 我們提到關於方陣的 eigenvalue 和 eigenvector 的性質. 事實上這
性質對 linear operator 也是對的, 我們有以下的性質. 由於證明方法和矩陣的情形一致, 我
們就不再證明了.

Proposition 7.3.5. 假設 V 是一個 vector space over F 且 T : V → V 是一個 linear
operator. 又假設 v1,v2 為 T 的 eigenvectors 且其 eigenvalue 皆為 λ ∈ F. 若 c1,c2 ∈ F 且
c1v1 + c2v2 ̸= 0, 則 c1v1 + c2v2 也會是 T 的一個以 λ 為 eigenvalue 的 eigenvector.

回顧一下在 Mn×n(F) 的情形, 我們有所謂 diagonalizable matrix, 也就是說這樣的矩陣
可以在 Fn 找到一組由 eigenvectors 所組成的 basis. 同樣的對於 linear operator, 我們也有
以下的定義.

Definition 7.3.6. 假設 V 是一個 vector space over F 且 T : V →V 是一個 linear operator.
若 V 中存在一組 basis v1, . . . ,vn其中每個 vi皆為 T 的 eigenvectors,則稱 T 為 diagonalizable
(可對角化).

為何這樣子的 linear operator 會稱為 diagonalizable 呢? 其原因比矩陣的情況更容易讓
人理解. 事實上如果 β = (v1, . . . ,vn) 是 V 的一組 ordered basis 且 vi 皆為 T 的 eigenvector.
假設 λi 就是 vi 所對應的 eigenvalue, 亦即 T (vi) = λivi, ∀ i ∈ {1, . . . ,n}. 此時考慮 T 利用 β
所得的 matrix representation [T ]β . 回顧一下 [T ]β 的 1-st column是 T (v1) = λ1 用 β 寫下的

坐標表示, 即


λ1
0
...
0

= λ1e1. 而對一般的 i ∈ {1, . . . ,n}, [T ]β 的 i-th column 就是 T (vi) = λiv1

用 β 寫下的坐標表示, 即 λiei. 也因此 [T ]β 就是


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 0 λn

 這樣的 diagonal

matrix.

要怎樣找一個 linear operator T : V → V 的 eigenvalue 和 eigenvector 呢? 從前面一開
始的說明可以知道, 任取 V 的一組 ordered basis β , 只要考慮其 matrix representation [T ]β
的 eigenvalue 和 eigenvector 就可以還原成 T 的 eigenvalue 和 eigenvector 了, 我們看以下
的例子.

Example 7.3.7. 考慮 Example 7.3.4 中的 linear operator T : P2(R)→ P2(R), 以及 P2(R)
的 standard basis ε = (1,x,x2). 由於依定義 T (1) = 1, T (x) = 2x+ 1, T (x2) = 3x2 + 2x, 我

們得 [T ]ε =

1 1 0
0 2 2
0 0 3

 . 因為 [T ]ε 是上三角矩陣, 很容易求得其 characteristic polynomial

為 (1− t)(2− t)(3− t). 得知 [T ]ε 的 eigenvalue 為 1,2,3 (事實上這也是 T 的 eigenvalue).
接下來我們利用解 [T ]ε 的 eigenspace 得 [T ]ε 的 eigenvectors. 對於 eigenvalue 1 所得的

eigenspace 就是

0 1 0
0 1 2
0 0 2

 的 null space, 即 Span(

1
0
0

). 然而
1

0
0

 是 1 在 P2(R) 利用 ε 所
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得的坐標表示. 故知 Span(1) 中的非 0 元素是 T 的 eigenvector 且其 eigenvalue 為 1. 事實

上我們有 T (1) = 1, 對於 [T ]ε 的 eigenvalue 2 所得的 eigenspace 就是

−1 1 0
0 0 2
0 0 1

 的 null

space, 即 Span(

1
1
0

). 然而
1

1
0

 是 x+1 在 P2(R) 利用 ε 所得的坐標表示. 故知 Span(x+1)

中的非 0元素是 T 的 eigenvector且其 eigenvalue為 2. 事實上我們有 T (x+1) = 2(x+1),對

於 [T ]ε 的 eigenvalue 3 所得的 eigenspace 就是

−2 1 0
0 −1 2
0 0 0

 的 null space, 即 Span(

1
2
1

).
然而

1
2
1

 是 x2 + 2x+ 1 在 P2(R) 利用 ε 所得的坐標表示. 故知 Span(x2 + 2x+ 1) 中的

非 0 元素是 T 的 eigenvector 且其 eigenvalue 為 3. 事實上在 Example 7.3.4 中我們算過
T (x2 +2x+1) = 3(x2 +2x+1),

因為 {1,x+1,x2+2x+1}是 T 的 eigenvectors且是 P2(R)的一組 basis,所以我們知 T 是

diagonalizable. 事實上若考慮 ordered basis β = (1,x+1,x2 +2x+1), 則 [T ]β =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

最後我們要強調, 在求 linear operator T : V →V 的 eigenvalue 和 eigenvector 時, 不必
擔心選取 V 的 ordered basis 為何. 這是因為 eigenvalue 和 eigenvector 的定義和 T 有關,
而和 V 的 ordered basis 無關. 所以即使選取 V 的 ordered basis 不同會造成不同的矩陣表
示, 所得的 eigenvalue 和 eigenvector 都可得到同樣 T 的 eigenvalue 和 eigenvector. 事實
上我們知道, 當 V 選取不同的 ordered basis β ,β ′, 雖然 [T ]β 和 [T ]β ′ 會不同, 但它們會是
similar, 所以它們會有同樣的 characteristic polynomial (Proposition 7.2.10), 因此有同樣的
eigenvalues. 最後要提醒的是, 在選取 V 的 ordered basis 使用表現矩陣來求 eigenvalue 和
eigenvector 時, 定義域和對應域都要使用同樣的 ordered basis, 否則這樣的表現矩陣所求得
的 eigenvalue 和 eigenvector 和 T 的 eigenvalue 和 eigenvector 的定義是不吻合的.

基於上面的探討, 我們可以定義一個 linear operator T : V → V 的 characteristic poly-
nomial PT (t). 其定義的方法就是任取一個 V 的 ordered basis β , 若 A = [T ]ββ , 則定義
PT (t) = PA(t). 注意這樣定義出來的 characteristic polynomial 和 β 的選取無關. 主要的原
因是若取 V 的另一組 ordered basis, 其表現矩陣會和 A 是 similar. 所以利用 Proposition
7.2.10 知, similar matrix 的 characteristic polynomial 是一樣的, 所以 PT (t) 不會因遠取

的 ordered basis 不同而有所不同. 注意, 前面我們提過, T 的 eigenvalue 就是其表現矩
陣 A 的 characteristic polynomial 的根, 所以依此定義我們也可以說 T 的 eigenvalue 就是
T 的 characteristic polynomial 的根. 這裡唯一要注意的是 T 的 eigenvector 並不是 A 的

eigenvector. 事實上 T 的 eigenvector 並需用 ordered basis β 寫成 Fn 上的坐標表示法後,
才會是 A 的 eigenvector.
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7.4. Cayley-Hamilton Theorm

在這節中我們將介紹 Cayley-Hamilton Theorem. 首先我們先介紹 linear operator的 invari-
ant subspace, 再利用 invariant subspace 的概念證明 linear operator 的 Cayley-Hamilton
Theorem, 再因此推得矩陣的 Cayley-Hamilton Theorem.

在探討函數的理論時, 通常當定義域很大時, 我們可以透過所謂的 restriction 將函數限
制在較小的範圍來了解該函數. 給定一個函數 f : X → Y , 以及 X 中的子集合 S, 所謂 f 的

restriction on S, 用 f |S 表示, 就是將 f 的定義域縮小到 S, 其他對於 f 的映射方式都沒有改

變. 也就是說 f |S 是一個定義域為 S 的函數 f |S : S → Y , 且對於任意 s ∈ S, f |S(s) = f (s), 不
過若 x ∈ X 但 x ̸∈ S, 則 f |S(x) 是無定義的. 現若 T : V → V 是 linear operator, W 為 V 的

subspace, 則 T |W 依然會是一個 linear transformation (只是定義域在 W 上). 不過 T |W 未
必會是一個 linear operator, 因為 T 未必會將 W 中的元素映射到 W . 如此一來, 我們就不
能將過去探討 linear operator 的理論運用在 T |W 上了. 為了達到 T |W 仍為 linear operator
的目的, 我們必須選有特殊性質的 W (即 T 會將 W 的元素映射到 W ), 這樣就能套用 linear
operator 的理論了. 因此我們有以下的定義.

Definition 7.4.1. 假設 V 是一個 vector space over F 且 T : V →V 是 linear operator. 若
W 是 V 的 subspace 且滿足 T (W )⊆W (即 T (w) ∈W, ∀w ∈W ), 則稱 W 為一個 T -invariant
subspace.

要注意當 T : V →V 是 linear operator„ Definition 7.4.1, 告訴我們 W 是 T -invariant, 表
示 T (W )⊆W , 並不是說 T (W ) =W , 也不是說 T (w) = w, ∀w ∈W . 請大家不要誤解. 也就是
說要檢查 V 的 subspace W 是否為 T -invariant subspace, 我們僅要檢查是否所有 W 的元素

w 經由 T 的映射 (即 T (w)) 依然在 W 中. 當然了, 因 T 為 linear operator, 對任意 v ∈ V ,
皆有 T (v) ∈ V , 故 V 本身是 T -invariant. 還有因為 T 是 linear tansformation, 我們知道
T (0) = 0, 所以 zero space {0} 也是 T -invariant. 另外若 λ ∈ F 是 T 的 eigenvector, 則 λ 所
對應的 eigenspace ET (λ ) = {v ∈ V | T (v) = λv} 也會是 T -invariant subspace. 這是因為若
v ∈ ET (λ ), 則 T (v) = λv. 由於 ET (λ ) 是 V 的 subspace 且 v ∈ ET (λ ), 自然有 λv ∈ ET (λ ),
亦即 T (v) ∈ ET (λ ). 故 ET (λ ) 亦為 T -invariant. 另外我們過去熟悉的 T 的 range R(T ),
也是 T -invariant, 這是因為對任意 v ∈ V , 自然有 T (v) ∈ T (V ) = R(T ). 當然當 v ∈ R(T ),
由於 T : V → V 是 linear operator, 故 R(T ) ⊆ V , 因此我們依然有 T (v) ∈ R(T ). T 的 null
space N(T ) 也是 T -invariant. 這是因為對任意 v ∈ N(T ), 由於 T (v) = 0 且 0 ∈ N(T ) (別忘
了 T (0) = 0), 故 T (v) ∈ N(T ).

除了前面舉的幾個例子外,還有哪些 T -invariant subspace呢? 前面提過考慮 T -invariant
subspace 就是想將 T 的定義域縮小. 所以給定 v ∈ V , 我們很想知道甚麼是包含 v 最小的
T -invariant subspace. 假設 W 是包含 v 的 T -invariant subspace. 當然了, 我們有 v ∈ W .
不過由 W 是 T -invariant, 我們自然要有 T (v) ∈ W (因 v ∈ W ). 再由 T (v) ∈ W 以及 W 是

T -invariant,我們有 T (T (v)) = T 2(v)∈W . 如此一直下去我們知 T m(v)∈W , ∀m ∈N. 由此我
們知, 若 W 是包含 v 的 T -invariant subspace, 則 W 必須包含 {v,T (v),T 2(v), . . . ,T m(v), . . .}
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這個集合 (即 {T i(v) | i ∈ N}) 中所有的元素. 不過 W 是 subspace, 所以也必須包含所有這
些元素所 span 的 subspace, 所以我們有以下的定義.

Definition 7.4.2. 假設 T : V →V 是 linear operator. 對任意 v ∈V , 令

C(T,v) = Span{v,T (v),T 2(v), . . . ,T m(v), . . .}.

我們稱 C(T,v) 為 the T -cyclic space generated by v.

要注意若令 S = {v,T (v),T 2(v), . . . ,T m(v), . . .}, 雖然 S 中可能有無窮多個元素, 不過
依 span 的定義, C(T,v) = Span(S) 中的元素是 S 中有限多個元素的線性組合. 因此若
w ∈C(T,v) = Span(S), 表示存在 c0,c1, . . . ,cm ∈ F 使得 w = c0v+ c1T (v)+ · · ·+ cmT m(v) (其
中可能有些 ci = 0). 故得 T (w) = c0T (v)+ c1T 2(v)+ · · ·+ cmT m+1(v) ∈ Span(S) =C(T,v). 也
因此得證 c(T,v) 是 T -invariant subspace. 前面提過包含 v 的 T -invariant subspace 必包含
S, 故我們得到下面的定理.

Proposition 7.4.3. 假設 T : V →V 是 linear operator 且 v ∈V . 則 C(T,v) 是包含 v 最小
的 T -invariant subspace.

Question 7.7. 假設 V 是 vector space over F, T : V → V 是 linear operator 且 v ∈ V .
證明對任意 w ∈ C(T,v), 皆存在係數在 F 的多項式 f (x) 使得 w = f (T )(v). 依此得
C(T,v) = { f (T )(v) | f (x) ∈ F[x]}.

當 V 是 finite dimensional vector space over F, C(T,v) 為其 subspace, 故 C(T,v) 也是
finite dimensional. 如何知道 C(T,v) 的維度呢? 當然了, 若 v = 0, 則 T i(v) = T i(0) = 0,
∀ i ∈ N, 故此時 C(T,v) = {0}, 即 dim(C(T,v)) = 0. 因此我們僅考慮 v ̸= 0 的情況. 首先
我們考慮 v,T (v) 是否為 linearly independent. 若 v,T (v) 不是 independent, 由於 v ̸= 0,
故知存在 c ∈ F 使得 T (v) = cv. 由此知 T i(v) = civ ∈ Span(v), ∀ i ∈ N. 因此得 C(T,v) =
Span(v),即 dim(C(T,v)) = 1. 而若 v,T (v)為 independent,則我們考慮 v,T (v),T 2(v)是否為
independent. 若它們不是 independent,則由 v,T (v)為 independent知 T 2(v)∈ Span(v,T (v))
(Lemma 3.5.4). 因此存在 c,d ∈ F 使得 T 2(v) = cv+dT (v). 此時

T 3(v) = T (T 2(v)) = cT (v)+dT 2(v) = cT (v)+d(cv+dT (v)) = dcv+(c+d2)T (v).

因此得 T 3(v) ∈ Span(v,T (v)). 再利用數學歸納法, 我們可以證明 T i(v) ∈ Span(v,T (v)),
∀ i ∈ N, 因此知此時 C(T,v) = Span(v,T (v)), 即 dim(C(T,v)) = 2. 我們可以一直這樣探討下
去得到以下的定理.

Proposition 7.4.4. 假設 V 是 vector space over F, T :V →V 是 linear operator且 v∈V . 則
dim(C(T,v)) = m 若且唯若 m 是最大的 i 使得 v,T (v), . . . ,T i−1(v) 為 linear independent: 也
就是說 v,T (v), . . . ,T m−1(v)是 linear independent但 v,T (v), . . . ,T m−1(v),T m(v)不是 linearly
independent.

事實上若 dim(C(T,v)) = m, 則 v,T (v), . . . ,T m−1(v) 是 C(T,v) 的一組 basis.
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Proof. 首先我們用數學歸納法證明若 T m(v) ∈ Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)), 則

T i(v) ∈ Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)), ∀ i ∈ N.

由於已知 i ≤ m 成立, 我們直接歸納假設 T k(v) ∈ Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)) 成立. 現考
慮 T k+1(v). 由於 T k(v) ∈ Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)), 存在 c0,c1, . . . ,cm−1 ∈ F 使得 T k(v) =
c0v+ c1T (v)+ · · ·+ cm−1T m−1(v). 故

T k+1(v) = T (T k(v)) = c0T (v)+ c1T 2(v)+ · · ·+ cm−2T m−1(v)+ cm−1T m(v).

由於 T (v), . . . ,T m−1(v) 和 T m(v) 皆屬於 Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)), 得證

T k+1(v) ∈ Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)).

也因此證明了 T i(v) ∈ Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)), ∀ i ∈ N. 因而得知

C(T,v) = Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)).

現假設 dim(C(T,v)) = m, 我們先說明 v,T (v), . . . ,T m−1(v) 是 linearly independent. 若它
們不是 independent, 表示存在 k ≤ m−1 使得 T k(v) ∈ Span(v,T (v), . . . ,T k−1(v)), 依前面討
論, 此表示 C(T,v) = Span(v,T (v), . . . ,T k−1(v)), 亦即 C(T,v)是由 v,T (v), . . . ,T k−1(v)這 k 個

向量所展成. 然而 k ≤ m−1, 此與 dim(C(T,v)) = m 的假設相矛盾, 故知 v,T (v), . . . ,T m−1(v)
是 linearly independent. 既然 v,T (v), . . . ,T m−1(v) 是 independent 又可展成 C(T,v), 故知
它們形成 C(T,v) 的一組 basis. 然而 T m(v) ∈C(T,v), 故知 v,T (v), . . . ,T m−1(v),T m(v) 不是
linearly independent.

反之, 假設 v,T (v), . . . ,T m−1(v)是 linearly independent, 但 v,T (v), . . . ,T m−1(v),T m(v)不
是 linearly independent. 由 Lemma 3.5.4, 我們知 T m(v) ∈ Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)). 因
此再由前面討論得 C(T,v) = Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)). 亦即 v,T (v), . . . ,T m−1(v) 不只是
independent 且可展成 C(T,v). 故 v,T (v), . . . ,T m−1(v) 形成 C(T,v) 的一組 basis, 得證
dim(C(T,v)) = m. □

Question 7.8. 證明 dim(C(T,v)) = 1 若且唯若 v 是 T 的 eigenvector.

既然 C(T,v) 是 T -invariant, 我們知 T |C(T,v) : C(T,v)→C(T,v) 是 linear operator. 那麼
T |C(T,v)的 characteristic polynomial會是甚麼呢? 要求 T |C(T,v)的 characteristic polynomial,
我們要先找到 T |C(T,v) 的定義域 C(T,v) 的一組 ordered basis, 在利用這組 ordered basis 得
到 T |C(T,v) 的表現矩陣, 再求該矩陣的 characteristic polynomial. 根據 Proposition 7.4.4, 若
dim(C(T,v)) = m, 我們很自然的選 (v,T (v), . . . ,T m−1(v)) 這一組 C(T,v) 的 ordered basis.

接著我們來看 T |C(T,v) 用 β = (v,T (v), . . . ,T m−1(v)) 這一組 ordered basis 其表現矩陣
[T |C(T,v)]β 為何? 首先 [T |C(T,v)]β 的 1-st column 是 β 的第一個向量 (即 v) 經由 T 映射

後所得的向量 (即 T (v)) 用 ordered basis β 所得的坐標表示. 由於 T (v) 恰好是 β 的

第二個向量, 故其坐標表示為 e2 =


0
1
...
0

. 同理得 [T |C(T,v)]β 的 i-th column 為 ei+1, 其中
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1 ≤ i ≤ m−1. 至於 [T |C(T,v)]β 的最後一個 column, 應該是 β 的最後一個向量 (即 T m−1(v))
經由 T 映射後所得的向量 (即 T (T m−1(v)) = T m(v)) 用 ordered basis β 所得的坐標表示. 然
而 T m(v) ∈ Span(v,T (v), . . . ,T m−1(v)), 若假設 T m(v) = c0v+ c1T (v)+ · · ·+ cm−1T m−1(v), 其

中 c0,c1, . . . ,cm−1 ∈ F, 則 [T |C(T,v)]β 的最後一個 column 就是


c0
c1
...

cm−1

. 因此得

[T |C(T,v)]β =


0 0 · · · 0 c0
1 0 · · · 0 c1
...

...
...

...
0 0 · · · 0 cm−2
0 0 · · · 1 cm−1

 .
如何求這樣的矩陣的 characteristic polynomial 呢? 我們首先考慮 2× 2 矩陣的情形. 若

A2 =

[
0 c0
1 c1

]
, 直接計算可得 A2 的 characteristic polynomial 為

det(A2 − tI2) = det
[
−t c0
1 c1 − t

]
= t2 − c1t − c0.

而若 A3 =

0 0 c0
1 0 c1
0 1 c2

, 考慮矩陣 A3 − tI3 =

−t 0 c0
1 −t c1
0 1 c2 − t

 的 determinant, 由於我們可

以用數學歸納法處理, 所以不直接計算而是採用降階的方式處理. 對 A3 − tI3 的 1-st row 降
階求 determinant 得

det(A3 − tI3) = (−t)det
[
−t c1
1 c2 − t

]
+ c0 det

[
1 −t
0 1

]
.

其中第一個矩陣是前面 2×2 的情況可得其 determinant 為 t2 − c2t − c1, 而第二個矩陣式上
三角矩陣故其 determinant 為 1. 因此可得

det(A3 − tI3) = (−t)(t2 − c2t − c1)+ c1 =−(t3 − c2t2 − c1t − c0).

利用數學歸納法我們可以得到以下之結果.

Proposition 7.4.5. 假設 V 是 vector space over F, T : V →V 是 linear operator 且 v ∈V .
若 dim(C(T,v)) = m且 T m(v) = c0v+c1T (v)+ · · ·+cm−1T m−1(v),則 T |C(T,v) 的 characteristic
polynomial 為

(−1)m(tm − cm−1tm−1 −·· ·− c1t − c0).

Proof. 我們繼續剛才的討論, 利用數學歸納法求 m×m 矩陣

[T |C(T,v)]β =


0 0 · · · 0 c0
1 0 · · · 0 c1
...

...
...

...
0 0 · · · 0 cm−2
0 0 · · · 1 cm−1

 .
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的 characteristic polynomial. 對 1-st row 展開得

det


−t 0 · · · 0 c0
1 −t · · · 0 c1
...

...
...

...
0 0 · · · −t cm−2
0 0 · · · 1 cm−1 − t

=

(−t)det


−t 0 · · · 0 c1
1 −t · · · 0 c2
...

...
...

...
0 0 · · · −t cm−2
0 0 · · · 1 cm−1 − t

+(−1)m+1c0 det


1 −t · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 −t
0 0 · · · 0 1

 .
注意等式右邊的矩陣都是降階後的 (m−1)× (m−1) matrix. 其中第一個是歸納假設成立的
(m− 1)× (m− 1) matrix, 所以其 determinant 為 (−1)m−1(tm−1 − cm−1tm−2 − ·· ·− c2t − c1).
而第二個矩陣式對角線為 1 的 upper triangular matrix 故其 determinant 為 1. 因此得證其
characteristic polynomial 為 (−1)m(tm − cm−1tm−1 −·· ·− c2t2 − c1t − c0). □

利用 Proposition 7.4.5, 我們馬上可得以下結論.

Corollary 7.4.6. 假設 T : V → V 為 linear operator 且 v ∈ V 為非零向量. 令 g(x) 為

T |C(T,v) : C(T,v)→C(T,v) 的 characteristic polynomial. 則 g(T )(v) = 0.

Proof. 假設 dim(C(T,v))=m且 T m(v)= c0v+c1T (v)+ · · ·+cm−1T m−1(v). Proposition 7.4.5
告訴我們 T |C(T,v)的 characteristic polynomial為 g(x)= (−1)m(xm−cm−1xm−1−·· ·−c1x−c0).
因此

g(T )(v) = (−1)m(T m − cm−1T m−1 −·· ·− c1T − c0idC(T,v))(v)

= (−1)m(T m(v)− cm−1T m−1(v)−·· ·− c1T (v)− c0v) = 0.

□

Question 7.9. 假設 T : V →V 為 linear operator 且 v ∈V 為非零向量. 令 g(x) 為 T |C(T,v)

的 characteristic polynomial. 證明 g(T )|C(T,v) = 0.

Linear operator 限制在較小的 T -invariant subspace 基本上和原來的 operator 是相同
的, 因此它們的 characteristic polynomial 之間應該有關係. 接下來, 我們便是要探討它們
之間的關係. 假設 T : V → V 是 linear operator, 且 W 為 T -invariant subspace. 要討論 T

和 T |W 的 characteristic polynomial, 我們需找 W 和 V 的 ordered basis, 然後得到相對應
的表現矩陣, 再得到它們的 characteristic polynomial. 因為 W 是 V 的 subspace, 我們又
期待它們之間的 characteristic polynomial 相關. 自然的, 我們可以先找 W 的一組 ordered
basis β = (w1, . . . ,wk) 再將 β 擴大成 V 的一組 ordered basis γ = (w1, . . . ,wk,wk+1, . . . ,wn).
現假設 A = [T |W ]β , 注意 A 的 i-th column 就是 T (wi) 用 β 所得的坐標表示 (即 Fk 中的向

量). 現考慮 T 用 ordered basis γ 所得的矩陣表示 [T ]γ . 要注意當 1 ≤ i ≤ k 時, [T ]γ 的 i-th
column 和 A 的 i-th column 一樣是 T (wi), 不同的是它應該是 T (vi) 用 γ 的坐標表示 (即 Fn
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中的向量). 由於 T (wi) ∈W , 其用 γ 寫下的線性組合, 僅需要用到前面 k 個向量, 即 β 的線
性組合, 所以 T (wi) 用 γ 的坐標表示基本上和用 β 坐標表示相同, 只是後面 k+1, . . . ,m 這

m− k 個 entry 須補上 0. 至於 [T ]γ 在 k1-th column 之後的 columns 我們就不知道會是怎
樣, 不過這並不會影響我們要探討的問題. 總而言之, 若 [T |W ]β = A, 我們可以將 [T ]γ 寫成[

A M1

0 M2

]
這樣的形式. 注意這裡 A 是 k× k matrix, 0 是 (n− k)× k matrix, 而 M1,M2 分

別為 k× (n− k) 和 (n− k)× (n− k) matrix. 因此 [T ]γ 的 characteristic polynomial 應為

det
[

A− tIk M1

0 M2 − tIn−k

]
.

回顧前面提過在計算形如

[
A B
0 C

]
這樣的矩陣的 determinant 時, 當 A, C 分別為 k× k 和

(n− k)× (n− k) matrix 時我們可以先將前 k 個 row 用 elementary row operations 將 A 化

成 echelon form, 再將後面 n− k 個 row 用 elementary row operations 將 C 化為 echelon
form. 因為這樣最後是一個 upper triangular matrix, 其 determinant 就是對角線相乘,

因此知 det
[

A B
0 C

]
= (detA)(detC). 因此前面算 T 的 characteristic polynomial 便會是

det(A− tIk)det(M2 − tIn−k). 因為 det(A− tIk) 就是 T |W 的 characteristic polynomial, 因此我
們有以下的結果.

Proposition 7.4.7. 假設 V 為 vector space over F, T : V → V 為 linear operator 且 W

為 T -invariant subspace, 則 T |W 的 characteristic polynomial 會是 T 的 characteristic
polynomial 的因式. 也就是說, 若 f (x) 是 T 的 characteristic polynomial 且 g(t) 是 T |W 的
characteristic polynomial, 則存在係數在 F 的多項式 h(x) 滿足 f (x) = h(x)g(x).

特別地, 當 v ∈ V 我們可以考慮 Proposition 7.4.7 中 W = C(T,v) 的情形, 也就是說若
g(x) 是 T |C(T,v) 的 characteristic polynomial 而 pT (x) 是 T 的 characteristic polynomial, 則
存在多項式 h(x) 滿足 pT (x) = h(x)g(x). 利用這個多項式的等式, 我們會想要將 T 代入兩邊

的多項式, 不過我們必須先釐清 h(T )g(T ) 是甚麼意思. 當然了, 依定義 h(T ), g(T ) 都是定

義域為 V 的 linear operator. 我們要知道的是, 如果兩個多項式 h(x), g(x) 相乘會是 f (x),
那麼 f (T ),h(T ),g(T ) 這三個 linear operator 會有甚麼關係. 首先在定義將 linear operator
T 代入一個多項式時, 我們用到了將 T 代入 xi 會得到 T i. 這裡 xi 是多項式的乘法, 而
T i 是 linear operator 的合成. 簡單來說就是多項式相乘代入 linear operator 後會得到的
是 linear operator 的合成. 我們剛剛是觀察單項式, 不過多項式只是單項式相加, 而多項
式的加法和乘法有所謂的分配律 (即 f1(x)( f2(x)+ f3(x)) = f1(x) f2(x)+ f1(x) f3(x)). linear
operators 的合成也有所謂的分配律 (即若 T1,T2,T3 皆為定義域為 V 的 linear operators. 則
T1 ◦ (T2 +T3) = T1 ◦T2 +T1 ◦T3.) 也就是說多項式的乘法和 linear operator 的合成是符合同
樣的運算規則的. 例如 h(x) = x2 −2x, g(x) = x+1 且 f (x) = h(x)g(x) = x3 − x2 −2x. 我們檢
查 h(T ) 和 g(T ) 的合成. 依定義

h(T )◦g(T ) = (T 2 −2T )◦ (T + idV ) = T 2 ◦ (T + idV )−2T ◦ (T + idV ).

上式整理後可得 T 3 +T 2 −2T 2 −2T = T 3 −T 2 −2T = f (T ).
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由前面的討論我們知若 g(x) 是 T |C(T,v) 的 characteristic polynomial 而 pT (x) 是 T 的

characteristic polynomial, 則存在多項式 h(x) 滿足 pT (x) = h(x)g(x). 將 T 代入 pT (x) =

h(x)g(x) 這個等式可得 pT (T ) = h(T )◦g(T ). 有了這個 linear operator 的關係式, 我們就可
以證明 Cayley-Hamilton Theorem.

Theorem 7.4.8 (Cayley-Hamilton Theorem). 假設 V 為 vector space over F 且 T : V →V

為 linear operator. 考慮 T 的 characteristic polynomial pT (x), 我們有 pT (T ) : V → V 為

zero operator, 亦即對任意 v ∈V , pT (T )(v) = 0.

Proof. 由於當 v = 0, 時自然有 pT (T )(v) = 0 (因 pT (T ) 是 linear transformation), 故僅
考慮 v ∈ V 且 v ̸= O. 此時考慮 v 所產生的 T -cyclic space C(T,v), 並令 g(x) 為 T |C(T,v)

的 characteristic polynomial. 由 Proposition 7.4.7 知存在 h(x) 係數在 F 的 polynomial
使得 pT (x) = h(x)g(x). 因此知 pT (T ) = h(T ) ◦ g(T ). 此時 pT (T )(v) = (h(T ) ◦ g(T ))(v) =
h(T )(g(T )(v)). 然而由 Corollary 7.4.6 知 g(T )(v) = 0, 故得證 pT (T )(v) = h(T )(g(T )(v)) =
h(T )(0) = 0. □

假設 V 是 over F的 vector space且 dim(V ) = n,我們知道定義在 V 上的 linear operators
的性質和 Mn×n(F) 上的矩陣的性質有相對照的關係. 所以 Cayley-Hamilton Theorem 對矩
陣應該也是對的. 亦即若 pA(x) 是 A 的 characteristic polynomial, 則 pA(A) 會是零矩陣 0.
或許大家會覺得這很好證明, 因為依定義 pA(x) = det(A− xIn), 所以 pA(A) = det(A−AIn) =

det(0) = 0. 這樣的證明是不對的. 依定義 pA(A) 是將 A 代入 pA(x) 這個多項式所得的 n×n

矩陣,因此定理是說 pA(A)是 n×n的零矩陣. 而這個證明裡所得的 det(A−A) = 0是 F的零
元素. 兩個談的是不同的事 (僅在 n = 1 時相同). 這個證明的問題是當我們考慮 det(A− xIn)

時, 是將 x 看待成未知的 F 中的元素, 因此 det(A− xIn) 可寫成 det

a11 − x · · · a1n
...

...
an1 · · · ann − x

,

再將之展開得 x 的多項式. 因此在這一步驟當 x 代任何 F 中的元素進入上述的矩陣是行得

通的, 但是 x 不能帶入矩陣 A. 因為 det

a11 −A · · · a1n
...

...
an1 · · · ann −A

 是沒意義的. 也就是 A− xIn

我們視為是 A 這個矩陣減去對角線皆為 x 的對角矩陣 xIn 所得的矩陣. 巧的是當 x 代 A 時

xIn 是 AIn = A 有定義, 所以會讓人誤以為這樣可以證明 Cayley-Hamilton Theorem.

要證明矩陣形式的 Cayley-Hamilton Theorem, 可以利用 adjoint matrix 和 determinant
的關係處理, 不過由於我們已證明 linear operator 的情形, 所以這裡我們利用 linear
operator 和 matrix 的關係處理, 順便讓大家熟悉 linear operator 和 matrix 之間的轉換關
係. 首先給定 A ∈Mn×n(F), 考慮和 T 有關的 linear transformation T : Fn → Fn, 其定義為
T (v) = Av, ∀v ∈ Fn. 在此定義之下, 使用 Fn 的 standard ordered basis ε 我們會有 T 的表

現矩陣 [T ]ε = A. 因此依定義 T 的 characteristic polynomial pT (x) 就是 A 的 characteristic
polynomial pA(x). 利用 linear operator 的 Cayley-Hamilton Theorem (Theorem 7.4.8), 我
們知 pT (T ) = pA(T ) 是 zero operator, 所以 pA(T ) 用 ε 所得的表現矩陣 [pA(T )]ε 就是零矩

陣. 然而 [pA(T )]ε 和 pA(A) 有什麼關係呢? 回顧一下, 當 T : V →W , T ′ : W →U 為 linear
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transformation時考慮 α,β ,γ 分別為 V,W,U 的 ordered basis,則我們有 [T ′◦T ]γα = [T ′]
γ
β [T ]

β
α .

現在 T : Fn → Fn 為 linear operator, 故考慮 α = β = γ = ε 以及 T ′ = T , 的情形我們會有

[T 2]ε = [T ◦T ]ε = [T ]ε [T ]ε = A2.

同理我們會有 [T k]ε = Ak. 另外我們也知兩個 linear transformations 的線性組合, 用相
同的 ordered basis 其表現矩陣, 就是它們個別的表現矩陣做相同的線性組合. 因此若
pA(x) = (−1)n(xn + · · ·+ c1x+ c0), 則 pA(T ) = (−1)n(T n + · · ·+ c1T + c0idFn). 因此 pA(T ) 利

用 standard ordered basis ε 所得的表現矩陣 [pA(T )]ε 就會是

(−1)n([T ]nε + · · ·+ c1[T ]ε + c0In) = (−1)n(An + · · ·+ c1A+ c0In) = pA(A).

得證 pA(A) = 0, 因此有以下的定理.

Theorem 7.4.9 (Cayley-Hamilton Theorem). 假設 A ∈Mn×n(F) 且 pA(x) 為 A 的 charac-
teristic polynomial, 則 pA(A) 為零矩陣.

當 A ∈Mn×n(F) 為 diagonalizable 時, 我們可以將 A 對角化求得 A 的高次方 Ak, 而不
必真的將多個 A 相乘 (參見 Example 8.1.7). 當 A 不是 diagonalizable, 要計算 Ak 我們可

以利用 Theorem 7.4.9 以及長除法將其次數降下來, 這樣也可很快算出 Ak, 我們看下面的
Example.

Example 7.4.10. 考慮 A=

[
1 2
−2 1

]
.由於 A的 characteristic polynomial pA(x)= x2−2x+5

在 R 中無法分解, 故知 A 在 R 不是 diagonalizable. 不過由 Cayley-Hamilton Theorem, 我
們知 A2 −2A+5I2 = 0. 我們可以利用此式計算 A 的高次方. 例如計算 A5. 首先利用長除法,
將 x5 除以 pA(x) = x2 − 2x+ 5, 可得 x5 = (x3 + 2x2 − x− 12)(x2 − 2x+ 5)− 19x+ 60. 兩邊代
入 A 得 A5 = (A3 +2A2 −A−12I2)(A2 −2A+5I2)−19A+60I2. 由於 A2 −2A+5I2 = 0, 故得

A5 =−19A+60I2 =

[
41 −38
38 41

]
.



Chapter 8

Diagonalizable
Matrices and Their
Applications

在這一章中, 我們探討 n×n matrix 對角化的問題以及其相關應用.

8.1. Diagonalizability

我們曾經提過, 當 A ∈ Mn×n(F) 若存在 Fn 的一組 basis v1, . . . ,vn 其中每個 vi 皆為 A 的

eigenvector,則稱 A為 diagonalizable. 另一方面當 V 是一個 vector space over F且 T : V →V

是一個 linear operator. 若 V 中存在一組 basis v1, . . . ,vn 其中每個 vi 皆為 T 的 eigenvectors,
則稱 T 為 diagonalizable. 在這一節中我們將探討如何判斷一個方陣或一個 linear operator
是否是 diagonalizable.

要如何知道 A ∈Mn×n(F) 是否為 diagonalizable 呢? 從其定義, 我們知道它必須要有夠
多的 eigenvectors. 以下我們要看一種特殊的情況可以確保 A 有夠多的 eigenvectors, 從而
得到 A 為 diagonalizable. 首先要有夠多的 eigenvectors 就表示要有夠多的 eigenvalues, 所
以我們假設 A 的 characteristic polynomial 可以在 F 中完全分解. 也就是存在 λ1, . . . ,λk ∈ F
皆相異且滿足 pA(t) = (−1)n(t −λ1)

m1 · · ·(t −λk)
mk . 依定義對於 i = 1, . . . ,k, mi 就是 λi 的

algebraic multiplicity而且因 pA(t)的次數為 n,我們有 m1+ · · ·+mk = n. 等一下我們會證明
對於每個 eigenvalue, 其 geometric multiplicity會小於等於其 algebraic multiplicity. 所以這
裡 A的 eigenvectors要夠多,最好的狀況就是每一個 eigenvalue其 geometric multiplicity等
於其 algebraic multiplicity. 所以這裡我們假設對於 i = 1, . . . ,k, λi 的 geometric multiplicity
等於其 algebraic multiplicity, 亦即 dim(EA(λi)) = mi. 此時我們令 vi,1, . . . ,vi,mi 為 EA(λi) 的

一組 basis. 將這 k 組 vectors 收集在一起後, 我們要說明它們 v1,1, . . . ,v1,m1 , . . . ,vk,1, . . . ,vk,mk

是 linearly independent. 因為當它們是 linearly independent 時再加上它們是在 Fn 中且共

有 m1 + · · ·+mk = n 個向量, 所以由 Corollary 3.6.10, 知它們是 Fn 中的一組 basis. 又因為
它們皆為 A 的 eigenvectors, 所以可知此時 A 為 diagonalizable.

195
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要說明 eigenvector 之間的線性關係, 我們先探討兩個 eigenvectors 的情況. 當 v 為 A 的

eigenvector, 若其 eigenvalue 為 λ , 則和 v 平行的 nonzero vector 皆為 eigenvalue 為 λ 的
eigenvector (參見 Proposition 7.2.3 (1)). 也因此若 v,w 為 A 的 eigenvectors 而他們所對應
的 eigenvalue 是相異時, 則 v,w 不可能平行. 也就是說 v,w 為 linearly independent. 這個
結果可推廣到更一般的狀況.

Proposition 8.1.1. 假設 A 為 n×n matrix 且 v1, . . . ,vk 為 A 的 eigenvectors. 若 v1, . . . ,vk

所對應的 eigenvalues 皆相異, 則 v1, . . . ,vk 為 linearly independent.

Proof. 我們利用數學歸納法證明. 前面已知 k = 2 的情形成立, 接著我們假設有 k − 1

個 eigenvectors 的情形也成立. 現考慮 k 個 eigenvectors 的情形. 假設 v1, . . . ,vk 為 A 的

eigenvectors 且其對應的 eigenvalue 分別為 λ1, . . . ,λk (亦即 Avi = λivi, for i = 1, . . . ,n). 依歸
納法之假設 v1, . . . ,vk−1 為 linearly independent. 現用反證法,假設 v1, . . . ,vk−1,vk 為 linearly
dependent. 依 Lemma 3.5.4, 這表示 vk ∈ Span(v1, . . . ,vk−1). 也就是說存在 c1, . . . ,ck−1 ∈ F
使得

vk = c1v1 + · · ·+ ck−1vk−1 (8.1)

利用 eigenvector 的定義我們得

λkvk = Avk = A(c1v1 + · · ·+ ck−1vk−1) = c1Av1 + · · ·+ ck−1Avk−1 = c1λ1v1 + · · ·ck−1λk−1vk−1.

(8.2)
將式子 (8.1) 乘上 λk 與式子 (8.2) 相減得

c1(λk −λ1)v1 + · · ·+ ck−1(λk −λk−1)vk−1 = 0. (8.3)

由於 vk ̸= 0, 我們知 c1, . . . ,ck−1 不全為 0. 而由 eigenvalue 皆相異, 我們知對任意 i =

1, . . . ,k−1, 皆有 λk −λi ̸= 0. 因此 c1(λk −λ1), . . . ,ck−1(λk −λk−1) 為不全為 0 的實數. 換句
話說, 式子 (8.3) 告訴我們 v1, . . . ,vk−1 為 linearly dependent, 此與歸納之假設相矛盾, 得證
本定理. □

如何說明 v1,1, . . . ,v1,m1 , . . . ,vk,1, . . . ,vk,mk 是 linearly independent呢?照慣例,我們先假設
v1,1, . . . ,v1,m1 , . . . ,vk,1, . . . ,vk,mk 是 linearly dependent. 亦即存在不全為 0 的 c1,1, . . . ,c1,m1 , . . . ,
ck,1, . . . ,ck,mk ∈ F 使得

c1,1v1,1 + · · ·+ c1,m1v1,m1 + · · ·+ ck,1vk,1 + · · ·+ ck,mk vk,mk = 0.

此時對任意 i ∈ {1, . . . ,k}, 我們令 wi = ci,1vi,1 + · · ·+ ci,mivi,mi . 因此由於 vi,1, . . . ,vi,mi 為

linearly independent, 如果 ci,1, . . . ,ci,mi 不全為 0, 可得 wi ̸= 0. 但由於 wi ∈ EA(λi), 故
此時 wi 為 eigenvalue 為 λi 的 eigenvector. 也就是說, 若存在某些 ci, j ̸= 0, 則對於那
些 i, wi 會是 eigenvalue 為 λi 的 eigenvectors 滿足 w1 + · · ·+wk = 0. 此與 Proposition
8.1.1 所述, 不同 eigenvalue 的 eigenvectors 之間是 linearly independent 的結果相矛盾,
故得證 v1,1, . . . ,v1,m1 , . . . ,vk,1, . . . ,vk,mk 是 linearly independent. 我們因此證得了當 A 的

characteristic polynomial 可以在 F 中完全分解且 A 的每一個 eigenvalue 的 geometric
multiplicity 等於其 algebraic multiplicity, 則 A 為 diagonalizable.
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其實反過來也是對的, 也就是說若 A ∈Mn×n(F) 為 diagonalizable, 則 A 的 characteristic
polynomial可以在 F中完全分解而且 A的每一個 eigenvalue的 geometric multiplicity等於
其 algebraic multiplicity. 不過在證明之前我們先證明前面提過的一般來說一個 eigenvalue
的 geometric multiplicity 會小於等於其 algebraic multiplicity.

Proposition 8.1.2. 假設 A ∈Mn×n(F). 若 λ ∈ F 為 A 的一個 eigenvalue 且其 geometric
multiplicity 為 d 以及 algebraic multiplicity 為 m, 則 d ≤ m.

Proof. 依假設 dim(EA(λ )) = d, 故令 v1, . . . ,vd 為 EA(λ ) 的一組 basis. 由於 v1, . . . ,vd

為 linearly independent, 我們可以將之拓展成 Fn 中的一組 basis v1, . . . ,vd ,vd+1, . . . ,vn.
令 C 為 i-th column 為 vi 的 n× n invertible matrix. 此時利用矩陣乘法可得 AC = CE

其中 E =

[
λ Id M1

0 M2

]
. 由於 E − tIn =

[
(λ − t)Id M1

0 M2 − tIn−d

]
, 我們可得 det(E − tIn) =

(λ − t)d det(M2 − tIn−d). 換言之, E 的 characteristic polynomial 可以被 (t −λ )d 所整除. 然
而 A 和 E 為 similar (因為 E =C−1AC), 所以它們有相同的 characteristic polynomial (參見
Proposition 7.2.10), 因此得 (t −λ )d 可整除 pA(t). 然而 λ 的 algebraic multiplicity為 m, 表
示 m 為 t −λ 可以整除 pA(t) 的最高次數, 因此得證 d ≤ m. □

利用 Proposition 8.1.2 可以得到一個有趣的結果. 由於 A 的 eigenvalue λ 的 geometric
multiplicity 必大於 0 (因對應 λ 的 eigenvector 必存在) 且其值必小於等於其 algebraic
multiplicity (Proposition 8.1.2). 因若 λ 是 A 的 characteristic polynomial 的單根 (即 λ 的
algebraic multiplicity為 1), 其 geometric multiplicity一定等於其 algebraic multiplicity (皆
為 1).

現假設 n×n matrix A 是 diagonalizable. 依定義令 v1,1, . . . ,v1,d1 , . . . ,vk,1, . . . ,vk,dk 是 Fn

的一組 basis, 且對任意 i ∈ {1, . . . ,k}, vi,1, . . . ,vi,di 為 A 以 λi 為 eigenvalue 的 eigenvector,
其中 λ1, . . . ,λk 皆相異. 由於 vi,1, . . . ,vi,di ∈ EA(λi) 且為 linearly independent, 我們知 λi 的

geometric multiplicity dim(EA(λi))≥ di. 現又假設每個 λi 的 algebraic multiplicity 為 mi, 由
Proposition 8.1.2 我們有

mi ≥ dim(EA(λi))≥ di,∀ i = 1, . . . ,k. (8.4)

由於 m1 + · · ·+mk 表示 A 的 characteristic polynomial pA(t) 根的個數 (含重根), 其值會小
於等於 pA(t) 的次數 n. 而 m1 + · · ·+mk 表示 Fn 的 dimension, 即 n. 因此將式子 (8.4) 中
i = 1, . . . ,k 加起來可得

n ≥ m1 + · · ·+mk ≥ dim(EA(λi))+ · · ·+dim(EA(λk))≥ d1 + · · ·+dk = n.

因此得知上式中 “≥” 應為 “=” (否則有一項為不等會造成 n > n 之矛盾). 也就是說
n = m1 + · · ·+mk (這表示 pA(t) 可以在實數中完全分解) 以及 mi = dim(EA(λi)),∀ i = 1, . . . ,k

(這表示每個 eigenvalue 的 geometric multiplicity 等於其 algebraic multiplicity). 綜合以上
的討論我們有以下的結論.

Theorem 8.1.3. 假設 A ∈Mn×n(F). 以下敘述是等價的.
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(1) Fn 中存在一組 basis 是由 A 的 eigenvectors 所組成.

(2) 存在一個 invertible matrix C ∈Mn×n(F) 使得 C−1AC 為 diagonal matrix.

(3) A 的 characteristic polynomial 可在 F 中完全分解且 A 的每個 eigenvalue 的
geometric multiplicity 等於其 algebraic multiplicity.

Example 8.1.4. 我們考慮矩陣 A =

 0 3 1
−1 3 1
0 1 1

, B =

 −1 4 2
−1 3 1
−1 2 2

. 經計算可得它們有

相同的 characteristic polynomial −(t −1)2(t −2). 也因此 A,B 的 eigenvalue 1 其 algebraic
multiplicity 皆為 2, 而 eigenvalue 2 的 algebraic multiplicity 皆為 1. 由於 eigenvalue 2

的 algebraic multiplicity 為 1, 我們知其 geometric multiplicity 亦為 1, 所以我們僅要檢查
eigenvalue 1 的 geometric multiplicity 即可.

矩陣 A 對於 eigenvalue 1 的 eigenspace, 即 A− I3 =

 −1 3 1
−1 2 1
0 1 0

 的 null space. 經由

elementary row operations, 可化為 echelon form

 1 0 −1
0 1 0
0 0 0

. 可得 EA(1) = Span(

1
0
1

).
也就是說 A 對於 eigenvalue 為 1 的 eigenvector 就是那些和

1
0
1

 平行的 nonzero vector, 我

們也得到 A 對於 eigenvalue 1 的 geometric multiplicity 為 1. 因其 geometric multiplicity
不等於 algebraic multiplicity, 可得 A 不是 diagonalizable matrix. 回顧在 Example 7.3.2 中
我們計算過 B 在 eigenvalue 1 和 eigenvalue 2 的 geometric multiplicity 皆等於其 algebraic
multiplicity, 所以 B 為 diagonalizable matrix. 我們看如何將 B 對角化.

由於 B 對於 eigenvalue 為 1 和 2 的 eigenspace 分別為 EB(1) = Span(

2
1
0

,
1

0
1

) 和
EB(2) = Span(

2
1
1

), 可得
2

1
0

,
1

0
1

,
2

1
1

 就是一組由 B 的 eigenvectors 所形成的 R3 的

basis. 因此若令 C =

 2 1 2
1 0 1
0 1 1

 以及 D =

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

, 則

BC =

 −1 4 2
−1 3 1
−1 2 2

 2 1 2
1 0 1
0 1 1

=

 2 1 4
1 0 2
0 1 2

=

 2 1 2
1 0 1
0 1 1

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

=CD.

再由 C 為 invertible, 得 C−1BC = D.

依照 diagonalizable matrix 的定義, 我們可以將 Theorem 8.1.3 中任一項當成檢驗矩陣
是否為 diagonalizable 的方法.

Question 8.1. 假設 A 為 n×n matrix. 試利用 Theorem 8.1.3 (2) 說明 A 為 diagonalizable
若且唯若 At 為 diagonalizable.
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由 Proposition 7.2.11 我們知道 A 和 At 有相同的 characteristic polynomial 所以他們
有相同的 eigenvalue 而且這些 eigenvalue 在 A 和 At 的 algebraic multiplicity 會相同. 而
Question 8.1 似乎暗示這對 geometric multiplicity 也成立, 事實上我們有以下的結果.

Proposition 8.1.5. 假設 A 為 n×n matrix 且 λ ∈ R 為 A 的一個 eigenvalue. 則 λ 對於
A 的 geometric multiplicity 與 λ 對於 At 的 geometric multiplicity 相等.

Proof. 我們要說明 dim(EA(λ )) = dim(EAt(λ )), 亦即 dim(N(A− λ In)) = dim(N(At − λ In)).

由 Theorem 3.7.14 我們知 dim(N(A− λ In)) = nullity(A− λ In) = n− rank(A− λ In), 同理由
A ∈Mn×n 得 dim(N(At−λ In)) = n− rank(At−λ In). 因為 At−λ In = (A−λ In)

t 以及 rank((A−
λ In)

t) = rank(A−λ In) (Proposition 3.7.15), 得證 dim(N(A−λ In)) = dim(N(At −λ In)). □

Question 8.2. 假設 A 為 n×n matrix. 試利用 Theorem 8.1.3 (3) 說明 A 為 diagonalizable
若且唯若 At 為 diagonalizable.

前一節我們提過, 對於 linear operator 的 eigenvalue, eigenvector 和其表現矩陣的
eigenvalue, eigenvector 之間的關係, 換言之一個 linear operator 是否為 diagonalizable 取
決於其表現矩陣是否為 diagonalizable. 所以 Theorem 8.1.3 對於 linear operator 也是對的,
因此我們有以下結果.

Theorem 8.1.6. 假設 V 為 vector space over F 且 T : V → V 為 linear operator. 以下敘
述是等價的.

(1) V 中存在一組 basis 是由 T 的 eigenvectors 所組成.

(2) 存在一個 V 的 ordered basis β 使得 [T ]ββ 為 diagonal matrix.

(3) T 的 characteristic polynomial 可在 F 中完全分解且 T 的每個 eigenvalue 的
geometric multiplicity 等於其 algebraic multiplicity.

最後我們再次強調在檢查一個矩陣是否為 diagonalizable 時, 對於 algebraic multi-
plicity 為 1 的 eigenvalue 我們就不必檢查其 geometric multiplicity 了. 舉例來說, 若 A

的 characteristic polynomial 可在 F 中完全分解且其根皆為單根 (無重根), 則 A 一定為

diagonalizable. 另外還有一種矩陣不必檢查就知道一定是 diagonalizable, 就是 symmetric
matrix. 下一節我們將會證明所有的 symmetric matrix 皆為 diagonalizable.

假設 A ∈ Mn×n(F) 為 diagonalizable, 我們知存在 invertible matrix Q 使得 Q−1AQ 為

diagonal matrix D. 換言之, 我們可以將 A 寫成 A = QDQ−1. 也因此我們可得

A2 = (QDQ−1)(QDQ−1) = QD2Q−1.

同理對任意 m ∈ N, 我們有 Am = QDmQ−1. 寫成這樣有什麼好處呢? 因為 D 為對角矩陣 λ1 0
. . .

0 λn

, 我們很可以容易算出 Dm, 即

 λ m
1 0

. . .
0 λ m

n

. 因此只要知道 Q 和 Q−1,

我們就可以很輕易算出 Am (即 QDmQ−1), 而不必真正將 A 乘到 m 次方了.
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Example 8.1.7. 考慮實矩陣 B =

 −1 4 2
−1 3 1
−1 2 2

. 在 Example 8.1.4 我們算出 Q−1BQ = D,

其中 Q =

 2 1 2
1 0 1
0 1 1

 以及 D =

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

. 由於 Q−1 =

 1 −1 −1
1 −2 0
−1 2 1

, 我們得

B5 = QD5Q−1 =

 2 1 2
1 0 1
0 1 1

 1 0 0
0 1 0
0 0 32

 1 −1 −1
1 −2 0
−1 2 1

=

 −61 124 62
−31 63 31
−31 62 32

 .
8.2. The Spectral Theorem

在這一節中我們要探討 symmetric matrix. 我們將證明 symmetric matrix 皆為 diagonaliz-
able, 更重要的是它們都是所謂的 orthogonal diagonalizable. 這個結果在數學和物理方面都
有很重要的應用, 不過我們不會深入探討它的應用, 而著重於說明如何將 symmetric matrix
對角化.

首先我們來看 2×2 symmetric matrix 的情形. 假設 A =

[
a b
b c

]
, 其中 b ̸= 0 (因為若

b = 0, 此時 A 已為 diagonal matrix 不必對角化). 此時 A 的 characteristic polynomial 為
PA(t) = t2− (a+c)t +(ac−b2). 由於 pA(t) 的判別式 (a+c)2−4(ac−b2) = (a−c)2+4b2 > 0,
我們得 PA(t) = 0 有兩相異實根 λ1,λ2. 也就是說 λ1,λ2 為 A 的兩相異 eigenvealue, 故知 A

為 diagonalizable. 事實上若令 v1 =

[
b

λ1 −a

]
, 我們有

Av1 =

[
a b
b c

][
b

λ1 −a

]
=

[
λ1b

b2 +λ1c−ac

]
= λ1

[
b

λ1 −a

]
= λ1v1.

注意這裡我們用到了 λ 2
1 − (a+c)λ1 +(ac−b2) = 0. 由於 b ̸= 0, 我們知 v1 ̸= 0, 故 v1 是 A 的

eigenvector 其 eigenvalue 為 λ1. 同理令 v2 =

[
b

λ2 −a

]
, 我們可得 v2 為 A 的 eigenvector 其

eigenvalue為 λ2. 重要的是,我們有 ⟨v1,v2⟩= b2+λ1λ2−a(λ1+λ2)+a2. 利用根與係數關係,
即 λ1λ2 = ac−b2 以及 λ1 +λ2 = a+ c, 我們得 ⟨v1,v2⟩= 0. 也就是說 v1,v2 這組 R2 的 basis
不只是由 A 的 eigenvectors 所組成, 而且它們倆倆互相垂直. 這種比一般 diagonalizable 更
強的條件我們便稱之為 orthogonal diagonalizable. 其正式的定義如下.

Definition 8.2.1. 假設 A ∈ Mn×n, 若存在一組 Rn 的 orthogonal basis v1, . . . ,vn 其中每個

vi 皆為 A 的 eigenvectors, 則稱 A 為 orthogonal diagonalizable.

當然了, 在 Definition 8.2.1 中若令 ui =
1

∥vi∥vi 則 u1, . . . ,un 為 Rn 的一組 orthonormal
basis 且皆為 A 的 eigenvectors. 所以 A 為 orthogonal diagonalizable 也等同於 Rn 中有一組

orthonormal basis 是由 A 的 eigenvector 所組成. 此時若 ui 所對應的 eigenvalue 為 λi 且令

Q =


∣∣ ∣∣ ∣∣

u1 u2 · · · un∣∣ ∣∣ ∣∣
 則可得 AQ = QD 其中 D 為 (i, i)-th entry 為 λi 的 diagonal matrix,

也就是說我們可以將 A 對角化成 Q−1AQ = D. 一般由 eigenvectors 所形成的 basis 都可以
達到這個對角化的目的, 為何特別考慮 u1, . . . ,un 為 orthonormal basis 的情形呢? 這是因
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為當 u1, . . . ,un 為 Rn 的 orthonormal basis 時, 我們會有 QtQ = In, 也因此由 inverse matrix
的唯一性, 我們知 Qt = Q−1. 也就是說當 Q 的 column vectors 為 Rn 的 orthonormal basis
時, 我們可以馬上得知 Q−1 = Qt. 就因為這個特性, 當一個 n×n matrix 其 column vectors
是由 Rn 的 orthonormal basis 所組成時, 我們特別稱之為 orthogonal matrix (注意不是稱
為 orthonormal matrix). 也因此我們可以將 A 對角化成 QtAQ = D, 故稱 A 為 orthogonal
diagonalizable.

Question 8.3. 假設 Q ∈ Mn×n, 是否 Q−1 = Qt 即表示 Q 為 orthogonal matrix?

反之, 若存在 Q 為 n×n orthogonal matrix 以及 D =

 λ1
. . .

 為 n×n diagonal

matrix 使得 QtAQ = D. 此時由 AQ = QD, 知 Q 的 i-th column 為 A 的 eigenvalue 為 λi 的

eigenvector, 也因此由 Q 的 column vectors 形成 Rn 的 orthonormal basis, 我們有以下之結
果.

Proposition 8.2.2. 假設 A ∈Mn×n. 則 A 為 orthogonal diagonalizable 若且唯若存在 n×n

的 orthogonal matrix Q 使得 QtAQ 為 diagonal matrix.

利用 Proposition 8.2.2, 我們知當 A 為 orthogonal diagonalizable 時存在 Q,D ∈ Mn×n

其中 Q 為 orthogonal matrix, D 為 diagonal matrix 使得 A = QDQt. 此時 At = (QDQt)t =

(Qt)tDtQt. 由於 (Qt)t = Q 且 Dt = D (因為 D 為 diagonal matrix), 我們得 At = QDQt = A,
亦即 A 為 symmetric. 得證了以下結果.

Corollary 8.2.3. 假設 A ∈ Mn×n 為 orthogonal diagonalizable, 則 A 為 symmetric matrix.

所謂 Spectral Theorem 指的就是 Corollary 8.2.3 的反向也是對的. 也就是說我們要證
明當 A 為 symmetric 時, A 必為 orthogonal diagonalizable. 首先我們需要知道 symmetric
matrix 和內積之間的關係.

Lemma 8.2.4. 假設 A ∈Mn×n 為 symmetric, 則對於任意 v,w ∈Rn 皆有 ⟨Av,w⟩= ⟨v,Aw⟩.

Proof. 回顧一下, 若將內積寫成矩陣乘法的形式, 對於任意 v,w ∈ Rn 我們有 ⟨v,w⟩ = vtw
(注意此處 v,w 皆視為 n×1 matrix). 因此得

⟨Av,w⟩= (Av)tw = (vtAt)w = vt(Atw) = ⟨v,Atw⟩.

最後由 At = A 之假設得證 ⟨Av,w⟩= ⟨v,Aw⟩. □

一個 n× n matrix 是否為 diagonalizable 第一個要檢查的條件就是其 characteristic
polynomial 須在實數中完全分解. 接下來我們便是要說明一個 symmetric matrix 其
characteristic polynomial 確實可以在實數中完全分解.

Lemma 8.2.5. 假設 A ∈ Mn×n 為 symmetric, 則 A 的 characteristic polynomial pA(t) 的

根皆為實根.
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Proof. 假設 λ = a+ bı (此處 ı 為虛數滿足 ı2 = −1) 為 pA(t) 的一個虛根, 即 a,b ∈ R 且
b ̸= 0. 接下來我們要考慮複數矩陣, 即其 entry 為複數的矩陣. 要注意複數矩陣的運算以及
行列式和實數矩陣有相同的規則. 所以依 a+bı 為 pA(t) 的一根, 矩陣 A− (a+bı)In 的行列

式值為 0. 現將矩陣 A− (a+bı)In 和矩陣 A− (a−bı)In 相乘得

(A− (a+bı)In)(A− (a−bı)In) = A2 −2aA+(a2 +b2)In.

注意由於 a,b ∈ R 以及 A 為實數矩陣, 所以 A2 −2aA+(a2 +b2)In 亦為實數矩陣. 另外由於
det(A− (a+bı)In) = 0, 故有

det(A2 −2aA+(a2 +b2)In) = det(A− (a+bı)In)det(A− (a−bı)In) = 0.

也就是說 A2 −2aA+(a2 +b2)In 為 singular, 亦即存在 v ∈ Rn 且 v ̸= 0 使得

(A2 −2aA+(a2 +b2)In)v = A2v−2aAv+(a2 +b2)v = 0.

然而

⟨A2v−2aAv+(a2 +b2)v,v⟩= ⟨A2v,v⟩−2a⟨Av,v⟩+a2⟨v,v⟩+b2⟨v,v⟩.

又利用 A 為 symmetric, Lemma 8.2.4 告訴我們 ⟨A2v,v⟩= ⟨A(Av),v⟩= ⟨Av,Av⟩, 故得

⟨Av−av,Av−av⟩+b2⟨v,v⟩= ⟨A2v,v⟩−2a⟨Av,v⟩+a2⟨v,v⟩+b2⟨v,v⟩,

亦即

∥Av−av∥2 +b2∥v∥2 = ⟨A2v−2aAv+(a2 +b2)v,v⟩= ⟨0,v⟩= 0.

因為 ∥Av−av∥ ≥ 0, ∥v∥ > 0, 我們得 b = 0. 此與當初假設 b ̸= 0 相矛盾, 故知 pA(t) = 0 沒

有虛根, 即所有的根都是實根. □

知道一個 symmetric matrix 的 characteristic polynomial 的根皆為實根, 我們便可以
證明 symmetric matrix 皆為 orthogonal diagonalizable. 這裡我們要用數學歸納法, 也就
是因為已證得 2× 2 symmetric matrix 皆為 orthogonal diagonalizable. 現假設 (n− 1)×
(n−1) symmetric matrix 皆為 orthogonal diagonalizable. 我們要利用此證明當 A 為 n×n

symmetric matrix 時亦為 orthogonal diagonalizable. 首先由 Lemma 8.2.5 知存在實數 λ
為 A 的一個 eigenvalue. 令 u1 為 A 對於 λ 的 eigenvector 且 ∥u1∥= 1. 利用 Gram-Schmidt
process, 我們可以將 u1 拓展成 Rn 的一組 orthonormal basis u1, . . . ,un. 現考慮 orthogonal

matrix Q=


∣∣ ∣∣ ∣∣

u1 u2 · · · un∣∣ ∣∣ ∣∣
,對於 j = 1, . . . ,n若 Au j = c1 ju1+ · · ·+cn jun,則依舉陣乘法定

應我們有 AQ = QC, 其中 C = [ci j]. 因 Q 為 orthogonal matrix, 我們得 C = Q−1AQ = QtAQ.
因此再由 A 為 symmetric 得 Ct = QtAQ = C, 亦即 C 亦為 symmetric. 另一方面依假設

Au1 = λu1, 我們知 C 的 1-st column 為


λ
0
...
0

, 故由 C 為 symmetric 知 C 的 1-st row 為
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[λ 0 · · · 0]. 也就是說 C 可以寫成以下的形式

C =


λ 0 · · · 0
0
... B
0

 .
由於 C 為 symmetric, 這裡 B 是 (n− 1)× (n− 1) symmetric matrix. 依歸納假設, 我們知
B 為 orthogonal diagonalizable, 亦即存在 w1, . . . ,wn−1 為 Rn−1 的一組 orthonomal basis

且為 B 的 eigenvectors. 此時令 R =


∣∣ ∣∣ ∣∣

w1 w2 · · · wn−1∣∣ ∣∣ ∣∣
, 我們得 R 為 (n− 1)× (n− 1)

orthogonal matrix 且存在 (n− 1)× (n− 1) digonal matrix D 滿足 RtBR = D. 現在令 P =
1 0 · · · 0
0
... R
0

 . 依矩陣乘法, 我們有

PtCP =


λ 0 · · · 0
0
... RtBR
0

=


λ 0 · · · 0
0
... D
0

 .
也就是說 PtCP 為 diagonal matrix, 也因此得 (QP)tA(QP) = Pt(QtAQ)P = PtCP 為 diagonal
matrix. 注意由於 Q,P 皆為 orthogonal matrix, (QP)t(QP) = Pt(QtQ)P = PtP = In, 也就是說
QP 亦為 orthogonal matrix. 因此由 Proposition 8.2.2, 得 A 為 orthogonal diagonalizable,
也因此證明了 Spectral Theorem.

Theorem 8.2.6 (Spectral Theorem). 假設 A為 n×n symmetric matrix,則 A為 orthogonal
diagonalizable.

接下來我們來探討, 給定一個 n×n symmetric matrix A, 如何找到 orthogonal matrix Q

使得 QtAQ 為 diagonal matrix. 當然了, 我們可以如 Theorem 8.2.6 的證明, 利用數學歸納
法一步一步地將 Q 找到. 不過這要重複做好幾次的 Gram-Schmidt process, 頗為複雜. 利用
以下的 Proposition, 我們可以將步驟簡化許多.

Proposition 8.2.7. 假設 A 為 n×n symmetric matrix. 若 v,w ∈ Rn 為 A 的 eigenvectors
且其對應的 eigenvalue 為相異實數, 則 ⟨v,w⟩= 0.

Proof. 假設 v,w 所對應的 eigenvalue 分別為 λ ,λ ′. 也就是說 Av = λv,Aw = λ ′w. 考慮
⟨Av,w⟩ = ⟨λv,w⟩ = λ ⟨v,w⟩. 同理我們有 ⟨v,Aw⟩ = λ ′⟨v,w⟩. 然而 Lemma 8.2.4 告訴我們
⟨Av,w⟩= ⟨v,Aw⟩, 故得 (λ −λ ′)⟨v,w⟩= 0. 因此由題設 λ ̸= λ ′ 推得 ⟨v,w⟩= 0. □

當 A 為 n×n symmetric matrix, 我們簡單說明一下如何找到一組 A 的 eigenvectors 形
成 Rn 的 orthonormal basis. 首先我們列出 A的所有相異的 eigenvalues λ1, . . . ,λk, 然後求出
它們所對應的 eigenspace EA(λ1), . . . ,EA(λk). 若我們將每個 EA(λi) 的 basis 放在一起, 由於
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A 為 diagonalizable 它們會是 Rn 的一組 basis. 雖然 Proposition 8.2.7 告訴我們, 當 λi ̸= λ j

時, EA(λi)和 EA(λ j)之間的向量是相互垂直的. 不過 EA(λi)本身的那一組 basis之間的向量
未必倆倆相互垂直. 所以我們必須利用 Gram-Schmidt process 分別找到 A 每個 eigenspace
EA(λi) 的一組 orthonormal basis. 再將這些 eigenspace 的 basis 放在一起它們自然兩兩互
相垂直, 也因此它們就是由 A 的 eigenvectors 所組成的 Rn 的一組 orthonormal basis. 我們
看以下的例子.

Example 8.2.8. (1) 考慮 symmetric matrix A =

 0 1 1
1 1 0
1 0 1

. 我們有 A 的 characteristic

polynomial 為 pA(t) = −(t +1)(t −1)(t −2). 所以 A 有三個相異的 eigenvalues, −1,1,2. 知
道 A 必能對角化, 而且由 Proposition 8.2.7 知它們所對應的 eigenvector 會倆倆互相垂直.
事實上我們可求出對應到 −1,1,2 的 eigenvector 分別為

v1 =

−2
1
1

, v2 =

 0
−1
1

, v3 =

1
1
1

.
很容易檢查它們確實倆倆互相垂直. 此時對於 i = 1,2,3 令 ui =

1
∥vi∥vi, 我們得

u1 =
1√
6

−2
1
1

, u2 =
1√
2

 0
−1
1

, u3 =
1√
3

1
1
1


為 R3 的一組 orthonromal basis. 故可將 A 對角化成 − 2√

6
1√
6

1√
6

0 − 1√
2

1√
2

1√
3

1√
3

1√
3


 0 1 1

1 1 0
1 0 1


 − 2√

6
0 1√

3
1√
6

− 1√
2

1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

=

 −1 0 0
0 1 0
0 0 2

 .

(2) 考慮 symmetric matrix B =

 5 −4 −2
−4 5 −2
−2 −2 8

. 我們有 B 的 characteristic poly-

nomial 為 pB(t) = −t(t − 9)2. 所以 B eigenvalues 為 0,9. 知道 B 必能對角化, 我們

知 dim(EB(0)) = 1, dim(EB(9)) = 2. 事實上 v1 =

2
2
1

 為 EB(0) = N(B) 的 basis, 而 v2 =−1
1
0

,v3 =

−1
0
2

 為 EB(9) 的 basis. 而且由 Proposition 8.2.7 知 ⟨v1,v2⟩= ⟨v1,v3⟩= 0, 事

實上很容易檢查它們確實成立. 不過 ⟨v2,v3⟩= 1 ̸= 0, 我們必須利用 Gram-Schmidt process
將 v2,v3 換成 EB(9) 的一組 orthogonal basis. 令 w2 = v2 且

w3 = v3 −Projw2
v3 =

−1
0
2

− 1
2

−1
1
0

=
1
2

−1
−1
4

.
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此時令 u1 =
1

∥v1∥v1, u2 =
1

∥w2∥w2, u3 =
1

∥w3∥w3 我們得

u1 =
1√
3

2
2
1

, u2 =
1√
2

−1
1
0

, u3 =
1

3
√

2

−1
−1
4


為 R3 的一組 orthonromal basis. 故可將 B 對角化成

2
3

2
3

1
3

− 1√
2

1√
2

0
− 1

3
√

2
− 1

3
√

2
4

3
√

2


 5 −4 −2

−4 5 −2
−2 −2 8




2
3 − 1√

2
− 1

3
√

2
2
3

1√
2

− 1
3
√

2
1
3 0 4

3
√

2

=

 0 0 0
0 9 0
0 0 9

 .
8.3. Application: Conics and Quadric Surfaces

我們將利用 symmetric matrix 是 orthogonal diagonalizable 的特性將坐標平面上的二次曲
線以及坐標空間上的二次曲面的方程式化成標準式, 以方便我們判別它們是哪一類的圖形.

一般來說我們是利用平移和旋轉的方法將二次曲線和二次曲面的方程式化成標準式. 其
中旋轉的部分牽涉到對角化, 我們首先利用 quadratic form 來談對角化的問題. 所謂 n 個變

數的 quadratic form 指的就是形如
n

∑
i, j=1

ai jxix j

這樣的二次式. 例如 x2 + 3xy− y2, 3x2 + y2 − z2 + 5xy+ xz+ 3yz 就是分別是兩個變數和三

個變數的 quadratic form. 令 x =

x1
...

xn

, 所有 n 個變數的 quadratic form 都可以用矩陣

表示成 xtAx 的形式, 其中 A 為 n× n symmetric matrix. 例如兩個變數的 quadratic form
ax2

1 +bx1x2 + cx2
2 就可以寫成

ax2
1 +bx1x2 + cx2

2 =
[

x1 x2
][ a b/2

b/2 c

][
x1
x2

]
.

而三個變數的 quadratic form ax2
1 +bx2

2 + cx2
3 + rx1x2 + sx1x3 + tx2x3 就可以寫成

ax2
1 +bx2

2 + cx2
3 + rx1x2 + sx1x3 + tx2x3 =

[
x1 x2 x3

] a r/2 s/2
r/2 b t/2
s/2 t/2 c

x1
x2
x3

.
將 quadratic form 寫成這樣的矩陣表示的好處是因為 A 是 symmetric, 故存在 orthogonal

matrix Q 使得 QtAQ 為 diagonal matrix

 λ1
. . .

λn

. 因此如果我們將變數 x =

x1
...

xn


變換成 t =

t1
...
tn

 其中 t = Qtx (注意因 Qt = Q−1, 這等同於令 x = Q t), 則

xtAx = (Q t)tA(Q t) = tt(QtAQ) t =
[

t1 · · · tn
] λ1

. . .
λn


t1

...
tn

= λ1t2
1 + · · ·+λnt2

n .
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也就是說, 我們可以藉由變換變數將一個 quadratic form 變成只有平方項. 我們看以下的例
子.

Example 8.3.1. 考慮 quadratic form x2
1 +4x1x2 −2x2

2. 我們先寫下其矩陣形式

x2
1 +4x1x2 −2x2

2 =
[

x1 x2
][ 1 2

2 −2

][
x1
x2

]
.

由於

[
1 2
2 −2

]
為 symmetric matrix, 故為 orthogonal diagonalizable, 事實上我們有[
2/

√
5 1/

√
5

−1/
√

5 2/
√

5

][
1 2
2 −2

][
2/
√

5 −1/
√

5
1/
√

5 2/
√

5

]
=

[
2 0
0 −3

]
.

因此若令

[
t1
t2

]
=

[
2/

√
5 1/

√
5

−1/
√

5 2/
√

5

][
x1
x2

]
則

[
x1 x2

][ 1 2
2 −2

][
x1
x2

]
=
[

t1 t2
][ 2 0

0 −3

][
t1
t2

]
= 2t2

1 −3t2
2 .

對於 quadratic form x2
2 + x2

3 +2x1x2 +2x1x3, 其矩陣形式為

x2
2 + x2

3 +2x1x2 +2x1x3 =
[

x1 x2 x3
] 0 1 1

1 1 0
1 0 1

x1
x2
x3

.
我們曾在 Example 8.2.8 計算過 Qt

 0 1 1
1 1 0
1 0 1

Q =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 2

 其中 Q 為 orthogonal

matrix

 − 2√
6

0 1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

. 因此若令

t1
t2
t3

=

 − 2√
6

1√
6

1√
6

0 − 1√
2

1√
2

1√
3

1√
3

1√
3


x1

x2
x3

 則
[

x1 x2 x3
] 0 1 1

1 1 0
1 0 1

x1
x2
x3

=
[

t1 t2 t3
] −1 0 0

0 1 0
0 0 2

t1
t2
t3

=−t2
1 + t2

2 +2t2
3 .

現在我們回到二次曲線的情況. 對於坐標平面上的二次曲線其一般的通式為 ax2 +bxy+

cy2 +dx+ ey+ f = 0. 我們可以將此式表為矩陣形式, 即[
x y

][ a b/2
b/2 c

][
x
y

]
+
[

d e
][x

y

]
+ f = 0. (8.5)

假設 symmetric matrix A =

[
a b/2

b/2 c

]
可對角化成 QtAQ =

[
λ1 0
0 λ2

]
. 此時考慮變換

變數

[
x
y

]
= Qt

[
x
y

]
(也就是

[
x
y

]
= Q

[
x
y

]
), 則式子 (8.5) 可寫成

[
x y

][ λ1 0
0 λ2

][
x
y

]
+
[

d e
]

Q
[

x
y

]
+ f = 0.

寫回方程式的樣子就是

λ1x2 +λ2y2 +d′x+ e′y+ f = 0, (8.6)

其中
[

d′ e′
]
=
[

d e
]

Q.
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首先我們考慮 λ1,λ2 皆不為 0 的情形, 此時可以利用配方法將式子 (8.6) 改寫成

λ1(x−h)2 +λ2(y− k)2 = f ′.

我們分成下面幾種情形討論.

(A) λ1,λ2 同號:

(1) f ′ 與 λ1,λ2 同號: 此時圖形為 ellipse (橢圓). 注意當 λ1 = λ2 時會是圓, 不過這裡
我們將之視為橢圓的一種.

(2) f ′ = 0: 此時很容易看出圖形為 (x,y) = (h,k) 這一點.

(3) f ′ 與 λ1,λ2 異號: 此時很容易看出圖形為空集合.

(B) λ1,λ2 異號:

(1) f ′ ̸= 0: 此時圖形為 hyperbola (雙曲線).

(2) f ′ = 0: 此時圖形為兩相交直線.

Example 8.3.2. 考慮二次曲線方程式 2xy+
√

2x+
√

2y = 1. 此方程式可用矩陣表示成[
x y

][ 0 1
1 0

][
x
y

]
+
[ √

2
√

2
][x

y

]
= 1.

由於 [
1/

√
2 1/

√
2

−1/
√

2 1/
√

2

][
0 1
1 0

][
1/
√

2 −1/
√

2
1/
√

2 1/
√

2

]
=

[
1 0
0 −1

]
考慮變數變換

[
x
y

]
=

[
1/

√
2 −1/

√
2

1/
√

2 1/
√

2

][
x
y

]
, 我們得

[
x y

][ 1 0
0 −1

][
x
y

]
+
[ √

2
√

2
][ 1/

√
2 −1/

√
2

1/
√

2 1/
√

2

][
x
y

]
= 1.

因此此曲線用新的變數其方程式為 x2 − y2 +2x = 1. 利用配方法得 (x+1)2 − y2 = 2, 故其圖
形為雙曲線.

同理若原方程式為 2xy+
√

2x+
√

2y =−1, 變換變數後的方程式為 (x+1)2 − y2 = 0 其圖

形便會是兩相交直線 x+ y+1 = 0 和 x− y+1 = 0.

另一種情況是 λ1,λ2 其中有一個為 0. 注意 λ1,λ2 不可能同時為 0, 否則會是一次方程
式. 不失一般性, 我們假設 λ1 ̸= 0,λ2 = 0 的情形. 此時可以利用配方法將式子 (8.6) 改寫成

λ1(x−h)2 + e′y = f ′.

我們分成下面幾種情形討論.

(C) λ1,λ2 其中有一個為 0 (不失一般性假設 λ1 ̸= 0,λ2 = 0):

(1) e′ ̸= 0: 此時圖形為 parabola (拋物線).

(2) e′ = 0 且 λ1, f ′ 同號: 此時圖形為兩平行直線 (與直線 x = 0 平行).

(3) e′ = 0 且 f ′ = 0: 此時圖形為一直線 x = h.

(4) e′ = 0 且 λ1, f ′ 異號: 此時圖形為空集合.
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Example 8.3.3. 考慮二次曲線方程式 x2 −2xy+ y2 +4
√

2x = 4. 此方程式可用矩陣表示成[
x y

][ 1 −1
−1 1

][
x
y

]
+
[

4
√

2 0
][x

y

]
= 4.

由於 [
1/
√

2 −1/
√

2
1/
√

2 1/
√

2

][
1 −1
−1 1

][
1/
√

2 1/
√

2
−1/

√
2 1/

√
2

]
=

[
2 0
0 0

]
考慮變數變換

[
x
y

]
=

[
1/
√

2 1/
√

2
−1/

√
2 1/

√
2

][
x
y

]
, 我們得

[
x y

][ 2 0
0 0

][
x
y

]
+
[

4
√

2 0
][ 1/

√
2 1/

√
2

−1/
√

2 1/
√

2

][
x
y

]
= 4.

因此此曲線用新的變數其方程式為 2x2 +4x+4y = 4. 利用配方法得 (x+1)2 =−4 · 1
2
(y− 3

2
),

故其圖形為拋物線.

總而言之, 我們可以從二次曲線的 quadratic form 部分得到其 eigenvalue λ1,λ2, 然後由
λ1,λ2 的正負號判斷此二次曲線應歸類於哪一種曲線. 若 λ1,λ2 同號, 則為橢圓類; 而 λ1,λ2

異號, 則為雙曲線類; 而若 λ1,λ2 有一個為 0, 則為拋物線類. 不過最後我們還是得經由配方
法求得其一次項與常數項, 這樣才能確認此曲線是否為 degenerated (退化) 的情形 (即直線,
點或空集合).

Question 8.4. 假設二次曲線方程式的 quadratic form 的部分可表成
[

x y
]

A
[

x
y

]
, 中 A

為 2×2 symmetric matrix. 試問是否可由 det(A) 來判斷此曲線是橢圓類, 雙曲線類還是拋
物線類 (不考慮退化情形)?

對於坐標空間的二次曲面我們也是用同樣方法處理. 首先寫成矩陣的形式

[
x y z

]
A

x
y
z

+ [ c d e
]x

y
z

+ f = 0,

其中 A 為 3×3 symmetric matrix. 再將 A 對角化然後變換變數成

λ1x2 +λ2y2 +λ3z2 + c′x+d′y+d′z+ f = 0. (8.7)

二次曲面的分類頗為複雜, 大家不必記下這些分類. 不過為了完整性, 我們還是列出這些分
類供同學參考. 由於此處無法利用圖形來解釋, 建議有興趣的同學參考課本上的圖形.

首先我們考慮 λ1,λ2,λ3 皆不為 0 的情形, 此時可以利用配方法將式子 (8.7) 改寫成

λ1(x−h)2 +λ2(y− k)2 +λ3(z− l)2 = f ′.

我們分成下面幾種情形討論.

(A) λ1,λ2,λ3 同號:

(1) f ′ 與 λ1,λ2,λ3 同號: 此時曲面為有界的, 且與 x = h, y = k 和 z = l 三個平面所

交的圖形為橢圓. 曲面有點像橄欖球表面一樣, 我們稱之為 ellipsoid. 注意當
λ1 = λ2 = λ3 時會是球面, 不過這裡我們將之視為 ellipsoid 的一種.
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(2) f ′ = 0: 此時很容易看出圖形為 (x,y,z) = (h,k, l) 這一點.

(3) f ′ 與 λ1,λ2,λ3 異號: 此時很容易看出圖形為空集合.

(B) λ1,λ2,λ3 異號 (不失一般性假設 λ1,λ2 同號):

(1) f ′ 與 λ1,λ2 同號: 此時曲面與 z = l 所交的圖形為橢圓, 而分別和 x = h, y = k 所交

的圖形為雙曲線. 因為曲面整體上只有一片, 我們稱之為 hyperboloid of one sheet.

(2) f ′ 與 λ1,λ2 異號: 此時曲面與平面 z = l 不相交, 不過若將平面往上或往下移動夠
多的話會交出橢圓. 此曲面分別和 x = h, y = k 所交的圖形為雙曲線. 因為曲面整
體上有兩片, 我們稱之為 hyperboloid of two sheets.

(3) f ′ = 0: 此時曲面與平面 z = l 交於一點, 不過若將平面往上或往下移的話會交出橢
圓. 此區面分別和 x = h, y = k 所交的圖形為兩相交直線. 圖形有點像甜筒, 我們稱
之為 elliptic cone.

另一種情況是 λ1,λ2,λ3 其中有一個為 0. 注意 λ1,λ2,λ3 不可能皆為 0, 否則會是一次方
程式. 不失一般性, 我們假設 λ1 ̸= 0. 我們又可分成下面幾種情形討論.

(C) λ2,λ3 僅有一個為 0 (不失一般性假設 λ2 ̸= 0): 此時可以利用配方法將式子 (8.6) 改寫成

λ1(x−h)2 +λ2(y− k)2 + e′z = f ′.

(1) e′ ̸= 0 且 λ1,λ2 同號: 此曲面會完全在平面 e′z = f ′ 之上方或下方, 不過若將平面往
上或往下移動會交出橢圓. 而此曲面分別與 x = h, y = k 所交的圖形為凹向一致的

拋物線. 我們稱之為 elliptic paraboloid.

(2) e′ ̸= 0 且 λ1,λ2 異號: 此曲面與平面 e′z = f ′ 交於兩相交直線, 不過若將平面往上或
往下移動會交出雙曲線. 此曲面分別與 x = h, y = k 所交的圖形為凹向相反的拋物

線. 我們稱之為 hyperbolic paraboloid. 此曲面上的一點 (x,y,z) = (h,k, f ′/e′) 就是

所謂的 saddle point (鞍點).

(3) e′ = 0 且 λ1,λ2, f ′ 同號: 此時曲面與任何的水平平面 z = s 所交的圖形為橢圓. 圖
形像橢圓柱面, 稱為 elliptic cylinder.

(4) e′ = 0 且 λ1,λ2 異號又 f ′ ̸= 0: 此時曲面與任何的水平平面 z = s 所交的圖形為雙曲

線. 圖形像雙曲柱面, 稱為 hyperbolic cylinder.

(5) e′ = 0 且 λ1,λ2 同號但與 f ′ 異號: 此時是空集合.

(6) e′ = 0 且 λ1,λ2 同號又 f ′ = 0: 此時曲面與任何的水平平面 z = s 僅交於一點. 圖形
為一鉛直線.

(7) e′ = 0 且 λ1,λ2 異號又 f ′ = 0: 此時曲面與任何的水平平面 z = s 交於兩相交直線.
圖形為兩相交平面.

(D) λ2,λ3 皆為 0: 此時可以利用配方法將式子 (8.6) 改寫成

λ1(x−h)2 +d′y+ e′z = f ′.
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(1) d′,e′ 不全為 0: 此時令 r =
√

(d′)2 +(e′)2 利用變換變數x
y
z

=

 1 0 0
0 d′/r −e′/r
0 e′/r d′/r

t1
t2
t3


我們又可將上式改寫成

λ1(t1 −h)2 + rt2 = f ′.

此曲面與任何的水平平面 t3 = s 所交的圖形為拋物線. 圖形像拋物柱面, 稱為
parabolic cylinder.

(2) d′ = e′ = 0 且 f ′ 與 λ1 同號: 此時圖形為兩平行平面 (與 x = 0 平行).

(3) d′ = e′ = 0 且 f ′ = 0: 此時圖形為平面 x = h.

(4) d′ = e′ = 0 且 f ′ 與 λ1 異號: 此時為空集合.

Example 8.3.4. 考慮坐標空間中曲面 5x2 +5x2 +8z2 −8xy−4xz−4yz+2x+2y+ z = 9. 寫
成矩陣形式為

[
x y z

] 5 −4 −2
−4 5 −2
−2 −2 8

x
y
z

+ [ 2 2 1
]x

y
z

= 9.

由於 
−1√

2
1√
2

0
−1

3
√

2
−1

3
√

2
4

3
√

2
2
3

2
3

1
3


 5 −4 −2

−4 5 −2
−2 −2 8




−1√
2

−1
3
√

2
2
3

1√
2

−1
3
√

2
2
3

0 4
3
√

2
1
3

=

 9 0 0
0 9 0
0 0 0



(請參考 Example 8.2.8 (2)). 考慮變數變換

x
y
z

=


−1√

2
−1

3
√

2
2
3

1√
2

−1
3
√

2
2
3

0 4
3
√

2
1
3


x

y
z

, 我們得

[
x y z

] 9 0 0
0 9 0
0 0 0

x
y
z

+ [ 2 2 1
]

−1√
2

−1
3
√

2
2
3

1√
2

−1
3
√

2
2
3

0 4
3
√

2
1
3


x

y
z

= 9.

因此此曲面用新的變數其方程式為 9x2 +9y2 +3z = 9, 為前面列出的 (C)(1) 這個情形, 故知
其為 elliptic paraboloid.

Question 8.5. 空間中曲面 5x2 +5x2 +8z2 −8xy−4xz−4yz+2x+2y+ z = 0 會是怎樣的圖

形?

8.4. Application: Markov Processes

當 A ∈ Mn×n 為 diagonalizable 時, 對於 k ∈ N 我們可以利用對角舉陣很容易求出 Ak. 進而
對於任意 v ∈ Rn, 推算出 Akv. 其實還有一種情況 (即使不是 diagonalizable), 當 k 很大時我

們也能 “估計” Akv 大約為何. 這就是本節要探討的課題.
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首先我們看 A ∈ Mn×n 為 diagonalizable 的情形. 此時由於存在 diagonal matrix D =λ1
. . .

λn

 以及 invertible matrix P ∈ Mn×n 使得 D = P−1AP, 因此 A = PDP−1. 依此我

們可以推得

A2 = (PDP−1)(PDP−1) = PD(P−1P)DP−1 = PD2P−1 = P

λ 2
1

. . .
λ 2

n

P−1,

然後用數學歸納法推得

Ak = P

λ k
1

. . .
λ k

n

P−1.

Example 8.4.1. 我們利用 Fibonacci sequence 0,1,1,2,3,5,8,13, . . . , 來說明如何利用對角
化. Fibonacci sequence 是一組滿足 Fk+1 = Fk +Fk−1 的遞迴數列, 其中 F0 = 0,F1 = 1. 我們

令 A =

[
1 1
1 0

]
且對任意 k ≥ 1 令 vk =

[
Fk

Fk−1

]
, 則

Avk =

[
1 1
1 0

][
Fk

Fk−1

]
=

[
Fk +Fk−1

Fk

]
=

[
Fk+1
Fk

]
= vk+1.

因此我們有 vk+1 = Akv1. 也就是說對於任意 k ≥ 1, 我們只要能算出 Akv1, 就能求出 Fk+1

為何. 然而 A 的 characteristic polynomial 為 PA(t) = t2 − t − 1, 故得 A 的 eigenvalues 為
λ1 = (1−

√
5)/2, λ2 = (1+

√
5)/2. 因 A 是 2×2 matrix, 所以由 A 兩個相異的 eigenvalues

得 A 為 diagonalizable. 事實上 A 對於 λ1,λ2 的 eigenvector 分別為 v1 =

[
λ1
1

]
, λ2 =

[
λ2
1

]
.

因此若令 P =

[
λ1 λ2
1 1

]
, 我們有

P =

[
1−

√
5

2
1+

√
5

2
1 1

]
, P−1 =

1√
5

[
−1 1+

√
5

2
1 −1+

√
5

2

]
.

因此將 A 對角化得 A = P
[

λ1 0
0 λ2

]
P−1, 也因此求出對任意 k ∈ N,

Ak = P
[

λ k
1 0

0 λ k
2

]
P−1 =

1√
5

[
λ1 λ2
1 1

][
λ k

1 0
0 λ k

2

][
−1 λ2
1 −λ1

]
=

1
5

[
λ k+1

2 −λ k+1
1 λ k

2 −λ k
1

λ k
2 −λ k

1 λ k−1
2 −λ k−1

1

]
.

所以由 v1 =

[
F1
F0

]
=

[
1
0

]
, 我們得

vk+1 =

[
Fk+1
Fk

]
= Akv1 = Ak

[
1
0

]
=

1√
5

[
λ k+1

2 −λ k+1
1

λ k
2 −λ k

1

]
,

故得

Fk+1 =
1
5
(λ k+1

2 −λ k+1
1 ) =

1
5

(
(
1+

√
5

2
)k+1 − (

1−
√

5
2

)k+1

)
.
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接下來我們要探討的是, 有時即使 A 不是 diagonalizable, 但我們仍能估計 Akv. 這裡要
探討的情況是所謂 Markov Processes, 是機率統計上的課題. 由於我們僅專注於線性代數的
部分, 在這裡就不多談它的由來和例子, 直接切入主題.

Definition 8.4.2. 對於一 Rn 上的 vector v =

c1
...

cn

, 若 c1 + · · ·+ cn = 1 且對於所有 i =

1, . . . ,n, 皆有 ci ≥ 0, 則稱 v 為 probability vector. 若 A ∈ Mn×n 且其每一個 column vector
皆為 probability vector, 則稱 A 為 stochastic matrix. 另外, 一個 stochastic matrix A 若存

在 r ∈ N 使得 Ar 的每個 entry 皆為正實數, 則稱 A 為 regular.

Example 8.4.3. A =

[
1/2 1
1/2 0

]
和 I2 =

[
1 0
0 1

]
皆為 stochastic matrix. 而且 A 為 regular,

因為 A2 =

[
3/4 1/2
1/4 1/2

]
, 每個 entry 皆為正. 然而 I2 不是 regular, 因為對於任意 r ∈ N 皆有

In
2 = I2 (除了對角線, 其他位置的 entry 皆為 0).

接下來我們看幾個有關 stochastic matrix 的性質.

Lemma 8.4.4. 假設 A ∈ Mn×n 為 stochastic matrix 且 v ∈ Rn 為 probability vector. 則 Av
亦為 probability vector. 另外若 A 的每一個 entry 皆為正實數, 則 Av 的每個 entry 亦皆為
正實數.

Proof. 令 A =


∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣
, v =

c1
...

cn

, 則 Av = c1a1 + · · ·+ cnan. 因此 Av 所有 entries

之和就是 c1a1 + · · ·+ cnan 所有 entries 之和. 這等同於個別算出每個 ciai 的所有 entries
之和再全部加起來. 然而因 ai 為 probability vector, ciai 的所有 entries 之和為 ci, 所以
c1a1 + · · ·+ cnan 所有 entries 之和為 c1 + · · ·+ cn = 1. 又因為 c1, . . . ,cn 以及 v1, . . . ,vn 中的

每個 entry 皆為非負實數, 所以 c1a1 + · · ·+ cnan 的每個 entry 皆為非負實數. 得證 Av 為
probability vector.

另外若 A 的每一個 entry 皆為正實數, 即 a1, . . . ,an 的每一個 entry 皆為正實數, 此時由
於 c1, . . . ,cn 為非負實數, 故有 Av = c1a1 + · · ·+ cnan 的每個 entry 皆大於等於 ciai 所相對應

的 entry. 因 c1, . . . ,cn 不全為 0, 故若 ci > 0, 則 ciai 的每個 entry 皆為正實數, 因此得證 Av
的每個 entry 亦皆為正實數. □

現若 A =


∣∣ ∣∣

a1 · · · an∣∣ ∣∣
 為 stochastic matrix, 則依矩陣乘法定義 A2 的 i-th column

為 Aai, 故由 Lemma 8.4.4 知, A2 的每個 column 皆為 probability vector, 亦即 A2 亦為

stochastic matrix. 同理對任意 k ≥ 2, Ak 的 i-th column 為 Ak−1ai, 因此利用數學歸納法以
及 Lemma 8.4.4, 我們得證 Ak 亦為 stochastic matrix. 同樣的利用數學歸納法以及 Lemma
8.4.4, 我們可以證明若 Ar 的每一個 entry 皆為正實數, 則對於所有 k ∈N, Ar+k = Ar+k−1A 的

每個 entry 亦皆為正實數. 因此有以下的定理 (證明從略).
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Proposition 8.4.5. 假設 A∈Mn×n 為 stochastic matrix,則對所有 k ∈N, Ak 亦為 stochastic
matrix. 又若 A 為 regular 且 Ar 的每個 entry 皆為正實數, 則對所有 k ∈ N, Ar+k 的每個

entry 亦皆為正實數.

接下來我們要談論 stochastic matrix 的 eigenvalues 以及 eigenvectors. 不像前面的情
況, 由於我門探討的是一般的 stochastic matrix 而不是具體的矩陣, 所以我們無法從它的
characteristic polynomial 來處理. 這裡我們需要特定的技巧, 首先我們從轉置矩陣出發.

Lemma 8.4.6. 假設 A ∈ Mn×n 為 stochastic matrix. 則 1 為 At 的一個 eigenvalue 且

v =

1
...
1

 為其 eigenvector. 另外若 A 的每個 entry 皆為正實數, 則對於 At, 其 eigenvalue 1

的 geometric multiplicity 為 1.

Proof. 由於 A 為 stochastic matrix, A 每一個 column vector ai 皆為 probability vector,

亦即 ⟨ai,v⟩ = 1. 因此我們有 Atv =

⟨a1,v⟩
...

⟨an,v⟩

 =

1
...
1

 = v. 得證 v 為 At 的 eigenvector 且其

eigenvalue 為 1.

現假設 A 的每個 entry 皆為正實數且 w =

c1
...

cn

 為 eigenvalue 為 1 的 eigenvector. 注

意 w ̸= 0, 因此不失一般性, 我們可假設 c1, . . . ,cn 的最大值不為 0 (因為若最大值為 0, 表示
每個 ci ≤ 0, 故此時考慮 −w, 其仍為 At 的一個 eigenvalue 為 1 的 eigenvector 且此時 −w
每個 entry 的最大值為正實數). 假設 c j 為 c1, . . . ,cn 的最大值. 考慮 Aw 的 j-th entry, 依定
義其值為 ⟨a j,w⟩ = a j 1c1 + · · ·+a j ici + · · ·+a j ncn. 因為 a j 1, . . . ,a j n 皆為正實數且 c j > 0 為

c1, . . . ,cn 的最大值, 我們有

a j 1c1+ · · ·+a j ici+ · · ·+a j ncn ≤ a j 1c j + · · ·+a j ic j + · · ·+a j nc j = (a j 1+ · · ·+a j n)c j = c j. (8.8)

由於依假設 Atw = w, 所以 At 的 j-th entry 應為 c j, 也就是說式子 (8.8) 中的小於等於的符
號應為等號, 也就是說對每一個 i = 1, . . . ,n 皆有 a j ici = a j ic j。故由 a j i ̸= 0 的假設證得了

c1 = · · ·= c j = · · ·= cn = r. 這說明了 w = rv, 亦即所有 At 的 eigenvalue 為 1 的 eigenvector
皆在 Span(v) 中. 因此得證 At 其 eigenvalue 1 的 geometric multiplicity 為 1 □

回顧 Proposition 7.2.11 和 Proposition 8.1.5 告訴我們 A 和 At 有相同的 eigenvalues 而
且每個 eigenvalue 對於 A 和 At 的 geometric multiplicity 相同. 因此我們有以下的結果.

Proposition 8.4.7. 假設 A ∈ Mn×n 為 stochastic matrix. 則 1 為 A 的一個 eigenvalue. 另
外若 A 為 regular, 則對於 A, 其 eigenvalue 1 的 geometric multiplicity 為 1.

Proof. 因 A 為 stochastic matrix, 由 Lemma 8.4.6 知 1 為 At 的一個 eigenvalue. 故由
Proposition 7.2.11 知 1 亦為 A 的一個 eigenvalue. 另外, 若 A 為 regular 且假設 r ∈ N 使
得 Ar 的每個 entry 皆為正實數, 則由 Lemma 8.4.6 知 (Ar)t 的 eigenvalue 1 其 geometric
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multiplicity為 1. 也因此由 Proposition 8.1.5知 Ar 的 eigenvalue 1,其 geometric multiplicity
亦為 1, 也就是說 dim(EAr(1)) = 1. 現對於任意 v ∈ EA(1), 由於 Av = v, 我們得 Arv = v, 亦即
v ∈ EAr(1). 因此得 EA(1)⊆ EAr(1), 所以 dim(EA(1))≤ dim(EAr(1)) = 1. 然而前面已知 1為 A

的一個 eigenvalue, 因此 dim(EA(1))> 0. 得證 dim(EA(1)) = 1, 亦即 1 對於 A 的 geometric
multiplicity 為 1. □

現在我們來探討一個 stochastic matrix A ∈ Mn×n 其 eigenvector 有何特性. 對任意

x ∈Rn 假設 x =

x1
...

xn

 且 Ax =

y1
...

yn

, 對於 i = 1, . . . ,n 我們有 yi = ∑n
j=1 ai jx j 且因為對於任意

i, j ∈ {1, . . . ,n} 皆有 ai j ≥ 0, 我們得

|y1|= |a11x1 +a12x2 + · · ·+a1nxn| ≤ a11 |x1|+a12 |x2|+ · · ·+a1n |xn|
...

|yi| = |a i1x1 +a i2x2 + · · ·+a inxn| ≤ ai1 |x1|+ai2 |x2|+ · · ·+ain |xn| (8.9)
...

|yn|= |an1x1 +an2x2 + · · ·+annxn| ≤ an1 |x1|+an2 |x2|+ · · ·+ann |xn|

將式子 (8.9) 由上往下加起來且將右式同樣的
∣∣x j
∣∣ 加在一起, 由於 A 為 stochastic matrix,

對於 j = 1, . . . ,n, 我們有 a1 j + · · ·+ai j + · · ·+an j = 1, 故得

|y1|+ |y2|+ · · ·+ |yn| ≤ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn| . (8.10)

現若 x 是 A 的一個 eigenvalue 為 λ 的 eigenvector, 我們有 Ax = λx, 也就是 yi = λxi,
∀ i = 1, . . . ,n. 代入式子 (8.10) 得 |λ |(|x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|) ≤ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|. 由於
x1, . . . ,xn 不全為 0 得證 |λ | ≤ 1. 也就是說當 A 為 stochastic matrix, 它的 eigenvalue λ 必
須滿足 |λ | ≤ 1.

我們先考慮 λ ̸= 1 的情形. 此時對於 i = 1, . . . ,n 我們有 ∑n
j=1 ai jx j = yi = λxi. 將此

n 個等式全部加起來且等式左邊同樣的 xi 項合併, 由於 A 為 stochastic matrix 我們得
x1 + · · ·+ xn = λ (x1 + · · ·+ xn). 又由於 λ ̸= 1 得證 x1 + · · ·+ xn = 0.

現在我們回到探討 A 為 regular 的情形. 首先考慮 eigenvalue 為 −1 的情形. 假設
w ∈Rn 為 A的 eigenvalue為 −1的 eigenvector. 此時由於 Aw =−w,我們得 Akw = (−1)kw.
也就是說當 k > 0 為偶數時 w 就會是 Ak 的 eigenvalue 為 1 的 eigenvector. 又 A 必有

eigenvalue 為 1 的 eigenvector v, 且當 A 為 regular 時我們知必存在 k > 0 為偶數使得

Ak 的每個 entry 皆為正實數 (Proposition 8.4.5), 故由 Proposition 8.4.7 的證明我們知此
時 EA(1) = EAk(1) = Span(v). 然而 w ∈ EAk(1) = Span(v), 此與 v,w 為 linearly independent
(因 v,w 分別為 A 對應到 1,−1 的 eigenvector, 由 Proposition 8.1.1 知它們為 linearly
independent) 相矛盾. 故知當 A 為 regular stochastic matrix 時 −1 不可能會是 A 的

eigenvalue.
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最後我們考慮 A 為 regular 且 eigenvalue 為 1 的情形. 要注意由 Proposition 8.4.7 的證
明我們知道,若 Ar 的每個 entry皆為正實數,則 eigenspace EA(1) = EAr(1). 所以我們只要考
慮 A 為 stochastic matrix 且 A = (ai j) 的每個 entry ai j 皆為正實數的情形即可. 假設 x 為
A 的 eigenvalue 為 1 的 eigenvector. 此時由於 Ax = x, 我們有 yi = xi, ∀ i = 1, . . . ,n, 因此得
|y1|+ |y2|+ · · ·+ |yn|= |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|. 也就是說式子 (8.10) 的等式必須成立. 然而式子
(8.10) 的等式成立若且唯若式子 (8.9) 的每一項等式皆成立. 而又對於任意 i, j ∈ {1, . . . ,n}
皆有 ai j > 0 故式子 (8.9) 的每一項等式皆成立若且唯若 x1, . . . ,xn 皆同時大於等於 0 或同時

小於等於 0. 由於 x1, . . . ,xn 不全為 0, 我們有 x1 + · · ·+ xn ̸= 0, 故令 v = 1
x1+···+xn

x, 我們得 v
為 probability vector 且為 A 的 eigenvalue 為 1 的 eigenvector. 因為 dim(EA(1)) = 1, 我們
知道 v 會是 Rn 中唯一同時符合這兩個要求的 vector. 綜合以上的討論, 我們有以下的結論.

Proposition 8.4.8. 假設 A ∈ Mn×n 為 stochastic matrix, 則 A 的任一 eigenvalue λ 皆

需滿足 |λ | ≤ 1. 若 w =

c1
...

cn

 ∈ Rn 為 A 的 eigenvector 且其 eigenvalue 不等於 1, 則

c1 + · · ·+ cn = 0.

另外若 A 為 regular, 則 −1 不可能會是 A 的 eigenvalue 且在 Rn 中存在唯一的

probability vector 會是 A 的 eigenvalue 為 1 的 eigenvector.

Question 8.6. 假設 A 為 regular stochastic matrix 且 v 為 A 的 eigenvalue 為 1 的

eigenvector. 試證明 v 每一個 entry 皆同時為正或同時為負 (即沒有一個 entry 會是 0).

現在我們假設 A ∈ Mn×n 為 regular stochastic matrix 且為 diagonalizable. 令 v1, . . . ,vn

為 Rn 的一組 basis 且為 A 的 eigenvectors. 假設 vi 所對應的 eigenvalue 為 λi, 其中 λ1 = 1.
由 Proposition 8.4.8我們可設 v1 為 probability vector,又對於 i = 2, . . . ,n, |λi|< 1故若 vi =c1

...
cn

 我們有 c1 + · · ·+ cn = 0. 現令 P =


∣∣ ∣∣

v1 · · · vn∣∣ ∣∣
, 我們得 A = P


1

λ2
. . .

λn

P−1.

由於矩陣的乘法僅牽涉到每個 entry 之間的加法與乘法, 所以當取極限時可以分別取極限再
乘在一起. 因此我們有

lim
k→∞

Ak = lim
k→∞

P


1

λ2
. . .

λn


k

P−1 = lim
k→∞

P


1

λ k
2

. . .
λ k

n

P−1 =P


1

0
. . .

0

P−1.

注意由於 v1 的每個 entry 之和為 1, 而對於 i = 2, . . . ,n, vi 每一個 entry 之和為 0, 利用
P−1P = In, 我們很容易看出 P−1 的 1-st row 的每一個 entry 皆為 1. 故得

P


1

0
. . .

0

P−1 =


∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 v2 · · · vn∣∣ ∣∣ ∣∣



1 · · · 1
— 0 —

...
— 0 —

=


∣∣ ∣∣ ∣∣

v1 v1 · · · v1∣∣ ∣∣ ∣∣
 .
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也就是說當 A 為 regular stochastic matrix 且為 diagonalizable, 則當 k 越來越大時 Ak 會

趨近一個每個 column 皆為 v1 的矩陣, 其中 v1 為 Rn 中唯一的 probability vector 滿足
Av1 = v1. 這個結果其實對於一般的 regular stochastic matrix (不需 diagonalizable 之假設)
皆成立. 它的證明並沒有用到太多線性代數的技巧, 而著重於數列極限的估計. 不過為了完
整性, 我們仍簡略的證明一下. 同學們可以忽略它的證明, 不過我們希望大家仍能充分了解
此定理的敘述以及其衍伸的結果 (Corollary 8.4.10).

Theorem 8.4.9. 假設 A∈Mn×n 為 regular stochastic matrix且 v∈Rn 為唯一的 probability
vector 滿足 Av = v. 則

lim
k→∞

Ak =


∣∣ ∣∣ ∣∣
v v · · · v∣∣ ∣∣ ∣∣

 .
Proof. 當 n = 1 時 A = [1] 是唯一的 stochastic matrix, 此時本定理自然成立, 所以我們考
慮 n ≥ 2的情形. 此時我們要證明 limk→∞ Ak 的每一個 column是相同的 vector. 也就是說我

們要先證明存在 w ∈ Rn 使得 limk→∞ Ak =


∣∣ ∣∣ ∣∣
w w · · · w∣∣ ∣∣ ∣∣

 . 若證明了這部分, 則因 Av = v,

我們有 Akv = v, ∀k ∈N, 故得 limk→∞(Akv) = v. 然而若 v =

c1
...

cn

, 因 v為 probability vector,

我們有 c1 + · · ·+ cn = 1. 因此利用 limk→∞ Ak =


∣∣ ∣∣ ∣∣
w w · · · w∣∣ ∣∣ ∣∣

 . 得

lim
k→∞

(Akv) = ( lim
k→∞

Ak)v =


∣∣ ∣∣ ∣∣
w w · · · w∣∣ ∣∣ ∣∣




c1
c2
...

cn

= c1w+ c2w+ · · ·+ cnw = w.

得證 w = v.

要如何證明 limk→∞ Ak 的每一個 column 是相同的 vector 呢? 給定 i ∈ {1, . . . ,n}, 我們考
慮所有 Ak 的 i-th row. 若令 Mk, mk 分別為 Ak 的 i-th row 的 entry 中的最大值與最小值,
我們要證明 limk→∞(Mk −mk) = 0, 因此得證 limk→∞ Ak 的 i-th row 的每個 entry 皆為同一個
數. 因為這是對所有 i = 1, . . . ,n 皆成立, 也因此得證 limk→∞ Ak 的每一個 column 皆為相同
的 vector.

我們令 ai j 為 A 的 (i, j)-th entry 且當 k > 1 時令 a(k)i j 為 Ak 的 (i, j)-th entry. 依矩陣
乘法的定義以及 Ak+1 = AkA, 我們有 a(k+1)

i j = ∑n
q=1 a(k)iq aq j. 假設 Ak 的 i-th row 的最大值和

最小值分別發生在 Ak 的 (i,s)-th entry 以及 (i, t)-th entry (即 Mk = a(k)i s , mk = a(k)i t ), 又假設
Ak 的 i-th row 的最大值和最小值分別發生在 Ak+1 的 (i, j)-th entry 以及 (i, l)-th entry (即
Mk+1 = a(k+1)

i j , mk+1 = a(k+1)
i l ). 此時我們有

Mk+1 = a(k+1)
i j = a(k)i t at j +∑

q̸=t
a(k)iq aq j ≤ mkat j +Mk ∑

q̸=t
aq j = mkat j +Mk(1−at j). (8.11)
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mk+1 = a(k+1)
i l = a(k)i s as l + ∑

q̸=s
a(k)iq aql ≥ Mkas l +mk ∑

q̸=s
aql = Mkas l +mk(1−as l). (8.12)

注意式子 (8.11), (8.12) 用到了 A 為 stochastic matrix 之假設, 即 ∑n
q=1 aq j = ∑n

q=1 aql = 1.
現在將式子 (8.11) 減去式子 (8.12) 得

Mk+1 −mk+1 ≤ Mk(1−at j −as l)+mk(at j − (1−as l)) = (Mk −mk)(1−at j −as l). (8.13)

由於 at j ≥ 0,as l ≥ 0, 我們有 1−at j −as l ≤ 1, 故由式子 (8.13) 得 Mk+1 −mk+1 ≤ Mk −mk. 也
就是說數列 (Mk −mk)

∞
k=1 是一個遞減的數列.

如何證明 (Mk −mk)
∞
k=1 這個遞減的數列其極限為 0 呢? 我們只要找到它的一個

subsequence趨近於 0即可. 這裡就需要用到 A為 regular的假設. 也就是說存在 r ∈N使得
Ar 的每個 entry 皆為正實數. 為了方便起見, 我們令 B = Ar 且令 bi j 為 B 的 (i, j)-th entry
且當 k > 1 時令 b(k)i j 為 Bk = Ark 的 (i, j)-th entry. 注意依假設我們有 bi j > 0 且 b(k)i j > 0. 又
給定 i ∈ {1, . . . ,n}, 我們有 Mrk, mrk 分別為 Bk = Ark 的 i-th row 的 entry 中的最大值與最小
值. 因此用相同的方法, 套用式子 (8.11), (8.12) 在 Bk 和 Bk+1 的情形, 可以推得式子 (8.13)
在 Bk 與 Bk+1 相對應的結果

Mr(k+1)−mr(k+1) ≤ Mrk(1−bt j −bs l)+mrk(bt j − (1−bs l)) = (Mrk −mrk)(1−bt j −bs l). (8.14)

要注意式子 (8.14) 與式子 (8.13) 最大的不同處在於 bt j > 0 且 bs l > 0. 現令 β 為 B 的所有

entry 中的最小值. 依 β 的定義, 我們有 bt j ≥ β ,bs l ≥ β , 故得 1−bt j −bs l ≤ 1−2β . 因此由
式子 (8.13) 得

Mr(k+1)−mr(k+1) ≤ (Mrk −mrk)(1−2β ). (8.15)

因 β 所在的那個 column 所有的 entry 之和等於 1 且大於等於 nβ , 故得 0 < β ≤ 1
n ≤ 1

2 (注
意我們有 n ≥ 2 之假設). 所以 0 ≤ 1−2β < 1, 利用式子 (8.15) 以及數學歸納法得

Mr(k+1)−mr(k+1) ≤ (Mr −mr)(1−2β )k,

且因此得證 (Mrk −mrk)
∞
k=1 這個 subsequence 滿足 limk→∞(Mrk −mrk) = 0, 故得原 sequence

(Mk −mk)
∞
k=1 滿足 limk→∞(Mk −mk) = 0. 得證本定理. □

再次重申 Theorem 8.4.9對於一般的 stochastic matrix未必會成立,須加上 regular的條
件才一定成立. 這個定理的最重要的結果就是在 Markov process 中不管初始的 probability
vector 為何, 經過 regular stochastic matrix 多次的作用之下, 最後會趨近於一個穩定的狀
態. 我們將此結果敘述如下.

Corollary 8.4.10. 假設 A ∈ Mn×n 為 regular stochastic matrix 且 v ∈ Rn 為唯一的 proba-
bility vector 滿足 Av = v. 則對於任意 Rn 的 probability vector w 皆有

lim
k→∞

(Akw) = v.
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Proof. 令 w =

c1
...

cn

. 依 w 為 probability vector 之假設, 我們知 c1 + · · ·+ cn = 1. 故由

Theorem 8.4.9 知

lim
k→∞

(Akw) = ( lim
k→∞

Ak)w =


∣∣ ∣∣ ∣∣
v v · · · v∣∣ ∣∣ ∣∣




c1
c2
...

cn

= c1v+ c2v+ · · ·+ cnv = v.

□

Question 8.7. Corollary 8.4.10 中 w 需要假設是 probability vector 才會成立嗎?

8.5. 結論

從 linear operator 的觀念來看 eigenvector 就是經過 linear operator 運算後仍保持平行的
向量. 所以若有一組 basis 是由 eigenvectors 所組成, 則此 linear operator 利用這組 ordered
basis 所得的 matrix representation 就會是 diagonal matrix. 這種情況之下便會讓我們很容
易掌握這個 linear operator (特別是對其多次重複合成的情況之下). 因此要了解一個 square
matrix 是否可以對角化, 是一個重要的課題. 利用 eigenvalue 的 algebraic multiplicity 以
及 geometric multiplicity, 可以幫助我們判別一個 square matrix 是否為 diagonalizable.
有一種特別的情形是不必計算就可以知道可以對角化, 就是 symmetric matrix. 事實上
symmetric matrix 不只是 diagonalizable, 其實它還是 orthogonal diagonalizable. 也就是說
symmetric matrix 都會存在一組由 eigenvectors 所組成的 orthogonal basis. 這就是所謂的
Spectral Theorem, 它在數學和物理上有許多的應用. 我們特別利用它, 可將坐標平面和坐
標空間的二次方程式, 利用坐標變換 (旋轉和平移) 方法將之變換成標準式, 以便判斷其圖
形.


