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Chapter 1

Topological Spaces

拓樸 的 的 一 的 ( 的

Topological Space 拓樸 ), 一 的拓樸 些性質

( ).

一 些 open sets, 些 的 “
”. 一 的 open sets 些 , 一 topological space.

topological space 及 的 的 性質, subspace
的 .

1.1. Standard Topology on R

以 以 的 topology. 的

一 , 的 standard topology, 以 一 topology 的 .

的 的 . ,
的 .

Definition 1.1.1. f : R → R. a ∈ R, f is a continuous function at a

( a ) 的 ϵ > 0 δ > 0 |x − a| < δ
∣∣∣ f (x) − f (a)

∣∣∣ < ϵ.
特 的, f R 的 一 , f is a continuous function on R.

的 , 以 的 . |x − a| < δ x ∈
(a − δ, a + δ) ,

∣∣∣ f (x) − f (a)
∣∣∣ < ϵ f (x) ∈ ( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ)

. 以 Definition 1.1.1 的 : x ∈ (a − δ, a + δ)

f (x) ∈ ( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ). 以 的 image 以及 inverse image 的
的 . 一 , 的 image 以及 inverse image 的 .

一 function f : X → Y 以及 X 的 subset A, A f 的

image A 的 f 的 . f (A) ,
f (A) = { f (a) | a ∈ A}. 特 的, the image of X under f , f (X) f 的 range ( ).

1



2 1. Topological Spaces

f (A) 的 , f (A) Y 的 subset. ,
的 . , . 外 的 , 的

f (a) ∈ f (A) a ∈ A. 的, b < A

f (b) ∈ f (A). f (A) 一 的 , f (A) 的 Y 的

. y ∈ f (A), a ∈ A y = f (a). , y ∈ A a ∈ A

y = f (a) y ∈ f (A). 以 f (A) 一 的

f (A) = {y ∈ Y | ∃ a ∈ A, y = f (a)}.

, f (A) 的 .

, 的 inverse image. , 一 function f : X → Y 以

及 Y 的 subset C, C f 的 inverse image 些 f

C 的 的 . f −1(C) , f −1(C) = {x ∈ X : f (x) ∈ C}.
f −1(C) 的 , f −1(C) X 的 subset. inverse image 的

, 以 以 inverse image 的性質.

的 image 以及 inverse image 以 性的 一 .

Proposition 1.1.2. f : R→ R a ∈ R. 以 的.

(1) f is a continuous function at a

(2) ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 f
(
(a − δ, a + δ)

)
⊆ ( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ).

(3) ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 (a − δ, a + δ) ⊆ f −1
(
( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ)

)
.

Question 1.1. Proposition 1.1.2. ( (2)⇔ (3) ?)

r, s, r < s, (r, s) = {x ∈ R | r < x < s} 一

open interval ( ). 以 (a − δ, a + δ) 以 一 a 的 open interval,
( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ) 一 f (a) 的 open interval. Proposition 1.1.2 (2)

一 a 的 open interval f 一 f (a) 的 open interval.
, Proposition 1.1.2 (2) , ϵ ϵ δ,

. ϵ 一 f (a) 的 open interval, δ

一 a 的 open interval. 一 f (a) 的 open
interval ( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ), 一 a 的 open interval (a − δ, a + δ)

f
(
(a − δ, a + δ)

)
⊆ ( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ). , 以 的 論.

Corollary 1.1.3. f : R→ R a ∈ R. 以 的.

(1) f is a continuous function at a.

(2) 一 f (a) 的 open interval I 一 a 的 open interval J

f (J) ⊆ I.

(3) 一 f (a) 的 open interval I 一 a 的 open interval J

J ⊆ f −1(I).



1.1. Standard Topology on R 3

Proof. (1)⇔ (3), 的 !

(1) ⇒ (3): f is a continuous function at a. 一 f (a) 的 open interval
I = (r, s), f (a) ∈ I, r < f (a) < s. ϵ = min{ f (a) − r, s − f (a)}. Proposition
1.1.2 ((1) ⇒ (3)) δ > 0 (a − δ, a + δ) ⊆ f −1

(
( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ)

)
.

J = (a − δ, a + δ), J 一 a 的 open interval

J ⊆ f −1
(
( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ)

)
⊆ f −1(I).

(3)⇒ (1): Proposition 1.1.2 (3) . ϵ > 0, I = ( f (a)−ϵ, f (a)+ϵ)

一 f (a) 的 open interval, 一 a 的 open interval J = (r, s)

J ⊆ f −1(I). r < a < s, δ = min{a − r, s − a}, δ > 0

(a − δ, a + δ) ⊆ J ⊆ f −1(I) = f −1
(
( f (a) − ϵ, f (a) + ϵ)

)
.

�

Question 1.2. 的 Corollary 1.1.3 (1)⇔ (2).

Proposition 1.1.2 Corollary 1.1.3, open interval 一
的特 . 一 a 的 open interval I = (r, s) 一 γ > 0

(a − γ, a + γ) ⊆ I ( γ = min{a − r, s − a} ). 的特 (r, s)

的 open interval . (2,∞) = {x ∈ R | x > 2}, (−∞, 2) = {x ∈ R | x < 2} 以及
(−2, 1) ∪ (3, 5) 些 的性質. 以 的 .

Definition 1.1.4. S ⊆ R a ∈ S γ > 0 (a − γ, a + γ) ⊆ S ,
S 一 open set. a ∈ R S ⊆ R 一 a 的 open set, S a 的一

open neighborhood.

R open set. 外 ∅ open set. ∅
, 以 open set 的 . ∅ open set, 的,

open set 性. 以 .

, 前 (2,∞), (−∞, 2) 以及 (−2, 1) ∪ (3, 5) 些 open set.
以 性質.

Proposition 1.1.5. {S i, i ∈ I} 以 I index set 的 indexed family S i ⊆ R
open set.

∪
i∈I

S i open set.

Proof. a ∈
∪
i∈I

S i, k ∈ I a ∈ S k S k open set, 以 γ > 0

(a − γ, a + γ) ⊆ S k. (a − γ, a + γ) ⊆ S k ⊆
∪
i∈I

S i. �

Proposition 1.1.5 的 index set I ,
open set, 的 open set. open set 的
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open set. . index set N, n ∈ N
S n = (−1/n, 1/n), S n open set,

∩
n∈N

S n = {0}, open set.

Question 1.3.
∩
n∈N

(−1/n, 1/n) = {0} open set ?

open sets 以 一 open set. 以 的

.

Proposition 1.1.6. S 1, . . . , S n R 的 open set,
∩
1≤i≤n

S i open set.

Proof. a ∈
∩
1≤i≤n

S i, i ∈ {1, . . . , n}, a ∈ S i S i open set, γi > 0

(a − γi, a + γi) ⊆ S i. γ = min{γ1, . . . , γn}, γ > 0 i ∈ {1, . . . , n},
(a − γ, a + γ) ⊆ (a − γi, a + γi) ⊆ S i. (a − γ, a + γ) ⊆

∩
1≤i≤n

S i. �

的 , a ∈
∩
1≤i≤n

S i,
∩
1≤i≤n

S i = ∅ ?

a 前 , 以 論 的. ∅
open set 的 .

Question 1.4. a 的 open neighborhoods 的 a 的 open neighborhood
? a 的 open neighborhoods 的 a 的 open neighborhood ?

open set 的 , 以 Proposition 1.1.3 的 Proposition
1.1.2 以 .

Corollary 1.1.7. f : R→ R a ∈ R. 以 的.

(1) f is a continuous function at a.

(2) 一 f (a) 的 open neighborhood U 一 a 的 open neighborhood V

f (V) ⊆ U.

(3) 一 f (a) 的 open neighborhood U 一 a 的 open neighborhood V

V ⊆ f −1(U).

Question 1.5. Corollary 1.1.7.

, 的 . f : R→ R ,
f 一 的 . 以 a ∈ R, Corollary 1.1.7 ,

f (a) 一 open neighborhood U 一 a 的 open neighborhood V

f (V) ⊆ U. , f 一 one-to-one, b ∈ R b , a

f (b) = f (a), a 的一 open neighborhood ,
b 的一 open neighborhood V ′ f (V ′) ⊆ U. f −1({ f (a)})
的 的, inverse image . 以 的 .
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Theorem 1.1.8. f : R → R. f is a continuous function
opens set U ⊆ R f −1(U) 一 open set.

Proof. f , 一 open set U, f −1(U) open set.
x ∈ f −1(U), γ > 0 (x − γ, x + γ) ⊆ f −1(U).

x ∈ f −1(U), f (x) ∈ U, U open的 ϵ > 0 ( f (x)−ϵ, f (x)+ϵ) ⊆ U.
f is continuous at x, Corollary 1.1.2 δ > 0

(x − δ, x + δ) ⊆ f −1
(
( f (x) − ϵ, f (x) + ϵ)

)
⊆ f −1(U).

γ = δ .

, opens set U ⊆ R, f −1(U) 一 open set, f

, x ∈ R f is continuous at x. 以 Corollary
1.1.7 . 一 f (x) 的 open neighborhood U 一 x 的 open
neighborhood V V ⊆ f −1(U). U open set, f −1(U) 一 open
set, x ∈ f −1(U) ( f (x) ∈ U), f −1(U) x 的一 open neighborhood.
V = f −1(U) . �

Question 1.6. f : R → R. f is a continuous function 的

opens set U ⊆ R f (U) 一 open set ?

以 Theorem 1.1.8 identity map id : R → R 的. R 的

open set U, f −1(U) = U open set. Theorem 1.1.8 一

些 特 的 的 , 的 ,
. 的 的 , 以 的

Theorem 1.1.8 . , Theorem 1.1.8
. Theorem 1.1.8 的 性, 的 ,

, 以 的 . 一 的

, open set 的 , 以 的 .
以 的 .

Question 1.7. Theorem 1.1.8 以及 的

.

以 的拓樸 , closed set.

Definition 1.1.9. S ⊆ R, S 的 S c = R \S open set, S closed
set.

的 [−1, 3], 的 (−∞,−1) ∪ (3,∞) open, [−1, 3]
closed set. , 以 closed set open set 的 , 以 一

open set closed set. 的 . [−1, 3) open
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closed. R ∅ open closed. 言 , 一 closed,
open set .

Question 1.8. 的 Z closed set?

Question 1.9. {S i, i ∈ I} 以 I index set 的 indexed family S i ⊆ R
closed set.

(1)
∩
i∈I

S i closed set.

(2) I 一 finite set ,
∪
i∈I

S i closed set.

1.2. Open Sets and Closed Sets

的 些 open sets 以 , 一

些 subsets open sets 的. Proposition 1.1.5 Proposition
1.1.6, 的 open set 以及 open 的性質,
R 以及 ∅ open set. 以 open sets 以 的 .

Definition 1.2.1. 一 X, 以及 T X 的一些 的 . T X

的一 topology T 以 .

(1) X, ∅ T .

(2) {S i, i ∈ I} 以 I index set 的 indexed family S i T ,∪
i∈I

S i T .

(3) S 1, . . . , S n T ,
n∩

i∈1
S i T .

X 一 topology, X 一 topological space T 的

X 的 open set. x ∈ X S ⊆ X T x ∈ S , S x 的一 open
neighborhood.

Question 1.10. Definition 1.2.1 topology 的 (3)
( ): S 1, S 2 T , S 1 ∩ S 2 T .

的 X, 以 的 topology, 的 topological
space. 以 論特 的 一 topology.

一 的 的 open set, R 的 standard
topology. 以 論的 一 的 , X 一

topological space, 及 T , 的 論 的 topology 的.

的 X 以 topology 一 topological space.
X 的 topology T = {X, ∅} 的 trivial topology

indiscrete topology. T = P(X) (X 的 power set, X 的 的 )
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的 discrete topology. , Definition 1.2.1 topology 的 .
以 的 一 的 的 topology,
“ ” 一 . 一 open set S 的一 x 的 open

neighborhood, S 的 x ( 一 的

一 ). x1 ∈ S 1, x2 ∈ S 2 S 1, S 2 open sets S 1 ∩ S 2 = ∅,
x1, x2 以 . , X indiscrete

topology, X 的 一 open neighborhood X .
一 , , indiscrete ( 的) 的 .

一 , 的 X discrete topology, x ∈ X, {x} x 的一 open
neighborhood, 一 X 的 ( 的 )?

discrete ( 的) 的 .

Question 1.11. X = {1, 2} discrete topology indiscrete topology 外,
的 topology ?

一 的 topological space. R , 的 standard topology,
“ ” 的, 一 以 topology. 的 topological
space 特 metric space. 一 “ ”.

Definition 1.2.2. 一 X, d : X × X → [0,∞) a, b, c ∈ X 以

性質, d X 的一 metric.

(1) d(a, b) = d(b, a).

(2) d(a, b) = 0 if and only if a = b.

(3) d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b).

性質 (1) 的 a b 的 b a 的 . 性質 (2) 的 一 的

0, 的 0. 性質 (3) 的 . 以 性

質的 . R 的 |a − b| = d(a, b) 以 性質.
外 R2 d((x1, y2), (x2, y2)) =

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 R2 的一 metric.

Rn 的 d((x1, . . . , xn) − (y1, . . . , yn)) =
√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 Rn

的 metric.

X, 的 metric d , 以 X 的 open ball. a ∈ X,
r > 0 B(a; r) = {x ∈ X : d(x, a) < r}. Definition 1.1.4 X

的 open set. , S ⊆ X a ∈ S r > 0 B(a; r) ⊆ S , S

一 open set. 的 open set Definition 1.2.1 的
. Proposition 1.1.5 Proposition 1.1.6 的 , 的

open sets X 一 topology. 一 一 metric,
metric 的一 topology.
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Question 1.12. X 一 metric d,

T = {S ⊆ X | ∀ a ∈ S , ∃ r > 0, B(a; r) ⊆ S }

X 的 topology.

一 X 的 topology, 一 一 Defini-
tion 1.2.1 的 , 一 的 open set 的特性 ,
些 topology 的 . R 的 standard topology,

的 的 , open sets. 以 , R 的

standard topology 的 open set 一些 ( 以 ) open interval 的 .
的 , metric space 的 topology 的 open sets, 一些 open

ball . 些 topology 的 , topology 的一
basis. 以 的 .

Definition 1.2.3. X T 的一 topological space. B T 的一些

open sets 的 , T 的 open set 一些 B 的 open sets 的
, B T 的 basis ( base).

basis 的 的 open set S , x ∈ S , S x ∈ B
x ∈ S x S x ⊆ S , S 些 S x 的 , S =

∪
x∈S

S x. R ,

standard topology T , 的 open set S ∈ T 的一 x ∈ S ,
γx > 0 (x − γx, x + γx) ⊆ S , 以 S =

∪
x∈S

(x − γx, x + γx).

的 open intervals 的 R 的 standard topology 的一 basis. , metric
space, open ball 的 metric space 的 topology 的一 basis.

Question 1.13. S x ∈ S , S x x ∈ S x

S x ⊆ S . S =
∪
x∈S

S x, metric space 的 open ball

的 metric space 的 topology 的一 basis.

Question 1.13 一 topology 的 basis 一. 一 basis
一 topology. basis 的 , basis 的 open set, open

sets 的 open set, topology 的 basis, topology
的 open sets, 的 topology. 的 .

Question 1.14. X 的 T1,T2 X 的 topology. B T1,T2
的一 basis. T1 = T2.

B topological space X 的一 basis , X open,
X =

∪
S∈B

S . 一 , S 1, S 2 ∈ B x ∈ S 1 ∩ S 2, S 1 ∩ S 2 open, S 1 ∩ S 2

一些 B 的 的 , x ∈ S 1 ∩ S 2 S ∈ B x ∈ S

S ⊆ S 1 ∩ S 2. 以 basis 的性質.
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Proposition 1.2.4. B topological space X 的一 basis, B 以 :

(1) X =
∪
S∈B

S .

(2) S 1, S 2 ∈ B x ∈ S 1 ∩ S 2, S ∈ B x ∈ S S ⊆ S 1 ∩ S 2.

, B X 的一些 subsets 的 (1), (2) 性質, 一的

topology T , B T 的一 basis.

Proof. 一的 topology T , B T 的一 basis.
性, 以 T . B basis 的 open set B 的

一些 的 , T 的 B 的一些 的 ∅. 以

∅ 以及 以 B 的一些 的 的 subsets T T
topology 的 . ∅ ∈ T , X =

∪
S∈B

S , X T . 外

T 的 B 的一些 的 , 以 T 一些 的 B
的一些 的 . T1, . . . , Tn B 的一些 的

, T1 ∩ · · · ∩ Tn B 的一些 的 . ,
n = 2 的 ( Question 1.10). T1,T2 ∈ T , index sets I, J

T1 =
∪
i∈I

S i, T2 =
∪
j∈J

S ′j, S i, S ′j B . 的 性質,

T1 ∩ T2 =
∪

i∈I, j∈J

S i ∩ S ′j.

以 S i ∩ S ′j 以 B 的一些 的 .
x ∈ S i ∩ S ′j, S i, S ′j B , 性質 (2) S x ∈ B x ∈ S x S x ⊆ S i ∩ S ′j.

S i ∩ S ′j =
∪

x∈S i∩S ′j

S x.

T X 的一 Topology B T 的一 basis. �

topological space 的 closed set.

Definition 1.2.5. X topological space. S ⊆ X, S 的 S c = X \ S

open set, S closed set.

, closed set open set的 , 以 一 open set
closed set. 的 . 一 open closed. 一

一 open closed. 一 topological space 的 open
sets closed sets . Indiscrete topology discrete topology . 言 ,

一 closed, open set . 的性質,
Question 1.9, 以 的 .

Proposition 1.2.6. X 一 topological space, 以 性質.
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(1) X, ∅ closed.

(2) S 1, . . . , S n closed set,
n∪

i∈1
S i closed set.

(3) {S i, i ∈ I} 以 I index set 的 indexed family S i ⊆ X closed
set,

∩
i∈I

S i closed set.

Question 1.15. indiscrete topology discrete topology open set closed
set, closed set open set.

Question 1.16. 一 topological space , 的 closed sets , 以

的 open sets?

的 一 的 topological space 一 的 , 一

closed. indiscrete topology 一 . R 的 standard topology
, 以 . 特殊的 , R 的 standard topology 一

的 metric space , 一 的 一 closed.

1.3. Continuous Functions and Open Maps

一 topology, 的 性質 (Theorem 1.1.8)
的 . , 論一 topological space 的 ,

以 topological spaces 的 .

Definition 1.3.1. X,Y topological spaces f : X → Y 一 function. Y

的 open set U f −1(U) X 的 open set, f continuous function.

, continuous function 的 的 open set 的 inverse image
的 open set. 的 open set image 的 open set.

Question 1.17. X,Y topological space, f : X → Y function. 以

f continuous.

(1) X 的 topology discrete topology.

(2) Y 的 topology discrete topology.

(3) X 的 topology indiscrete topology.

(4) Y 的 topology indiscrete topology.

Question 1.18. 一 X 的 identity function idX : X → X

continuous function.

一 closed set 的 , open sets 的 closed sets
的 . closed set 的 inverse image 一 continuous.
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Proposition 1.3.2. X,Y topological spaces f : X → Y 一 function. f

continuous Y 的 closed set C f −1(C) X 的 closed set.

Proof. f continuous, Y 的 closed set C, f −1(C) X 的

closed set, X \ f −1(C) open. X \ f −1(C) = f −1(Y \C) Y \C open,
f continuous f −1(Y \C), X \ f −1(C) open.

, Y 的 closed set C f −1(C) X 的 closed set. Y

的 open set U, Y \ U closed. f −1(Y \ U) = X \ f −1(U) X 的

closed set, f −1(U) open. f continuous. �

, f : X → Y continuous, Y 的 open sets U f −1(U)

X 的 open set. Y 的 open sets , basis 的
一些 . 一 , Y 的一 basis,

basis 的 inverse image .

Proposition 1.3.3. X,Y topological space, B Y 的 topology 的一 basis.
f : X → Y continuous U ∈ B, f −1(U) X 的 open set.

Proof. f continuous, U ∈ B Y 的 open set, f −1(U) X 的 open
set.

, U ∈ B, f −1(U) X 的 open set. Y 的 open set U, B
basis, index I 以及 S i ∈ B, ∀ i ∈ I U =

∪
i∈I S i. f −1(U) =

∪
i∈I f −1(S i) 以及

f −1(S i) open f −1(U) open, f continuous. �

X,Y,Z topological spaces, f : X → Y, g : Y → Z functions f , g

g ◦ f : X → Z. g ◦ f continuous, g ◦ f 的 inverse
image f , g 的 inverse image 的 . Z 的一 subset S , g−1(S ) Y 的 subset,

f −1(g−1(S )) X 的 subset. 一 (g ◦ f )−1(S ) X 的 subset, 以

f −1(g−1(S )) (g ◦ f )−1(S ) ? x ∈ f −1(g−1(S )), f (x) ∈ g−1(S ).
f (x) ∈ g−1(S ) g ◦ f (x) = g( f (x)) ∈ S , x ∈ (g ◦ f )−1(S ). , x ∈ (g ◦ f )−1(S ),

g( f (x)) = g ◦ f (x) ∈ S , f (x) ∈ g−1(S ), x ∈ f −1(g−1(S )).
S ⊆ Z, f −1(g−1(S )) = (g ◦ f )−1(S ). 性質, 以 的

.

Proposition 1.3.4. X,Y,Z topological spaces. f : X → Y, g : Y → Z

continuous functions, g ◦ f : X → Z continuous function.

Proof. U Z 的 open set, (g ◦ f )−1(U) = f −1(g−1(U)). g : Y → Z

continuous, g−1(U) Y 的 open set. f : X → Y continuous,
f −1(g−1(U)) X 的 open set. g ◦ f : X → Z continuous function. �
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, , 些 的特 性質

, 一 . 的 , 以

一 一 的 function, 些 function 的性質

. , group 論 的 group homomorphism.
group 一 一 的 group homomorphism ( isomorphism),
group isomorphic. topological spaces, topological spaces
的拓樸 的 ? spaces 一 一 的 ,

拓樸的 , continuous function !
. X 一 的 . identity map idX : X → X,

discrete topology, indiscrete topology. 的 topology , idX 一

continuous function, X 一 , topologies
. 一 , X,Y topological spaces f : X → Y 一 一 的

continuous function. Y 的 open set U, f continuous, f −1(U) X

open. 一 的 Y 的 open set U′, f onto, f −1(U)

f −1(U′) 的 (why?). 一 一 一的 Y 的

open sets X 的 open sets; X 的 open sets . 以 X

的 open sets Y 的 open sets ( X stronger topology),
X,Y 的拓樸性質. X 的 open set S , f (S )

Y 的 open set, f 一 一的, 一 一 一的 X 的 open sets
Y 的 open sets (why?). X,Y 的拓樸性質 的. 一
一 f : X → Y X 的 open set S f (S ) Y 的 open set

( one-to-one and onto 以及 continuous 的 ), f 一 open map.

Question 1.19. X,Y topological spaces f : X → Y onto 的 continuous
function g : X → Y one-to-one 的 open map.

(1) U1,U2 Y 的 open sets, f −1(U1), f −1(U2) X 的 open
sets.

(2) S 1, S 2 X 的 open sets, g(S 1), g(S 2) Y 的 open sets.

的 , X,Y topological spaces T ,T ′ X,Y 的 topology.
f : X → Y 一 一 的 continuous function open map, 以 f

一 T T ′ ( X 的 open sets 的 Y 的 open sets 的 )
的一 一 一 的 . X 的 open set S Y 的 open set f (U).

F : T → T ′ S ∈ T f (S ) ( F(S ) = f (S )). f open
map, f (S ) ∈ T ′ F well-defined. f 一 一, Question 1.19 (2)

F 一 一. 一 U ∈ T ′ f continuous, f −1(U) ∈ T .
S = f −1(U) f onto ( f (X) = Y) S ∈ T

F(S ) = f (S ) = f ( f −1(U)) = U ∩ f (X) = U ∩ Y = U.
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F onto. X 的拓樸 Y 的拓樸 一 一 的 ,
X Y 的拓樸 , 以 的 .

Definition 1.3.5. X,Y topological spaces. 一 f : X → Y 一 一

的 open map, f X,Y 的 homeomorphism. topological space
X,Y homeomorphism, X,Y homeomorphic topological spaces.

一 一 一 的 (以
特殊的拓樸 ). f : X → Y open map , g : Y → X f 的

( , f −1 f 的 ). X 的 open set S ,
g−1(S ) = f (S ) (why?) f open map, g−1(S ) Y 的 open set. g

continuous. f 的 g continuous, X 的 open set S ,
f (S ) = g−1(S ) Y 的 open set, f open map. 以 .

Proposition 1.3.6. X,Y topological spaces, f : X → Y one-to-one and onto. f

open map f 的 inverse function continuous.

Question 1.20. X,Y topological spaces, f : X → Y one-to-one and onto.
f continuous function f 的 inverse function open map.

Proposition 1.3.6 以 的 .

Corollary 1.3.7. X,Y topological spaces, f : X → Y X Y 的 . f

homeomorphism f one-to-one, onto以及 continuous f 的 inverse function
continuous.

Question 1.21. X,Y topological spaces, X ≃ Y X,Y homeomorphic.
“≃” 一 topological spaces 的 equivalent relation.

Homeomorphisms 的性質, 以 .

1.4. Subset Topology and Disjoint Union Topology

的 topological space 的 . 一 topological
space 的 的拓樸, subset topology. 一 的 topological
spaces 一 topological space, disjoint union topology.

1.4.1. Subset Topology. 一 f : X → Y, X′ X 的 subset,
一 restriction function f |X′ : X′ → Y. f |X′ f 的 X′,

X′ 的 f Y. f : X → Y continuous ,
f |X′ : X′ → Y continuous. X′ topological space,

的 ? 的 X′ 的 topology, 拓樸一

X 的拓樸 . 的 topology X 的 subspace topology.
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, X′ 的 open sets
些, 些 “ 的” open sets 的 X′ 的 topology. ,

f |X′ : X′ → Y continuous, Y 的 open set U f |−1X′ (U)

X′ 的 open set. f |−1X′ (U) = f −1(U) ∩ X′, x ∈ f |−1X′ (U) x ∈ X′

f (x) ∈ U ( U Y 的 subset , open 的 ). f : X → Y

continuous, f −1(U) X 的 open set. 以 的 f : X → Y,
f |X′ : X′ → Y , 的 X′ 的 open sets X 的 open set

X′ 的 . ! X′ 些 open set ,
X′ 的 topology. , T X 的 topology,

T ′ = {S ∩ X′ : S ∈ T }, T ′ X′ 的 topology. , T ′ 的 X′ 的

subset, 以 T ′ Definition 1.2.1 的 . X, ∅
T , 以 X′ = X ∩ X′, ∅ = ∅ ∩ X′ T ′. 以 (1) . (2) ? 一

index set I, S ′i ∈ T ′, ∀ i ∈ I, , S i ∈ T S ′i = S i ∩ X′. 以∪
i∈I

S ′i =
∪
i∈I

(S i ∩ X′) = (
∪
i∈I

S i) ∩ X′.

T X 的 topology, 以
∪

i∈I S i ∈ T , ∪
i∈I S ′i ∈ T ′. S ′1, S

′
2 ∈ T ′,

S 1, S 2 ∈ T S ′1 = S 1 ∩ X′, S ′2 = S 2 ∩ X′, S ′1 ∩ S ′2 = (S 1 ∩ S 2) ∩ X′, 以及
S 1 ∩ S 2 ∈ T S ′1 ∩ S ′2 ∈ T ′, (3) . , 以 的 .

Definition 1.4.1. X topological space T topology. X 的 subset X′,
以 X′ 的一些 subsets 的

T ′ = {S ′ ∈ P(X′) : S ′ = S ∩ X′, for some S ∈ T }.

T ′ X′ 的 topology, topology X 的 subspace topology. X′ X 的

subspace topology 的 topological space , X′ X 的 subspace.

Question 1.22. X′ ⊆ X. X′ X 的 indiscrete topology 的 subspace
topology ? X′ X 的 discrete topology 的 subspace topology ?

Question 1.23. [−1, 1) R 的 standard topology 的 subspace topology.
[−1, 0) open? [0, 1) closed?

Question 1.24. X topological space X′ subspace. C′ X′ 的

closed set X 的 closed set C C′ = C ∩ X′.

Question 1.23 , subspace topology 的 open set 的

topology 的 open set 一 , . subset open ,
的 .

Lemma 1.4.2. X topological space X′ X 的 open subset. X′ X 的

subspace topology. S X′ 的 open set S X 的 open set S ⊆ X′.
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Proof. S X′ 的 open set, subspace topology 的 , X 的 open set
U S = U ∩ X′. X′ X 的 open set, S = U ∩ X′ ⊆ X′ X 的 open
set. S X 的 open set S ⊆ X′, S = S ∩ X′, subspace topology 的

, S X′ 的 open set. �

Question 1.25. X topological space X′ X 的 open subset. X′ X

的 subspace topology. X′ 的 closed set X 的 closed set ? Lemma
1.4.2, closed set 的 的.

subspace topology 的 的. X′ topological space X 的 subset,
X 的 topology X′ 的 topology 的 f : X → Y,

f |X′ : X′ → Y continuous. subspace topology . X′

的 topology 以 的性質 ? 以 f 的 X′ 的拓

樸, 的. 的拓樸 的 f . 一

X′ 的拓樸 subspace topology , f |X′ continuous. ( 一 , T ,T ′

X 的 topologies. T 的 open set T ′ 的 open set, T ⊆ T ′, T ′

T (stronger) (finer) 的 topology. T T ′ (weaker)
(coarser) 的 topology.) X′ discrete topology 以 f |X′ 的 .

的, 的 . subspace topology 的

的 topology. f identity map id : X → X, f |X′ : X′ → X

X 的 open set U, f |−1X′ (U) = U ∩ X′ X′ 的 open set. 言 ,
f |X′ : X′ → X 的 , X′ 的 topology subspace topology 的 open set.

subspace topology 性質 的 topology. 以 的 論.

Proposition 1.4.3. X,Y topological space X′ ⊆ X. X′ X 的 subspace
topology, 的 continuous function f : X → Y, f |X′ : X′ → Y continuous
function. 一 subspace topology weakest topology continuous function 的
restriction continuous. T ′ X′ 的一 topology 的 continuous
function f : X → Y, f |X′ : X′ → Y continuous function, subspace topology T ′

weaker topology.

Question 1.26. X topological space X′ ⊆ X. X′ X 的 subspace topology,
的 open map f : X → Y, f |X′ : X′ → Y open map?

Subspace topology 的 一 continuous functions “ ” 一
continuous function.

Proposition 1.4.4. X topological space X1, X2 X 的 open subsets
X1 ∪ X2 = X. Y topological space X1, X2 X 的 subspace topology,
f1 : X1 → Y, f2 : X2 → Y continuous f1(x) = f2(x), ∀ x ∈ X1 ∩ X2. f : X → Y

f (x) =
{

f1(x), x ∈ X1;
f2(x), x ∈ X2.



16 1. Topological Spaces

f continuous function.

Proof. , f1(x) = f2(x), ∀ x ∈ X1 ∩ X2, 以 f well-defined. f

continuous, S Y 的 subset, f −1(S ) = f −11 (S ) ∪ f −12 (S ).
x ∈ f −11 (S ) ∪ f −12 (S ) x ∈ f −11 (S ) x ∈ f −12 (S ). x ∈ f −11 (S ) x ∈ X1

f1(x) ∈ S , x ∈ X f (x) ∈ S , x ∈ f −1(S ). x ∈ f −12 (S )

x ∈ f −1(S ). x ∈ f −1(S ), x ∈ X f (x) ∈ S . X = X1 ∪ X2,
x ∈ X1 x ∈ X2. x ∈ X1, f (x) = f1(x), x ∈ f −11 (S ).
x ∈ X2, x ∈ f −12 (S ). f −1(S ) = f −11 (S ) ∪ f −12 (S ).

Y 的 open set U, 前 f −1(U) = f −11 (U) ∪ f −12 (U). f1, f2
continuous, f −11 (U), f −12 (U) X1, X2 的 open set. X1, X2 X 的

open sets 以及 Lemma 1.4.2, f −11 (U), f −12 (U) X 的 open set. f −1(U) =

f −11 (U) ∪ f −12 (U) f −1(U) X 的 open set, f : X → Y continuous. �

1.4.2. Disjoint Union Topology. ( ) 的 ,
disjoint union. X1, X2 的 , 特 X1 ⊔ X2 的

, X1 ⊔ X2 X1 ∪ X2 一 的, X1 ⊔ X2

X1, X2 的.

X1, X2 的 topological spaces T1,T2 X1, X2 的 topologies.
X1, X2 的 topologies , T1 ∪ T2, X1 ⊔ X2 的 topology.

X1 ⊔ X2 的 topology, X1 ⊔ X2 T1 ∪ T2 . 的

T1 ∪ T2 = {S | S ∈ T1 or S ∈ T2}. 以 S 1 ∈ T1, S 2 ∈ T2, S 1, S 2 ∈ T1 ⊔ T2
S 1 ∪ S 2 T1 ⊔ T2 . T = {S 1 ⊔ S 2 | S 1 ∈ T1, S 2 ∈ T2}
一 X1 ⊔ X2 的 topology, X1 ⊔ X2 topological space, disjoint
union topology.

前 T = {S 1 ⊔ S 2 | S 1 ∈ T1, S 2 ∈ T2} X1 ⊔ X2 的 topology.
∅ ∈ T , ∅ ∈ T1 ∅ ∈ T2 以 ∅ = ∅ ⊔ ∅ ∈ T . 一 X1 ∈ T1, X2 ∈ T2 以

X1 ⊔ X2 ∈ T . Definition 1.2.1 的 (1) 的. I index set
i ∈ I, Ui ∈ T , S i,1 ∈ T1, S i,2 ∈ T2 Ui = S i,1 ⊔ S i,2.∪

i∈I
Ui =

∪
i∈I

(S i,1 ⊔ S i,2) =
∪
i∈I

(S i,1 ∪ S i,2) = (
∪
i∈I

S i,1) ∪ (
∪
i∈I

S i,2).

T1,T2 topologies ∪
i∈I S i,1 ∈ T1

∪
i∈I S i,2 ∈ T2,

∪
i∈I Ui ∈ T , 及

(2) . (3), U,U′ ∈ T U ∩ U′ ∈ T .
S 1, S ′1 ∈ T1, S 2, S ′2 ∈ T2 U = S 1 ⊔ S 2, U′ = S ′1 ⊔ S ′2,

U ∩ U′ = (S 1 ⊔ S 2) ∩ (S ′1 ⊔ S ′2) = (S 1 ∩ S ′1) ∪ (S 2 ∩ S ′2)

( S 1 ∩ S ′2 = S 2 ∩ S ′1 = ∅), T1,T2 topologies S 1 ∩ S ′1 ∈ T1
S 2 ∩ S ′2 ∈ T2, U ∩ U′ ∈ T .
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X1, X2 的 topological spaces, 以 X1, X2 X1⊔X2 的 subsets.
X1 ⊔ X2 的 disjoint union topology, topology X1 的 subspace

topology, X1 的 topology ? 的, X1 ⊔ X2 的

open set S 1 ⊔ S 2 S 1, S 2 X1, X2 的 open set. (S 1 ⊔ S 2) ∩ X1 = S 1,
(S 1 ⊔ S 2) ∩ X2 = S 2, X1, X2 X1 ⊔ X2 的 subspace topology 的 open
set X1, X2 的 open set. 外 X1 的 open set S 1, S 1⊔∅

X1⊔X2 disjoint union topology的 open set. (S 1⊔∅)∩X1 = S 1 X1⊔X2

X1 subspace topology 的 open set. 以 X1 的 open set X1 ⊔ X2

subspace topology 的 open set. 以 X1 topology 一 的. X2 的

一 . 以 的 .

Proposition 1.4.5. X1, X2 的 topological spaces, T1,T2
topology. X1⊔X2 的 disjoint union topology T . X1 T 的 subspace topology

T1, X2 T 的 subspace topology T2.

Question 1.27. X topological space T topology. X1, X2 ⊆ X

X1 ∩ X2 = ∅, X = X1 ⊔ X2. X1, X2 X 的 subspace topology,
T1,T2. T T1,T2 的 disjoint union topology?

Proposition 1.4.5 X1, X2 的 topological spaces, 以

X1 ⊔ X2 disjoint union topology 的 subspace topology “ ” X1, X2 的 topology.
的 topological space Y X = X1 ⊔ X2 disjoint union topology, 的

f : X → Y, 以 “ ” f |X1 : X1 → Y 以及 f |X2 : X2 → Y, .
一 , X1, X2 X = X1 ⊔ X2 的 disjoint union topology open sets, 以

f1 : X1 → Y, f2 : X2 → Y , X1 ∪ X2 = ∅, Proposition 1.4.4

一 X = X1 ⊔ X2 Y 的 , f : X → Y, f (x) =
{

f1(x), x ∈ X1;
f2(x), x ∈ X2.

以 論.

Proposition 1.4.6. X1, X2,Y topological spaces. X = X1 ⊔ X2 X1, X2 的

disjoint union topology.

F = { f | f : X → Y is continuous}, F′ = {( f1, f2) | f1 : X1 → Y, f2 : X2 → Y are continuous}

f 7→ ( f |X1 , f |X2) 一 F F′ 一 一 一 的 .

Disjoint union topology 的 以 X1, X2 的 . X1

X′1 = {(x, 1) | x ∈ X1}, X2 X′2 = {(x, 2) | x ∈ X2} 的 (
universal set X X′ = {(x, i) | x ∈ X, i ∈ {1, 2}}). X′1, X

′
2 ,

X1 ⨿ X2 = X′1 ⊔ X′2, X1, X2 的 disjoint union. X1 ⨿ X2 disjoint
union 的 X1, X2 , X1, X2 X1 ⊔ X2 一 的, 以

X1, X2 , X1 ⨿ X2 X1, X2 的 disjoint union.
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的 disjoint union 以 的 的 product . R ⨿ R 的
(r, 1) (s, 2), r, s ∈ R; R × R 的 (r, s), r, s ∈ R. 以 R ⨿ R

, R × R , .

Question 1.28. I1 = (−1, 0), I2 = (0, 1), I3 = (−0.5, 0.5). I1∪ I2, I1⨿ I2,
I1 ∪ I3, I1 ⨿ I3 的 性.

X1 topological space T1 topology, X′1 = {(x, 1) | x ∈ X1}
topological space. S ∈ T1, S ′ = {(s, 1) | s ∈ S }, T ′1 = {S ′ | S ∈ T1},

T ′1 X′1 的 topology. topology, f : X1 → X′1
f (x) = (x, 1) 一 一 一 的 open map, f 一

homeomorphism. X1 X′1 homeomorphic, 以 的拓樸

. X2 topological space, X′2 X2 的拓樸 .
X′1, X

′
2 的 disjoint union topology X1 ⨿ X2 的 topology. ,

topology X1, X2 的 disjoint union topology. X1, X2 X1 ⨿ X2 的

subset, X′1, X
′
2, 以前 Proposition 1.4.5 及 Proposition 1.4.6 的 以 .

, .

Proposition 1.4.7. X1, X2 topological spaces, T1,T2 topology.
X = X1 ⨿ X2 的 disjoint union topology T , 以 .

(1) X1, X2 T 的 subspace topology T1, T2.

(2) Y topological space.

F = { f | f : X → Y is continuous}, F′ = {( f1, f2) | f1 : X1 → Y, f2 : X2 → Y are continuous}

f 7→ ( f |X1 , f |X2) 一 F F′ 一 一 一 的 .

Question 1.29. I1 = (−1, 0), I2 = (0, 1), I3 = (−0.5, 0.5) R 的 standard topology
的 subspaces. I1 ∪ I2, I1 ∪ I3 R 的 subspace topology, I1 ⨿ I2, I1 ⨿ I3
disjoint topology, 些 topological spaces 些 homeomorphic?

一 , disjoint union topology 以 topological spaces
的 , 的 及性質 的 一 的, .

1.5. Product Space Topology and Quotient Space Topology

的 topological spaces 的 . product space topology
拓 的 , quotient space topology 一 拓樸 的一

些 “ ” 一 .
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1.5.1. Product Space Topology. X1, X2 , 的 Cartesian product
X1 × X2 = {(x1, x2) | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}. X1 × X2 projection maps:

π1 : X1 × X2 → X1, π2 : X1 × X2 → X2,

π1(x1, x2) = x1, π2(x1, x2) = x2, ∀ (x1, x2) ∈ X1 × X2. X1, X2 topological spaces,
以 X1 × X2 的 topology π1, π2 continuous function. X1 × X2

的拓樸 product space topology.

T1,T2 X1, X2的 topology, X1×X2的 topology π1, π2

continuous. π1 : X1 ×X2 → X1 的 , X1 的 open set U,
π−11 (U) = U×X2 X1×X2 的 open set. X2 的 opens set V, π−12 (V) = X1×V

X1 × X2 的 open set. 以 的 {U × X2 | U ∈ T1} ∪ {X1 × V | V ∈ T2},
一 topology. X1 × X2 ∅ 內 ( ∅ × X2 = ∅),

U ∈ T1,V ∈ T2, (U × X2) ∩ (X1 × V) = U × V 內,
的 open sets topology (3) 的 . 以

的 {U × V | U ∈ T1,V ∈ T2}. 一 U,U′ ∈ T1, V,V ′ ∈ T2,
(U × V) ∩ (U′ × V ′) = (U ∩ U′) × (V ∩ V ′) ( U ∩ U′ ∈ T1, V ∩ V ′ ∈ T2).

topology (3) 的 , (2) 的 .
(U × V) ∪ (U′ × V ′) 以 U′′ × V ′′ 的 . 以 的

U ×V 的 的 , 言 的 以 B = {U ×V | U ∈ T1,V ∈ T2} basis
的 topology.

Question 1.30. X,Y . Cartesian product X × Y.

(1) S ⊆ X, S × ∅ = ∅.

(2) S , S ′ ⊆ X, T,T ′ ⊆ Y, (S × T ) ∩ (S ′ × T ′) = (S ∩ S ′) × (T ∩ T ′).

(3) S , S ′ ⊆ X, T,T ′ ⊆ Y (S ×T )∪ (S ′ ×T ′) S ′′ ×T ′′, S ′′ ⊆ X,
T ′′ ⊆ Y 的 .

以 B = {U × V | U ∈ T1,V ∈ T2} basis 的 topology ? 的

以 topology 的 basis, 一 Proposition 1.2.4 以

一 topology 的 basis 的 . X1 ∈ T1, X2 ∈ T2, 以 X1 × X2 ∈ B,
Proposition 1.2.4 (1) 的. 外 S 1 = U × V, S 2 = U′ × V ′ B ,

S 1 ∩ S 2 = (U ∩ U′) × (V ∩ V ′) B , Proposition 1.2.4 (2) .
一 一的 X1 × X2 的 topology 以 B basis. 前 ,

π1 : X1 × X2 → X1 以及 π2 : X1 × X2 → X2 continuous, B 的 open set,
以 的 topology X1 × X2 π1, π2 continuous function 的拓樸.

以 的 .

Definition 1.5.1. X1, X2 topological spaces T1,T2 topology. 以

B = {U × V | U ∈ T1,V ∈ T2} basis 的 X1 × X2 的 topology, topology
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X1, X2 的 product space topology. X1 × X2 以 product space topology 的 topological
space, X1, X2 的 product space.

Example 1.5.2. R 以 d1(x, x′) = |x − x′| metric 的 metric space, R2

以 d2((x, y), (x′, y′)) =
√
(x − x′)2 + (y − y′)2 metric 的 metric space.

topology, projection π1 : R2 → R continuous. r < s

{x ∈ R | r < x < s} R 的 basis,

π−11 ({x ∈ R | r < x < s}) = {(x, y) ∈ R2 | r < x < s, y ∈ R}

R2 的 open set. S = {(x, y) ∈ R2 | r < x < s, y ∈ R}, S 一 p(x, y) ∈ S ,
λ = min{x − r, s− x} > 0, p 以 p λ 的 B(p; λ) 內 B(p; λ) ⊆ S .
metric space topology 的 S R2 的 open set.

的 projection π2 : R
2 → R continuous. 以 product space topology 的

R2 R × R 的 product space topology metric space topology. R2

product space topology 的 open set metric space topology 的 open set.
的 , 拓樸 的, R2 的 metric space topology

的 open set product space topology 的 open set. R2 的

B(p, λ) 內一 q(x, y), d2(p, q) < λ 以 ε > 0 ( ε < (λ− d2(p, q))/
√
2)

I1 × I2 B(p, λ) , I1, I2 (x − ε, x + ε), (y − ε, y + ε).
R2 metric space topology 的 basis 的 ( ) 以 R × R 的 product

space topology 的 basis 一些 的 , metric space topology 的 open set
product space topology 的 open set, 以 拓樸 的.

Question 1.31. R2 的 內部一 以 一

內部的 , R × R product space topology 的 open set R2

metric space topology 的 opens set.

Product space topology projection maps continuous. Z topological
space, X1 ×X2 topological spaces X1, X2 的 product space, 一 g : Z → X1 ×X2

g1 : Z → X1 g2 : Z → X2, g1 = π1 ◦ g, g2 = π2 ◦ g.
product space topology, 以 π1, π2 continuous. g continuous, Proposition
1.3.4 g1, g2 continuous.

Question 1.32. Z topological space, X1 × X2 topological spaces X1, X2 的

product space. g : Z → X1 × X2 open map, g1 = π1 ◦ g, g2 = π2 ◦ g

open map?

, 前 的, 的, product space topology
的 一 . Z, X1, X2 topological

spaces, g1 : Z → X1, g2 : Z → X2 , X1, X2 的 product space
X1 × X2, 一 的 g : Z → X1 × X2 : g(z) = (g1(z), g2(z)), ∀ z ∈ Z.
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g well-defined function, g1 × g2 ,
的 性, g . g , Proposition 1.3.3,
product space X1 × X2 的 basis 的 U × V ( U, V X1, X2 的 open set)

g−1(U × V) Z 的 open set. g−1(U × V) g−11 (U) ∩ g−12 (V).
z ∈ g−1(U × V) g(z) = (g1(z), g2(z)) ∈ U × V, g1(z) ∈ U g2(z) ∈ V,

z ∈ g−11 (U) z ∈ g−12 (V). g−1(U × V) = g−11 (U) ∩ g−12 (V). g1, g2 continuous,
g−11 (U), g−12 (V) Z 的 open set, g−1(U × V) = g−11 (U)∩ g−12 (V) Z 的 open set,
g : Z → X1 × X2 continuous. 以 的 .

Proposition 1.5.3. Z, X1, X2 topological spaces, X1, X2 的 product space
X1 × X2. g1 : Z → X1, g2 : Z → X2 continuous, g : Z → X1 × X2 continuous,

g1 = π1 ◦ g, g2 = π2 ◦ g.

Question 1.33. Z topological space, X1 × X2 topological spaces X1, X2 的

product space. g1 : Z → X1, g2 : Z → X2 open map. Proposition 1.5.3
的 g : Z → X1 ×X2 open map? (Hint: X1, X2,Z R g1, g2 identity

map 的 .)

Proposition 1.5.3 product space 的性質, 以 的 性質:

Z

g1

��

g2

&&

g

##

X1 × X2

π1
��

π2
// X2

X1

的 , commutative diagram.

前 的 論 X = X1 × X2,

G = {g | g : Z → X is continuous}, G′ = {(g1, g2) | g1 : Z → X1, g2 : Z → X2 are continuous}

g 7→ (π1 ◦ g, π2 ◦ g) 一 G G′ 一 . 一

一的, g, g′ ∈ G g , g′, z ∈ Z g(z) , g′(z) in X1 × X2.
(π1(g(z)), π2(g(z)) , (π1(g′(z)), π2(g′(z))). Proposition 1.5.3
的, 以 的 .

Corollary 1.5.4. Z, X1, X2 topological spaces, X1, X2 的 product space
X = X1 × X2.

G = {g | g : Z → X is continuous}, G′ = {(g1, g2) | g1 : Z → X1, g2 : Z → X2 are continuous}

g 7→ (π1 ◦ g, π2 ◦ g) 一 G G′ 一 一 一 的 .

Question 1.34. Proposition 1.4.7 Corollary 1.5.4 的性質的 .
Proposition 1.4.7 的 commutative diagram.



22 1. Topological Spaces

Product space 的 以 以 的 topological spaces 的 .
X1, X2, X3 topological spaces T1,T2,T3 topology, 以 product space
X1 × X2 × X3 topology 以 {U × V ×W | U ∈ T1,V ∈ T2,W ∈ T3} basis 的 topology.

以 topological spaces 的 product space. I index set,
i ∈ I, Xi topological space 及 Ti topology, 的 product space∏

i∈I Xi. , 的 topology 的 basis 以 B′ = {∏i∈I Ui | Ui ∈ Ti} basis
的 topology. 以

B = {
∏
i∈I

Ui | Ui ∈ Ti, and Ui = Xi for almost all i ∈ I}

basis 的 topology. Ui = Xi for almost all i ∈ I 的 i ∈ I Ui = Xi,
的 ( 些 ) Ui ∈ Ti 以 Xi 外, 的 Ui

Xi. ? , I finite set , B′ = B.
topological spaces 的 product space , 以 B′ B basis 的 topology 一

的. I infinite set , B′ 的 B , 論

topological spaces 的 product space , 以 B′ basis 的 topology 以 B basis
的 topology . 一 product space topology 的

∏
i∈I Xi

的拓樸 j ∈ I, projection map π j :
∏

i∈I Xi → X j continuous.
U j ∈ T j ( U j X j 的 open set) π−1j (U j)

∏
i∈I Xi 的 open set. π−1j (U j)

j 的 U j, 的 i ∈ I 的 Xi 的 subset. 的 subset 拓

樸 的 的 subset, 以 π−1j (U j) 的

subset 的 open set. 的 j ∈ I 的 X j, i ∈ I

的 Xi 的 subset. B 的 的 subsets, 以

Proposition 1.2.4, B topology 的 basis. 以 , I infinite set ,
product space 的 basis B 的 . 外 topological spaces 的 product space

Proposition 1.5.3 的性質, .

1.5.2. Quotient Space Topology. X 一 equivalence relation ∼ ,
以 equivalence relation X 的 : relation 的

. 的 一 , 些 的 的 ,
equivalence relation , 的 . X/∼ .

X/∼ X 的 , 的 . X topological space ,
X/∼ 的 topology, quotient space topology.

的 一 equivalence relation. X 的 relation, 以 性質,
relation equivalence relation

Reflexive: x ∈ X, x ∼ x.

Symmetric: x, y ∈ X x ∼ y, y ∼ x.

Transitive: x, y, z ∈ X x ∼ y y ∼ z, x ∼ z.
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一 equivalence relation ∼ , 以 X 的 . 的 :
x ∼ y, x, y . x ∈ X, x 的 的

[x] , [x] = {y ∈ X | y ∼ x}. x 的 equivalence class. equivalence
relation 的性質, equivalence class 以 的性質:

(1) x ∈ [x], ∀ x ∈ X.

(2) [x] ∩ [y] =
{

[x](= [y]), if x ∼ y;
∅, otherwise.

性質, 些 equivalence classes X 一 的 . 些

的 X, , 的 X 的一 partition. ,
X 一 partition 的 , 以 的 一 的 ,
的 relation 一 equivalence relation. 言 一 X 的 partition

X 的一 equivalence relation.

以 equivalence class [x] 內的 , 一 的 , x

. x = y x ∼ y [x] = [y]; x , y x / y

[x] , [y]. 些 的 的 的 {x | x ∈ X}
X/∼ . , 的 X/∼ 的 equivalence class [x] .

x [x] 的 , x 的 X/∼ 的 , [x] 的 X 的 .

Example 1.5.5. X R 的 [0, 1], 的 equivalence relation

x ∼ y⇔ x − y ∈ Z.

equivalence relation , 0 < x < 1 , equivalence class [x] = {x} 一

, [0] = [1] = {0, 1} . 0 < x < 1 x ∈ X/∼ X

的 , 0 = 1 ∈ X/∼ X 0, 1 “ ” 一 . 以 以 X/∼
“ ” 一 (circle).

X R2 的 及 內部 [0, 1] × [0, 1] = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}. X

的 equivalence relation

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔ x = x′, y − y′ ∈ Z.

0 ≤ x ≤ 1 , 0 < y < 1, (x, y) 的 equivalence class [(x, y)] = {(x, y)}, 一

; (x, 0) 的 equivalence class [(x, 0)] = {(x, 0), (x, 1)}, . 以 X/∼
X {(x, 0) | 0 ≤ x ≤ 1}, {(x, 1) | 0 ≤ x ≤ 1} 的 (x, 0), (x, 1) “ ” 一

. 以 X/∼ 邊 , 以 以 X/∼ “ ” 一

(cylinder).

Question 1.35. X R2 的 及 內部 [0, 1] × [0, 1] = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤
y ≤ 1}. X 的 equivalence relation

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔ (x = x′ and y = y′) or (x + x′ = 1 and |y − y′| = 1).
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0 ≤ x ≤ 1, 0 < y < 1, equivalence class [(x, y)]. equivalence class [(x, 0)] ?
X/∼ 的 Möbius band ?

Example 1.5.5 及 Question 1.35, X X/∼ 的 ,
以 X/∼ X 的 subset. X/∼ 一 X 的 的 , X topological

space , X/∼ 一 X 的 topology.

X topological space T topology, X 的一 equivalence relation
∼, 一 的 X X/∼. q : X → X/∼ q(x) = x, ∀ x ∈ X.

一 quotient map nature map. X/∼ 的拓樸 q

continuous. , X/∼ 的拓樸 , open set , q

continuous ( X/∼ 的 indiscrete topology, 一 q continuous). 以

的 X/∼ q continuous 的拓樸 的 topology.
的, 些 X/∼ 的 subset S q−1(S ) X 的 open set,

T̃ = {S ⊆ X/∼ | q−1(S ) ∈ T }. , T̃ X/∼ 的 topology, topology
q continuous 的 topology. T̃ 以外的 S ′ ⊆ X/∼, q−1(S ′)

X 的 open set, 以 些 S ′ , q continuous .
T̃ X/∼ 的 topology.

, X̃ X/∼. T̃ X̃ 的 topology, X̃ ∅.
q−1(X̃) = X ∈ T q−1(∅) = ∅ ∈ T , X̃ ∈ T̃ ∅ ∈ T̃ . topology 的性質 (1)

. 性質 (2), index set I, i ∈ I, S i ∈ T̃ , q−1(S i) ∈ T .
T X 的 topology

q−1(
∪
i∈I

S i) =
∪
i∈S

q−1(S i) ∈ T ,

∪
i∈I S i ∈ T̃ . , S 1, S 2 ∈ T̃ , q−1(S 1), q−1(S 2) ∈ T . 以 T X 的

topology
q−1(S 1 ∩ S 2) = q−1(S 1) ∩ q−1(S 2) ∈ T ,

S 1 ∩ S 2 ∈ T̃ , 性質 (3) . 以 的 .

Definition 1.5.6. X topological space T topology, X 的一

equivalence relation ∼. X/∼ quotient map q : X → X/∼ continuous 的

topology T̃ = {S ⊆ X/∼ | q−1(S ) ∈ T }. topology quotient space topology, X/∼
quotient space topology 的 topological space, X quotient ∼ 的

quotient space.

Question 1.36. X,Y . f : X → Y.

(1) X topological space T topology. Y f : X → Y

continuous 的 topology ?

(2) Y topological space T ′ topology. X f : X → Y

continuous 的 topology ?
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Example 1.5.7. X R 的 [0, 1], 的 equivalence relation

x ∼ y⇔ x − y ∈ Z.

X R 的 standard topology 的 subspace. quotient space X/∼ 的 open
set. S ⊆ X/∼ 0 < S , q−1(S ) = {x ∈ X | x ∈ S } ⊆ X \ {0, 1} (0, 1)

的 . Lemma 1.4.2 q−1(S ) open q−1(S ) (0, 1)

一些 的 . , , S Ir,s = {x ∈ X/∼ | r < x < s},
0 < r < s < 1 的 . 一 , S ⊆ X/∼ 0 ∈ S .
{0, 1} ⊆ q−1(S ) = {x ∈ X | x ∈ S }. q−1(S ) X open, q−1(S )

0 1 的 open neighborhood. subspace topology 的 , q−1(S )

[0, r) (s, 1], 0 < r, s < 1 的 的 . , S

Cr,s = {x ∈ X/∼ | 0 ≤ x < r or s < x ≤ 1} 的 Ir,s 的 (0 < r < s < 1)
. 言 , X/∼ quotient space topology 的 basis 以 Ir,s,Cr,s 0 < r < s < 1

的 . X/∼ 一 circle, 些 basis 的 ,
的 ( 0 = 1 ), .

Question 1.37. Example 1.5.5 的 quotient space “cylinder” Question 1.35
的 quotient space “ Möbius band”, 的 basis 的 .

X topological space ∼ X 的 equivalence relation, quotient space X/∼.
一 topological space Y 及一 h : (X/∼) → Y continuous,

f : X → Y, f (x) = h(x), ∀ x ∈ X ( f = h ◦ q). f 特性. ,
q 以及 h continuous, Proposition 1.3.4 f : X → Y continuous. 外

x ∼ x′, x = x′ f 的 , f (x) = h(x) = h(x′) = f (x′). 一

quotient space 的性質 , 的.

Proposition 1.5.8. X topological spaces ∼ X 的 equivalence relation,
quotient space X/∼. Y topological space f : X → Y continuous

f (x) = f (x′), ∀ x ∼ x′, h : (X/∼)→ Y continuous f = h ◦ q.

Proof. h : (X/∼) → Y f = h ◦ q, h continuous
. f = h ◦ q, x ∈ X/∼, h(x) = h(q(x)) = f (x).
的 h , well-defined. , 的 X/∼ 的 ,
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以 x x ∈ X 的 , 的 一,
x′ ∈ X x′ , x X/∼ x′ = x. f (x) , f (x′) h 的 x = x′

的 h(x) = f (x) h(x′) = f (x′), 一 , 的 .
f 的性質 , x = x′, x ∼ x′, f (x) = f (x′). , 一

的 , 的 h .

h : (X/∼) → Y continuous. Y 的 open set U,
h−1(U) X/∼ open. quotient space topology 的 , h−1(U) X/∼

open, q−1(h−1(U)) X open. q−1(h−1(U)) = (h ◦ q)−1(U) =

f −1(U), f continuous 的 , q−1(h−1(U)) X 的 open set, h−1(U)

X/∼ 的 open set. h : (X/∼)→ Y continuous. �

Proposition 1.5.8 以 的 commutative diagram .

X

q
��

f

!!B
BB

BB
BB

BB

X/∼
h

// Y

前 的 論 X,Y topological spaces, ∼ X 的 equivalence relation
以及 X/∼ quotient space. H = {h | h : (X/∼)→ Y, h is continuous} 以及

F = { f | f : X → Y, f is continuous and f (x) = f (x′), ∀ x ∼ x′}

h 7→ h ◦ q 一 H F 一 . 一 一

的, h, h′ ∈ H h , h′, x ∈ X/∼ h(x) , h′(x) in Y.
h ◦ q(x) , h′ ◦ q(x). Proposition 1.5.8 的, 以 的

.

Corollary 1.5.9. X,Y topological space, ∼ X 的 equivalence relation 以及
X/∼ quotient space. H = {h | h : (X/∼)→ Y, h is continuous} 以及

F = { f | f : X → Y, f is continuous and f (x) = f (x′), ∀ x ∼ x′}

h 7→ h ◦ q 一 H F 一 一 一 的 .

Question 1.38. Z, X topological space, ∼ X 的 equivalence relation以及 X/∼
quotient space. g : Z → X continuous, q ◦ g : Z → X/∼ continuous;

? h : Z → X/∼ continuous, 一 g : Z → X

continuous h = q ◦ g? (Hint: Example 1.5.7 的 X 以及 ∼, Z = X/∼ h

identity 的 .)

Example 1.5.10. X topological space, X1, X2 X 的 open set. X1 ∪ X2 X

的 subspace ( subspace topology). X1, X2 的 disjoint union X1 ⨿ X2,
disjoint union topology. f1 : X1 → X1 ∪ X2, f1(x) = x, ∀ x ∈ X1.

f2 : X2 → X1 ∪ X2, f2(x) = x, ∀ x ∈ X2. f1, f2 continuous,
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Proposition 1.4.7, 一 f : X1 ⨿ X2 → X1 ∪ X2, f |X1 = f1, f |X2 = f2.
f open map, X1⨿X2 的 open set U1⨿U2, U1,U2

X1, X2 的 open set. f (U1⨿U2) = U1 ∪U2, f (U1⨿U2) X1 ∪ X2 的 open
set.

X1⨿X2 的一 equivalence relation ∼, i, j ∈ {1, 2}, (x, i) ∼ (y, j)

x = y. 一 x ∈ X1 (resp. x ∈ X2) (x, 1) ∼ (x, 1) (resp.
(x, 2) ∼ (x, 2)). x ∈ X1∩X2, (x, 1) ∼ (x, 1) (x, 2) ∼ (x, 2)外, (x, 1) ∼ (x, 2).

X1 ⨿ X2 的一 equivalence relation. quotient space (X1 ⨿ X2)/∼.
(x, i) ∼ (x, j) , f (x, i) = f (x, j) = x, f continuous 以及 Proposition

1.5.8, 一 h : ((X1 ⨿ X2)/∼) → X1 ∪ X2 f = h ◦ q, h continuous.
f open map, Exercise 1.19 h open map. h

one-to-one 以及 onto, X1 ∪ X2 (X1 ⨿ X2)/∼ topological space
homeomorphic.

Question 1.39. X,Y topological space, X1, X2 X 的 open set. X1, X2 的

disjoint union X1 ⨿ X2, disjoint union topology. f1 : X1 → Y,
f2 : X2 → Y f1(x) = f2(x), ∀x ∈ X1 ∩ X2. X1 ⨿ X2 的 equivalence relation
∼, 以及一 f : ((X1 ⨿ X2)/∼) → Y f

(
(x, i)
)
= fi(x), ∀ i ∈ {1, 2}, x ∈ Xi, f

continuous, (X1 ⨿ X2)/∼ quotient space topology. Proposition
1.4.4 的 .

Exercise

Excecise 1.1. X , d : X × X → [0,∞) d(x, y) =
{

0, x = y;
1, x , y.

d X 的一 metric metric 的 topology discrete topology.

Excecise 1.2. T X 的 topology B T 的一 basis. T ′ X 的

topology B ⊆ T ′, T ⊆ T ′, X B 的 topology 的 T .

Excecise 1.3. R2 的 standard topology, 以

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

的 metric space. 一 p = (x0, y0) ∈ R2 以及 r > 0,

Sq(p, r) = {(x, y) ∈ R2 : |x − x0| < r, |y − y0| < r}.

{Sq(p, r) : p ∈ R2, r > 0} R2 的 standard topology 的一 basis

Excecise 1.4. X 一 metric space. x ∈ X, {x} closed set.

Excecise 1.5. a ∈ Z, b ∈ N Na,b = {a+ nb : n ∈ Z}. B = {Na,b : a ∈ Z, b ∈ N}.

(1) B 以 Z 一 topology T 的 basis.
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(2) T topology , U ∈ T ( U 拓樸 的一 open set)
∀ a ∈ U, ∃ b ∈ N Na,b ⊆ U.

(3) T topology Na,b open closed.

Excecise 1.6. P ⊆ N 質 的 , P 的

closed set P 的一 topology. m ∈ Z, V(m) = {p ∈ P : p | m}.

(1) m,m′ ∈ Z ∅ = V(m), P = V(m′).

(2) 的 index set I, mi ∈ Z, ∀ i ∈ I. m ∈ Z∩
i∈I

V(mi) = V(m).

(3) a, b ∈ Z m ∈ Z V(a) ∪ V(b) = V(m).

(4) T = {U ⊆ P : P \ U = V(m), for some m ∈ Z}. T P 的一 topology.

Excecise 1.7. X,Y topological space, f : X → Y X Y 的 . X

的 closed set C f (C) Y 的 closed set, f closed map.

(1) topological spaces X,Y 以及 f : X → Y one to one onto的 continuous
function open map 的 .

(2) topological spaces X,Y 以及 f : X → Y open map closed map 的
.

(3) X,Y topological spaces f : X → Y one to one onto 的 open
map F : X → Y closed map.

Excecise 1.8. X,Y topological spaces CX,Y X Y 的 continuous functions
的 . X, X′,Y topological spaces, X X′ homeomorphic.

(1) CX,Y CX′,Y 一 一 的 ( 一 one-to-
one and onto function from CX,Y to CX′,Y ).

(2) CY,X CY,X′ 一 一 的 .

Excecise 1.9. R 的 standard topology (a, b) topology
standard topology 的 subspace topology.

(1) a, b ∈ R a < b. (0, 1) (a, b) homeomorphic.

(2) a, b, c, d ∈ R a < b c < d. (a, b) (c, d) homeomorphic.

(3) (0, 1) R homeomorphic.

Excecise 1.10. X,Y topological space. 一 f : X → Y. Y ′ = f (X)

Y 的 subspace ( subspace topology). g : X → Y ′ g(x) = f (x),
∀ x ∈ X. f : X → Y continuous g : X → Y ′ continuous.
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Excecise 1.11. X topological space B topology 的一 basis. X′ ⊆ X,
subspace topology, B′ = {B ∩ X′, B ∈ B} subspace 的一 basis,

X′ X 的 open set , X 的 topology 的 basis B, subset B′ ⊆ B X′ 的

subspace topology 的 basis.

Excecise 1.12. X1, X2 X 的 closed sets, Proposition 1.4.4 . (Hint:
Proposition 1.3.2 以及 Question 1.25.)

Excecise 1.13. X1, X2 的 topological spaces, B1,B2 basis.
{S 1 ⊔ S 2 | S 1 ∈ B1, S 2 ∈ B2} X1 ⊔ X2 disjoint union topology 的一 basis.

Excecise 1.14. X1, X2 topological spaces B1,B2 basis. {S ×T |
S ∈ B1,T ∈ B2} product space X1 × X2 的 basis.

Excecise 1.15. X1, X2 topological spaces. product space X1 × X2.
π1 : X1 × X2 → X1, π2 : X1 × X2 → X2 open map.

Excecise 1.16. R 的 standard topology, 以及 S = {1, 2} discrete topology.
R × S product space topology 以及 R ⨿ R disjoint union topology

homeomorphic.

Excecise 1.17. I index set, i ∈ I, Xi topological space 及 Ti

topology.

(1) B = {∏i∈I Ui | Ui ∈ Ti, and Ui = Xi for almost all i ∈ I}, B Propo-
sition 1.2.4 , topology 的 basis 的 .

(2) ∏
i∈I Xi 的 product space topology, Proposition 1.5.3.

Excecise 1.18. 以 quotient space 的 .

(1) Example 1.5.7 S = [0, 1/2) X = [0, 1] 的一 open set, q(S )

X/∼ 的 open set?

(2) X topological space ∼ X 的 equivalence relation, quotient space
X/∼. The quotient map q : X → X/∼ open map.

(3) U topological space X 的一 open set, V quotient
space X/∼ 的 open set V q−1(V) = U.

(4) Example 1.5.7 B topological space X 的一 basis,
B̃ = {V ⊆ X/∼ | q−1(V) ∈ B}. B̃ X/∼ 的一 basis.

Excecise 1.19. X,Y topological space, ∼ X 的 equivalence relation 以及 X/∼
quotient space. f : X → Y open map f (x) = f (x′), ∀ x ∼ x′,
h : (X/∼)→ Y open map f = h ◦ q.
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內部, 外部以及邊界

一 topological space X , X 的 open sets closed sets 些,
論 ? topology , 一 open closed 的 ,

的性質 以 論. 一 , 的 一 的內部, 外部以及邊界.
內 部 一些 , 些 的 . 以
些 特性, 些 一些拓樸的性質.

2.1. The Interior of a Set

Interior 內部的 . , 一 topological space 的 , 內

部, 以及 的性質. 一 的外部, 及 性質.
些 的 性質, 的 , 的 .

R standard topology, [1, 2] 內部 ? ,
(1, 2). a ∈ (1, 2), a “ 邊” 的 [1, 2] , 以 a [1, 2]

的內部, a = 1 a = 2, a 的 “ 邊” 些 [1, 2] , 以

[1, 2] 的內部. 的 “ 邊” 的 ? a ∈ (1, 2), 1 < a < 2,
ε = min{a − 1, 2 − a} > 0, a ∈ (a − ε, a + ε) (a − ε, a + ε) ⊆ [1, 2]. (a − ε, a + ε)

的 a 的 , a 的一 open neighbor hood. open
neighborhood , 一 a 的 open neighborhood [1, 2],
的 open neighborhood [1, 2]. 以 以 : [1, 2] 的 以

一 open neighborhood [1, 2] [1, 2] 的 “內 ”.

一 的 topological space X. , a ∈ X, U a 的

open set, U a 的 open neighborhood. 以 的 , 以 的 .

Definition 2.1.1. X topological space, S ⊆ X. a ∈ S , a 的一 open
neighborhood U U ⊆ S , a S 的一 interior point. S 的 interior points

的 S 的 interior, int(S ) ( 的 S̊ ).

31
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S , ∅, int(S ) ∅. R standard topology , a ∈ R,
S = {a} , int(S ) ∅. X indiscrete topology, X 一 的 open set,
以 X 的 S interior . 外 X′ X 的 subspace
S ⊆ X′ S X 的 的 interior X′ 的 的 interior .
[1, 2] R 的 subspace topology [1, 2] 的 interior [1, 2] (1, 2). 以

論 interior 的 topological space .

Question 2.1. R 的 standard topology. S ⊆ R finite set. int(S ) ?
int(N) ?

一些 interior 的 性質.

Lemma 2.1.2. topological space X 以及 S ,T X , 以 的性質.

(1) S X 的 open set, int(S ) = S . 特 , int(X) = X 以及

int(∅) = ∅.

(2) S ⊆ T , int(S ) ⊆ int(T ).

(3) S X 的 open set, S ⊆ T S ⊆ int(T ).

Proof. , interior 的 , int(S ) ⊆ S .

(1) int(S ) = S , S ⊆ int(S ), . S X 的 open set.
a ∈ S , S a 的 open neighborhood S ⊆ S , a S 的

一 interior point, a ∈ int(S ). S = int(S ). X X 的 open set,
int(X) = X. int(∅) = ∅.

(2) S ⊆ T . a ∈ int(S ), a 的 open neighborhood U U ⊆ S .
S ⊆ T , U ⊆ T . a T 的 interior point, a ∈ int(T ).

int(S ) ⊆ int(T ).

(3) S X 的 open set. S ⊆ T (1), (2) S = int(S ) ⊆ int(T ).
S ⊆ int(T ), int(T ) ⊆ T , S ⊆ T .

�

Question 2.2. Lemma 2.1.2 (3) 的 , 一 S X 的 open set
?

Lemma 2.1.2 (1) S open int(S ) = S , int(S ) X 的 open
set. 一 的 int(S ) open ? , int(S )

一些 X 的 open sets 的 . x ∈ int(S ), X 的 open set Ux

Ux ⊆ S . 些 Ux 的 ,

U =
∪

x∈int(S )
Ux.
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x ∈ int(S ) x ∈ Ux, int(S ) ⊆ U. 一 x ∈ int(S )
Ux ⊆ S , U ⊆ S . U open 以及 Lemma 2.1.2 (3) U ⊆ int(S ).

U = int(S ), int(S ) X 的 open set. 以 interior 的 性

質.

Theorem 2.1.3. X 以 T topology 的 topological space S X .

(1) int(S ) S 的 open sets 的 .

int(S ) =
∪

{U∈T |U⊆S }
U.

(2) int(S ) S 的 open sets 的 open set. int(S ) ∈ T
U ∈ T U ⊆ S , U ⊆ int(S ).

Proof. V =
∪
{U∈T |U⊆S }U. x ∈ int(S ), U ∈ T

x ∈ U U ⊆ S , x ∈ V. int(S ) ⊆ V. , x ∈ V, U ∈ T U ⊆ S

x ∈ U. x ∈ int(S ). V ⊆ int(S ). V = int(S ), (1) .

(2), (1) int(S ) open set. int(S ) ⊆ S . int(S ) 一

S 的 open set. U ⊆ S , open set, (1) U ⊆ int(S ). �

Theorem 2.1.3 W X 的 open set W ⊆ S U ⊆ S

的 open set U ⊆ W, W = int(S ). int(S ) int(S ) ⊆ S 的 open set,
int(S ) ⊆ W. , W W ⊆ S 的 open set, Theorem 2.1.3 (2) W ⊆ int(S ).

W = int(S ).

S open , S S 的 open set, Theorem 2.1.3,
S = int(S ). , S = int(S ), int(S ) open set, S open set.
S open S = int(S ). 一 的 S , int(S ) open,

int(int(S )) = int(S ). 以 .

Corollary 2.1.4. X topological space S X .

(1) S X 的 open set S = int(S ).

(2) int(int(S )) = int(S ).

論 內部, 外部. , 一 外部的

的, “ ” 的 . 以 的 .

Definition 2.1.5. X topological space, S ⊆ X. a < S , a 的一 open
neighborhood U U ∩ S = ∅, a S 的一 exterior point. S 的 exterior
points 的 S 的 exterior, ext(S ) .

exterior 的 , x ∈ ext(S ) 的 x < S , x ∈ S c, 以 ext(S ) ⊆ S c.
外 x ∈ ext(S ), x 的 open neighborhood U U ∩ S = ∅, U ⊆ S c.
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以 S 的 exterior S c 的 interior.

ext(S ) = int(S c). (2.1)

interior 的性質, 以 .

Proposition 2.1.6. X 以 T topological space S ,T X .

(1) S closed ext(S ) = S c.

(2) S ⊆ T , ext(T ) ⊆ ext(S ).

(3) ext(S ) S 的 open sets 的 .

ext(S ) =
∪

{U∈T |U∩S=∅}
U.

(4) ext(S ) S 的 open sets 的 open set. ext(S ) ∈ T
U ∈ T U ∩ S = ∅, U ⊆ ext(S ).

Question 2.3. Proposition 2.1.6.

, int(int(S )) = int(S ) ext(ext(S )) ext(S ).
ext(S ) ⊆ S c, 以 Proposition 2.1.6 (2), ext(S c) ⊆ ext(ext(S )). (2.1),

ext(S c) = int((S c)c) = int(S ),

int(S ) ⊆ ext(ext(S )). (2.2)

外部的外部 內部, ext(ext(S )) = int(S ), 的.
ext(ext(S )) open set, 一 ext(ext(S )) 一 S ( 以 Question
2.4), 以 ext(ext(S )) ⊆ int(S ), int(S ) ext(ext(S )).

Question 2.4. R 的 standard topology. Question 2.1 以及 的 open
interval (r, s) 及 , int(Q) = ∅. ext(Q) ?

論 ext(ext(Q)) , int(Q).

2.2. The Closure of a Set

一 的 closure “ ” 的 的 .
closure 的 , closure interior 以及 exterior 的.

R 的 standard topology , 些 的 [1, 2) ?
[1, 2) 的 的. 一 , 2 [1, 2) .

2 的 open interval 一 [1, 2) , 以 以 [1, 2) .
外, 的 [1, 2) 的外部 ( exterior), [1, 2) 一 .

一 的 topological space X. S ⊆ X. X 的一 a, a的 open
neighborhood U U ∩ S , ∅, a S . 以 的 .
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Definition 2.2.1. X topological space, S ⊆ X. a ∈ X, a 的 open
neighborhood U U ∩ S , ∅, a S 的 closure point ( adherent point).

S 的 closure points 的 S 的 closure, cl(S ) ( 的 S

).

S 的 closure X S 的 , 以 的

, 的 closure , 外 interior 的 , 的 topology 的

closure . 以 論 closure 的 topological space .

的, closure interior 的性質. closure 的性質,
以 前一 interior 的性質 . Lemma 2.1.2 的性質.

Lemma 2.2.2. topological space X 以及 S ,T X , 以 的性質.

(1) S X 的 closed set, cl(S ) = S . 特 , cl(X) = X 以及 cl(∅) = ∅.

(2) S ⊆ T , cl(S ) ⊆ cl(T ).

(3) T X 的 closed set, S ⊆ T cl(S ) ⊆ T .

Proof. , x ∈ S , x 的 open neighborhood U, x ∈ U ∩ S ,
U ∩ S , ∅. closure 的 , x ∈ cl(S ). S ⊆ cl(S ).

(1) cl(S ) = S , cl(S ) ⊆ S , . S X 的 closed set,
S c open. 以 S c ⊆ cl(S )c. x ∈ S c, S c open

x 的 open neighborhood U ⊆ S c, U ∩ S = ∅. x S 的

closure point, x ∈ cl(S )c. S c ⊆ cl(S )c, cl(S ) ⊆ S ,
S = cl(S ). X X 的 closed set, cl(X) = X. cl(∅) = ∅.

(2) S ⊆ T . a ∈ cl(S ), a 的 open neighborhood U

U ∩ S , ∅. S ⊆ T , U ∩ T , ∅. a T 的 closure point,
a ∈ cl(T ). cl(S ) ⊆ cl(T ).

(3) T X 的 closed set. S ⊆ T (1), (2) cl(S ) ⊆ cl(T ) = T .
cl(S ) ⊆ T , S ⊆ cl(S ), S ⊆ T .

�

Question 2.5. 一 , int(S ) ⊆ int(T ) 導 S ⊆ T ? cl(S ) ⊆ cl(T )
導 S ⊆ T ?

Lemma 2.2.2 (1) S closed cl(S ) = S , cl(S ) X 的 closed
set. 一 的 cl(S ) closed ? , 以 cl(S )
一些 X 的 closed sets 的 . 以 Theorem 2.1.3 的性質.

Theorem 2.2.3. X 以 T topology 的 topological space S X .
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(1) cl(S ) S 的 closed sets 的 .

cl(S ) =
∩

{Zc∈T |S⊆Z}
Z.

(2) cl(S ) S 的 closed sets 的 closed set. cl(S ) closed
Z closed S ⊆ Z, cl(S ) ⊆ Z.

Proof. C =
∩
{Zc∈T |S⊆Z} Z. Z closed S ⊆ Z,

C closed S ⊆ C. Lemma 2.2.2 (3), cl(S ) ⊆ C.
C ⊆ cl(S ), ( open set ), x < cl(S ),

x < C. x < cl(S ) x的 open neighborhood U, U ∩S = ∅, U ⊆ S c,
S ⊆ Uc. 一 closed set Uc S ⊆ Uc x < Uc ( x ∈ U),

以 x < C. C = cl(S ), (1) .

(2), (1) cl(S ) closed set. S ⊆ cl(S ). cl(S ) 一

S 的 closed set. S ⊆ Z, closed set, (1) cl(S ) = C ⊆ Z. �

Theorem 2.2.3 C X 的 closed set S ⊆ C S ⊆ Z

的 closed set Z C ⊆ Z, C = cl(S ). cl(S ) S ⊆ cl(S ) 的 closed set,
C ⊆ cl(S ). , C S ⊆ C 的 closed set, Theorem 2.2.3 (2) cl(S ) ⊆ C.

C = cl(S ).

Question 2.6. X topological space S X . 論 S

的 closed set, 以及 S 的 open set ? ( X = R, S 的

[1, 2) 的 .)

Corollary 2.1.4 的 , 的 , .

Corollary 2.2.4. X topological space S X .

(1) S X 的 closed set S = cl(S ).

(2) cl(cl(S )) = cl(S ).

Question 2.7. Corollary 2.2.4.

Closure interior 的性質, closure exterior 的 .
ext(S ) open set ext(S ) ⊆ S c, ext(S )c closed S = (S c)c ⊆ ext(S )c.
以 Theorem 2.2.3 (2), cl(S ) ⊆ ext(S )c. 一 , x ∈ ext(S )c,

x < ext(S ), x 的 open neighborhood U, U ⊆ S c, U ∩ S , ∅,
x ∈ cl(S ). 以 .

Proposition 2.2.5. X topological space S X .

cl(S ) = ext(S )c = int(S c)c.
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Question 2.8. 的 Proposition 2.2.5 的 closure 的 .
Proposition 2.2.5 Lemma 2.2.2, Theorem 2.2.3 以及 Corollary 2.2.4.

closure 的 dense ( ) 的 . S X 的,
X 的 S , x ∈ X 以及 x 的 open neighborhood

S . X = cl(S ). 以 的 .

Definition 2.2.6. X topological space S X . cl(S ) = X, S is
dense in X, S X 的一 dense set.

Question 2.9. R 的 standard topology, Q R 的一 dense set.

Question 2.10. discrete topological space 的 dense set 些? indiscrete topo-
logical space 的 dense set 些?

2.3. The Boundary of a Set

一 的內部以及外部, 以 論 “邊界” . 一 的

邊界 ? 一 邊界 內的 外的 . 以

以 的 .

Definition 2.3.1. X topological space S X . a ∈ X, a 的

open neighborhood U U ∩ S , ∅ 以及 U ∩ S c , ∅, a S 的 boundary point.
S 的 boundary points 的 S 的 boundary, bd(S ) ( 的

∂S ).

a S 的 boundary point, a的 open neighborhood U U∩S , ∅
a S 的 closure point ( a ∈ cl(S )) a 的 open neighborhood U

U ∩ S c , ∅ a 的 open neighborhood U U ⊆ S ( U ∩ S c = ∅),
a S 的 interior point ( a < int(S )). bd(S ) = cl(S ) \ int(S ).

cl(S ) = ext(S )c, 以

bd(S ) = cl(S ) ∩ int(S )c = ext(S )c ∩ int(S )c = X \ (ext(S ) ∪ int(S )).

以 .

Proposition 2.3.2. X topological space S X ,

bd(S ) = cl(S ) \ int(S ) = X \ (ext(S ) ∪ int(S )).

Proposition 2.3.2 bd(S ) ∩ int(S ) = ∅. int(S ) ⊆ cl(S ),

bd(S ) ∪ int(S ) = (cl(S ) ∩ int(S )c) ∪ int(S ) = cl(S ) ∪ int(S ) = cl(S ).

, 以 cl(S ) bd(S ) 以及 int(S ) 的 disjoint union, cl(S )
S 的邊界 內部 部 . X int(S ), ext(S ) 以及 bd(S )
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的 disjoint union. 以 拓樸 X S 的內部, 外部 邊界

部 .

Question 2.11. X topological space S X . bd(S ) = cl(S )∩cl(S c).

, S X boundary X. bd(S ) = cl(S ) \ int(S ), 以

bd(S ) = X cl(S ) = X int(S ) = ∅. S X dense S 的內部

, S 的 boundary X. R 的 standard topology ,
bd(Q) = R. 外 bd(S ) ∅. cl(S ) = int(S ), int(S ) ⊆ S ⊆ cl(S ),

S = cl(S ) = int(S ). cl(S ) closed, int(S ) open,
bd(S ) = ∅ S open closed. open closed 的 , 的

clopen set.

以 一些 boundary 的性質, ,
質 .

Proposition 2.3.3. X topological space S X .

(1) bd(S ) X 的 closed set.

(2) bd(S ) = bd(S c).

(3) S X 的 closed set bd(S ) ⊆ S .

(4) S X 的 open set bd(S ) ∩ S = ∅.

Proof. cl(S ) closed int(S ) open, bd(S ) = cl(S ) \ int(S ) bd(S )
closed, (1) . (2) ext(S ) = int(S c),

bd(S ) = X \ (ext(S ) ∪ int(S )) = X \ (int(S c) ∪ int(S )) = X \ (int(S c) ∪ int((S c)c)) = bd(S c),

(2) .

(3), S closed, cl(S ) = S bd(S ) = cl(S ) \ int(S ) = S \ int(S ) ⊆ S .
, bd(S ) ⊆ S cl(S ) = bd(S ) ∪ int(S ) ⊆ S ( int(S ) ⊆ S ). S ⊆ cl(S )

cl(S ) = S , S closed (Corollary 2.2.4).

(4). S open, Lemma 2.1.2 int(S ) = S , bd(S ) =

cl(S ) \ int(S ) = cl(S ) \ S bd(S ) ∩ S = ∅. , bd(S ) ∩ S = ∅, S ⊆ bd(S )c =

ext(S ) ∪ int(S ), S ∩ ext(S ) = ∅ S ⊆ (ext(S ) ∪ int(S )) ∩ S = int(S ).
int(S ) ⊆ S int(S ) = S , S open (Corollary 2.1.4). �

的 S ⊆ T , bd(S ) bd(T ). cl(S ) ⊆ cl(T )
int(S ) ⊆ int(T ), 以 bd(S ) = cl(S ) \ int(S ) bd(T ) = cl(T ) \ int(T ).
R standard topology, (1, 2) (0, 3), (1, 2) 的 boundary
{1, 2} (0, 3) 的 boundary {0, 3}. 特殊 , int(S ) ⊆ S ,

bd(int(S )) ⊆ bd(S ). 的 S ⊆ cl(S ), bd(cl(S )) ⊆ bd(S ).
的 .
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Proposition 2.3.4. X topological space S X .

bd(int(S )) ⊆ bd(S ), bd(cl(S )) ⊆ bd(S ).

Proof. int(int(S )) = int(S ) cl(int(S )) ⊆ cl(S ),

bd(int(S )) = cl(int(S )) \ int(int(S )) = cl(int(S )) \ int(S ) ⊆ cl(S ) \ int(S ) = bd(S ).

cl(cl(S )) = cl(S ) int(S ) ⊆ int(cl(S )),

bd(cl(S )) = cl(cl(S )) \ int(cl(S )) = cl(S ) \ int(cl(S )) ⊆ cl(S ) \ int(S ) = bd(S ).

�

一 bd(S ) bd(int(S )). Proposition 2.3.4的 ,
cl(int(S )) cl(S ). R standard topology, int(Q) = ∅

cl(Q) = R, cl(int(Q)) = cl(∅) = ∅ cl(Q). 的, bd(cl(S )) bd(S ),
int(S ) int(cl(S )). int(Q) = ∅ int(cl(Q)) = int(R) = R.

Question 2.12. R 的 standard topology. 以 的 : bd(Q), bd(int(Q)),
bd(cl(Q)), int(bd(Q)) 以及 bd(bd(Q)).

外 的 interior closure int(int(S )) = int(S ), cl(cl(S )) = cl(S );
bd(bd(S )) bd(S ). bd(S ) = cl(S ) \ int(S ), bd(S ) closed,

bd(bd(S )) = cl(bd(S )) \ int(bd(S )) = bd(S ) \ int(bd(S )).

int(bd(S )) ( Question 2.12), 以 bd(bd(S )) ⊆ bd(S )
bd(bd(S )) bd(S ). bd(bd(bd(S ))) bd(bd(S )). 以

.

Proposition 2.3.5. X topological space S X .

bd(bd(S )) ⊆ bd(S ), bd(bd(bd(S ))) = bd(bd(S )).

Proof. bd(S ) closed, Proposition 2.3.3 (3) bd(bd(S )) ⊆ bd(S ). ,
bd(bd(S )) = bd(bd(bd(S ))).

bd(bd(S )) closed,

bd(bd(bd(S ))) = cl(bd(bd(S ))) \ int(bd(bd(S ))) = bd(bd(S )) \ int(bd(bd(S ))).

int(bd(bd(S )) ⊆ bd(bd(S )), bd(bd(S )) = bd(bd(bd(S ))),
int(bd(bd(S ))) = ∅. bd(bd(S )) ⊆ bd(S ), int(bd(bd(S ))) ⊆ int(bd(S )).
一 int(bd(bd(S )) ⊆ bd(bd(S )), int(bd(bd(S )) ⊆ int(bd(S )) ∩ bd(bd(S )). ,
bd(bd(S ))∩ int(bd(S )) = ∅, int(bd(bd(S ))) = ∅. bd(bd(S )) = bd(bd(bd(S ))). �
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2.4. The Limit Points and Isolate Points of a Set

一 一 的 “ ” 以及 “ ” . cl(S )
bd(S ) int(S ) 的 . cl(S ) 的 .

x ∈ cl(S ), x 的 open neighborhood U S . x ∈ S , 一 特 ,
x ∈ U x ∈ S , x ∈ U ∩ S , 以 U ∩ S , ∅. x < S , 特 ,

x < S , 以 x ∈ cl(S ) x 的 neighborhood x S 的 .
的 open neighborhood “ ”, 一些 S 的

x. 一 的 , 一 {an} 的 limn→∞ an = a,
a 的 open interval an ( n ). 以 拓樸 , 特性

的 S 的 limit point. S 的 limit point S 的 , x

的 open neighborhood, x 以外 S 的 , S 的 limit point. limit
point 的 的 x ∈ S x 的 open neighborhood U U ∩ S = {x},

x 以外, S 的 U . 的 S 的 isolate point, S

的 “ ” . S 的 isolate point 的 S 的 “ ”
的. 的 .

Definition 2.4.1. X topological space S X . a ∈ X, a 的

open neighborhood U S ∩ (U \ {a}) , ∅, a S 的 limit point; a 的

open neighborhood U S ∩ U = {a}, a S 的 isolate point.

以 ℓ(S ) S 的 limit point 的 , ı(S ) S 的

isolate point 的 . cl(S ) = ℓ(S ) ∪ ı(S ), ℓ(S ) ∩ ı(S ) = ∅.
, ı(S ) ⊆ S , S 的 isolate point S . limit point
, 以 S , 以 S , 論 S 的 limit point 一 S 的

closure cl(S ) . 外 一 , 拓樸 limit point 的 accumulation
point, open neighborhood S 的 , 的

accumulation point , .

一些特殊 . S X 的 . X discrete topology,
的 subset S , a ∈ S , {a} a 的一 open neighborhood {a} ∩ S = {a},

以 a S 的 isolated point. , , S 的 S 的 isolated
point. 一 , X indiscrete topology, a ∈ X, X a 一的 open
neighborhood, 以 S 一 , S ∩ (X \ {a}) = S \ {a} , ∅, ,

, X 的 S 的 limit point. 一 .

Example 2.4.2. R 的 standard topology 以及 S = {1/n | n ∈ N}. 1/n ∈
S , 0 < ε < 1/(n(n + 1)) 1/n 的 open neighborhood I = ((1/n) − ε, (1/n) + ε)

I ∩ S = {1/n}. S 的 S 的 isolated point.
0 的 open neighborhood U, U open interval (−λ, λ), λ > 0,
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n ∈ N n > λ, 1/n ∈ (−λ, λ). 一 1/n ∈ S 1/n ∈ U. 言 ,
S ∩ (U \ {0}) , ∅. 0 S 的 limit point.

cl(S ) 以 bd(S ) int(S ) 部 , ℓ(S ) ı(S ) 部 ,
ℓ(S ), ı(S ) bd(S ), int(S ) 的 . 導, 以 “ ”

內部. S 的 isolated point S 的 interior point. a

S 的 isolated point S 的 interior point, a 的 open neighborhood U

U ∩ S = {a}, U ∩ int(S ) ⊆ U ∩ S = {a}, a ∈ U ∩ int(S ) ( a ∈ int(S )),
{a} = U ∩ int(S ) 一 open set. 以 a S 的 isolated point S 的

interior point, {a} X 的 open set. 一 , a ∈ S {a} X 的 open set, {a}
a 的一 open neighborhood {a} ∩ S = {a}, a S 的 isolated point.

S 的 limit point S 的內部, S 的邊界 . 的 , S

的 isolated point S 的 boundary ( Example 2.4.2) 以 boundary
的 limit point. S 的 limit point S 的 boundary 一 的性質, 以

S closed ( Proposition 2.3.3 (3)). 以 一些 limit
point 的性質.

Proposition 2.4.3. X topological space S X .

(1) a ∈ cl(S ) \ S , a S 的 limit point.

(2) a S 的 limit point a ∈ cl(S \ {a}).

(3) S X 的 closed set ℓ(S ) ⊆ S .

Proof. (1) a ∈ cl(S ) \ S a 的 open neighborhood U S ∩ U , ∅,

S ∩ (U \ {a}) = S ∩ U ∩ {a}c = U ∩ (S \ {a}) (2.3)

以 a < S S ∩ (U \ {a}) = U ∩ S , ∅, a S 的 limit point.

(2) a S 的 limit point, a 的 open neighborhood U

S ∩ (U \ {a}) , ∅, (2.3) a 的 open neighborhood U

U ∩ (S \ {a}) , ∅, a ∈ cl(S \ {a}).

(3) ℓ(S ) ⊆ cl(S ), S closed, cl(S ) = S ℓ(S ) ⊆ S . ,
cl(S ) = ℓ(S ) ∪ ı(S ), ı(S ) ⊆ S ℓ(S ) ⊆ S 的 , cl(S ) ⊆ S . cl(S ) = S

S closed. �

論 limit point isolated point 的 .
S ⊆ T , ℓ(S ) ⊆ ℓ(T )? ı(S ) ⊆ ı(T )? S ⊆ T (S \ {a}) ⊆ (T \ {a}),

cl(S \ {a}) ⊆ cl(T \ {a}). Proposition 2.4.3 (2) a ∈ ℓ(S ), a ∈ cl(T \ {a}),
a ∈ ℓ(T ),

ℓ(S ) ⊆ ℓ(T ). (2.4)
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ı(S ) ⊆ ı(T ) 的. a ∈ ı(S ), a 的 open neighborhood U

U ∩ S = {a}, S ⊆ T , T 的 U , 以 a ∈ ı(T ).
a ∈ ı(T ), a 的 open neighborhood U U ∩ T = {a}, 以

U ∩ S ⊆ U ∩ T , a ∈ S , U ∩ S = {a}, a ∈ ı(S ).

S ∩ ı(T ) ⊆ ı(S ). (2.5)

Question 2.13. R 的 standard topology. ℓ(Q), ℓ(Z), ı(Q) 以及 ı(Z).
(2.4), (2.5) 的 的 .

Exercise

Excecise 2.1. B topological space X 的一 basis. S ⊆ X. a ∈ int(S )
B ∈ B a ∈ B B ⊆ S .

int(S ) =
∪

{B∈B|B⊆S }
B.

Excecise 2.2. X topological space X′ ⊆ X. X′ 的 topology X 的

subspace topology. S ⊆ X′, intX(S ) S X 的 topology 的 interior,
intX′(S ) S X′ 的 topology 的 interior.

(1) intX(S ) ⊆ intX′(S ).

(2) 一 intX(S ) = intX′(S ) .

Excecise 2.3. X topological space S 1, . . . , S n X 的 subsets.

cl(S 1 ∪ · · · ∪ S n) = cl(S 1) ∪ · · · ∪ cl(S n).

Excecise 2.4. X topological space X′ ⊆ X. X′ 的 topology X 的

subspace topology. S ⊆ X′, clX(S ) S X 的 topology 的 closure,
clX′(S ) S X′ 的 topology 的 closure. clX′(S ) = X′ ∩ clX(S ).

Excecise 2.5. X topological space S ⊆ X. int(bd(S )) ⊆ int(S )
int(bd(S )) = ∅. S closed , 邊界 內部的 ( int(bd(S )) = ∅)

S closed, bd(bd(S )) = bd(S ).

Excecise 2.6. X topological space S X . int(S ) ∩ ı(S ) X 的

open set.

Excecise 2.7. X topological space S X . S closed,
ℓ(S ) , ∅.



Chapter 3

一些特殊的拓樸性質

一 , 一些特殊的拓樸性質, connectedness, compactness 以及 Haus-
dorff property. 些性質 一 的 topological space 的性質,

的拓樸 的性質. 些性質 以 的 些拓樸

的 特性.

3.1. Connectedness

Connected “ ” 的 , R 的, 的,
的 . 一 的拓樸 , 的 ? 一 ,

一 topological space connected, 的性質.

3.1.1. Connected Topological Spaces. “ ”, “ ”
. R 的 . R 0 一 ,

的, 一 R \ {0} 的, 0 . R \ {0} 以

的 open interval 的 , R \ {0} = (−∞, 0) ∪ (0,∞). 一 的拓樸

一 的, 的. 以

的 open set , . 以 的 .

Definition 3.1.1. X topological space, 的 open sets U,V

U ∩ V = ∅ X = U ∪ V, X disconnected space. , (
的 open sets U,V X = U ∪ V) X connected space.

X 以 的 , X 的 discrete topology, X 的

open, 以 X 的一 nonempty proper subset S ( S , ∅, S ( X), 以

X S , S c 的 open sets 的 ( X = S ∪ S c), 以 X

disconnected. X 的 indiscrete topology, X 一 nonempty open
set, X . X 的 open sets 的 , X

connected. 以 , 一 topological space connected 的拓樸

43
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的. 以前 一 , R 的, . R standard topology
的. 的, 的 性, 的 .

一些 connected ( disconnected) topological space 的性質.
些性質 的 , 一 , 的 .
, X disconnected, U,V 的 open sets U ∩ V = ∅ and

X = U ∪ V.

Uc = X \ U = (U ∪ V) \ U = V \ U = V \ (U ∩ V) = V.

U open, 以 Uc closed, V closed. 一 及一

open closed , clopen. 以 V X 的 clopen set ( U

clopen). X disconnected , X ∅ 外, X 的 clopen set.
, U ( X 的 clopen set, V = Uc, V 的 open set U ∩ V = ∅
X = U ∪ V. 以 的性質.

Proposition 3.1.2. X topological space, X connected X X

∅ 外 open closed 的 .

Question 3.1. topological space X disconnected W,Z 的

closed sets W ∩ Z = ∅ X = W ∪ Z.

一 boundary 拓樸 一 S clopen S 的

boundary , 以 Proposition 3.1.2, 以 .

Corollary 3.1.3. X topological space, X connected
X 的 S , bd(S ) , ∅.

論 “ ” connected, 論 “ ” separated 的 . 拓樸 ,
S ,T separated sets, S ∩ T = ∅ ( 的 拓樸). R

的 (0, 1) [1, 2), , 1 一 , 一 的.
(0, 1) (1, 2), 1 一 .

S ,T 的, S T , S T 的邊界,
S ∩ (T ∪ (bd(T ))) = ∅. T ∪ (bd(T )) = cl(T ), 以 的 S ∩ (cl(T )) = ∅.

S ∩ (cl(T )) = ∅ T ∩ (cl(S )) = ∅. R 的 standard topology
, S = (0, 1), T = [1, 2) , cl(T ) = [1, 2] S ∩ (cl(T )) = ∅. cl(S ) = [0, 1],

T ∩ (cl(S )) , ∅. , T S S 的邊界, S ,T

的 . 以 的 .

Definition 3.1.4. X topological space, S ,T X 的 subsets. S ∩ (cl(T )) = ∅
T ∩ (cl(S )) = ∅, S ,T separated sets.

一 , separated sets 拓樸 的. Connected topological space
separated sets ? 的 , X connected X

的 separated sets 的 .
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Proposition 3.1.5. X topological space, X connected X

的 separated sets S ,T X = S ∪ T .

Proof. 論 , X disconnected X 的 sepa-
rated sets S ,T X = S ∪ T . X disconnected, Proposition 3.1.2 的

U,V clopen U ∩ V = ∅ X = U ∪ V. V closed,
V = cl(V), U ∩ V = ∅ U ∩ (cl(V)) = ∅, V ∩ (cl(U)) = ∅.

的 U,V separated sets X = U ∩ V.

, X 的 separated sets S ,T X = S ∪ T . T ⊆ cl(T ),
S ∪ (cl(T )) = X, cl(T )c ⊆ S . S ∩ (cl(T )) = ∅, S ⊆ cl(T )c.

S = cl(T )c X 的 open set. T X 的 open set. S ,T , X

disconnected. �

Proposition 3.1.5 topological space X 以 S ,T 的 ,
S ,T separated sets S ,T open sets. 拓樸

disconnected , X 的 的 open ,
separated.

拓樸的性質, . Y = {0, 1}, discrete topology.
f : X → Y continuous, U = f −1({0}) V = f −1({1}) X 的 open set,

X = U ∪ V 以及 U ∩ V = ∅. f onto, U,V ,
X disconnected. , X disconnected, 的 open sets U,V

X = U ∪ V. g : X → Y, g(x) =
{

0, if x ∈ U;
1, if x ∈ V. X = U ∪ V

U ∩ V = ∅, g well-defined function. Y, {0}, {1}, ∅ Y 的 open sets,
g−1(Y) = X, g−1({0}) = U, g−1({1}) = V, g−1(∅) = ∅ X 的 open sets, g : X → Y

continuous. X disconnected f : X → {0, 1} 的

. 以 的 .

Proposition 3.1.6. X topological space Y = {0, 1} discrete topology.
X connected f : X → Y onto.

Proposition 3.1.6 X connected, f : X → {0, 1}
onto; X disconnected, f : X → {0, 1} onto. ,

一 的 .

Corollary 3.1.7. X,Y topological space X connected, Y disconnected.
f : X → Y onto.

Proof. . f : X → Y onto. Z = {0, 1} discrete
topological space, Proposition 3.1.6 onto的 g : Y → Z.
g ◦ f : X → Z. f , g continuous, g ◦ f continuous. f , g onto,
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g ◦ f onto. g ◦ f : X → Z continuous onto. Proposition
3.1.6 , . �

Question 3.2. X,Y topological space X connected, Y disconnected.
h : Y → X 的 ?

, Proposition 3.1.6 特 {0, 1} 一 discrete topolog-
ical space ? , disconnected topological spaces , 的 ,

的 . Corollary 3.1.7 的 disconnected 的 一

的 disconnected 的 . {0, 1} discrete topological space 一 特 ,
discrete. discrete topological space, 以 的性質.

Lemma 3.1.8. X discrete topological space Y = {0, 1} discrete topology.
X 的 , f : X → Y onto.

Proof. a ∈ X, X , X \ {a} . f : X → Y

f (x) =
{

0, if x = a;
1, if x , a. f onto X discrete, f continuous,

. �

Question 3.3. Lemma 3.1.8 , 一 的 discrete topological
space disconnected?

一 f : X → Y, f 的 f (X) 一 ( f (x) = b, ∀ x ∈ X),
f 一 constant function.

Proposition 3.1.9. X topological space. X connected 的

discrete topological space Y, f : X → Y constant function.

Proof. X connected topological space. Y discrete topological space.
f : X → Y constant function. Y ′ = f (X) Y 的

subspace topology, Y ′ discrete topological space, g : X → Y ′

g(x) = f (x), ∀ x ∈ X continuous ( Question 1.10). f constant, Y ′

, discrete topological space Z = {0, 1}, Lemma 3.1.8
h : Y ′ → Z onto. h ◦ g : X → Z continuous onto.

Proposition 3.1.6 , f constant function.

, X disconnected topological space, Lemma 3.1.6 Y discrete
topological space {0, 1}, f : X → Y continuous onto, f constant
function. �

Question 3.4. X connected topological space Y discrete topological space.
( Lemma 3.1.8) f : X → Y constant function.
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一 性質 , 性質 homeomorphism ,
一 topological space X 一性質 , X homeomorphic 的

topological space Y, 性質? 性質 , 性質 一 “拓樸性
質”. 前 的 , connected 的性質 一 拓樸性質.

Question 3.5. X,Y topological spaces X,Y homeomorphic. , X

connected Y connected.

論一 拓樸的性質, 的 , 些性質 前 的 subspace topology,
disjoint union topology, product space topology 以及 quotient space topology 的 .

, connected 的性質, , .

X,Y 的 topological space. disjoint union space X⨿Y. disjoint
union topology X 的 X ⨿ Y 的 clopen subset. Proposition 3.1.2 X ⨿ Y

connected topological space. product space, 以 的 .

Proposition 3.1.10. X,Y 的 topological spaces, produce space X × Y.
X × Y connected X,Y connected.

Proof. X,Y connected topological spaces. product space X × Y

connected. discrete topological space Z = {0, 1}. Proposition 3.1.9,
的 f : X × Y → Z constant function. (x0, y0) ∈ X × Y,

一 性 f (x0, y0) = 0. hy0 : X → X × Y, hy0(x) = (x, y0).
product space topology 的 , hy0 continuous. f ◦ hy0 : X → Z

一 , X connected 的 以及 Proposition 3.1.9 f ◦ hy0 一

constant function,

f (x, y0) = f ◦ hy0(x) = f ◦ hy0(x0) = f (x0, y0) = 0, ∀ x ∈ X.

(a, b) ∈ X × Y, f (a, b) = 0, f constant function.
a ∈ X, f (a, y0) = 0. la : Y → X×Y, la(y) = (a, y).

的, la continuous以及 Y connected, f ◦ la : Y → Z constant function,

f (a, y) = f ◦ la(y) = f ◦ la(y0) = f (a, y0) = 0, ∀ y ∈ Y.

b ∈ Y f (a, b) = 0.

一 , X × Y connected, π1 : X × Y → X 以及 π2 : X × Y → Y onto 的
continuous functions, Corollary 3.1.7 X,Y connected. �

以 Proposition 3.1.10 topological spaces 的
product space 的 . 以 topological spaces 的 product
space 的 , 的 axiom of choice, .

connected quotient space 的 , 以 的 .
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Proposition 3.1.11. X topological spaces ∼ X 的一 equivalence relation.
X connected, quotient space X/∼ connected.

Proof. quotient space topology 的 quotient map q : X → X/∼ onto 的 contin-
uous function. X connected 以及 Corollary 3.1.7 X/∼ connected. �

Question 3.6. X topological spaces ∼ X 的一 equivalence relation.
quotient space X/∼ connected, X connected?

, connected subspace topology 的 .

3.1.2. Connected Subsets. 前 一 topological space connected,
一 topological space 的 subset connected.

, subset topological space. topological space ?
subspace topology .

Definition 3.1.12. X topological spaces S subset. subspace
topology S topological space , S connected, S X 的 connected
subset; disconnected subset.

的 topological space X, 一 a ∈ X 的 {a} 一 connected.
R 的 standard topology , (0, 1), (1, 2) 的 (0, 1) ∪ (1, 2)

disconnected subset.

一 , subspace topology 的 topological space 的 topology
, 以一 connected, 的 space 的 topology . subspace

topology 的 X,Y topological spaces f : X → Y continuous, subspace
topology 的 S ⊆ X subspace topology, f |S : S → Y

continuous. 外 f (S ) Y 的 subset, g : S → f (S ),
g(s) = f (s), ∀ s ∈ S ( f |S 一 S f (S ) 的 ), f (S ) subspace
topology, g : S → f (S ) continuous ( Question 1.10). 一

特性, .

Proposition 3.1.13. X,Y topological spaces f : X → Y continuous. S

X 的 connected subset, f (S ) Y 的 connected subset.

Proof. S , f (S ) X,Y 的 subspace. 外 g : S → f (S ),
g(s) = f (s), ∀ s ∈ S . S connected, g connected topological space S

f (S ) 的 onto. Corollary 3.1.7 f (S ) connected. �

Question 3.7. X,Y topological spaces f : X → Y continuous. S X 的

disconnected subset, f (S ) Y 的 disconnected subset?
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connected subsets 的 一 connected (
的 ), connected subsets , 的 connected.

Proposition 3.1.14. X topological space S , S ′ X 的 connected subsets.
S ∩ S ′ , ∅, S ∪ S ′ X 的 connected subset.

Proof. S = S ′, S ∪ S ′ = S connected. S , S ′, S ∩ S ′ , ∅,
S ∪ S ′ 一 的 , S ∪ S ′ disconnected. Lemma 3.1.8

continuous onto 的 f : S ∪ S ′ → {0, 1}, {0, 1} discrete topology.
S connected f |S : S → {0, 1} continuous, Proposition 3.1.9 f |S constant

function. 一 性 s ∈ S f (s) = 0. f |S ′ : S ′ → {0, 1}
constant function. f : S ∪ S ′ → {0, 1} onto, f (s′) = 1, ∀ s′ ∈ S ′.

a ∈ S ∩ S ′, f (a) = 0 ( a ∈ S ) f (a) = 1 ( a ∈ S ′) ,
S ∪ S ′ connected. �

Question 3.8. X topological space. 以 I index set的 indexed family {S i}i∈I,
S i X 的 connected subset. i, j ∈ I, S i ∩ S j , ∅.

∪
i∈I S i

X 的 connected subset.

Question 3.9. X topological space S , S ′ X 的 connected subsets.
S ∩ S ′ connected ?

前 connected 的性質, , 一 的

性質, .

Proposition 3.1.15. X topological space S X 的 connected subset. S ′ ⊆ X

S ⊆ S ′ ⊆ cl(S ), S ′ X 的 connected subset.

Proof. S ′ connected, Proposition 3.1.2 , S ′ X 的 subspace topology
, S ′ 的 clopen subset T . U X open 以及 C

X closed U ∩ S ′ = C ∩ S ′ = T . T , ∅, a ∈ T , a ∈ U ( T = U ∩ S ′),
U a X 的一 open neighborhood, a ∈ cl(S ) ( T ⊆ S ′ ⊆ cl(S )),

s ∈ U ∩ S . 言 U ∩ S S 一 的 open set. 外

C ∩ S = C ∩ (S ′ ∩ S ) = (C ∩ S ′) ∩ S = (U ∩ S ′) ∩ S = U ∩ S ,

U ∩S S 的 closed set, U ∩S S 的 clopen set. S connected
以及 Proposition 3.1.2 S = U ∩ S = C ∩ S , S ⊆ C. cl(S ) X S 的

closed set (Theorem 2.2.3), cl(S ) ⊆ C. S ′ ⊆ cl(S ) T = C ∩ S ′ = S ′.
T , S ′ , S ′ connected. �

Question 3.10. S topological space X 的 connected subset. cl(S )
connected. 外 int(S ) connected ?
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Connected topological space 的性質, 以 的 的

( ). 以 topological space X connected , a ∈ X,
a 的 connected subset, a 的 connected component. 的

a connected component 一 ? 的. {a} a 的

一 connected subset, 以 a 的 connected subset 一 . a

的 connected subset, a 的 connected subset ,
S = {S ∈ P(X) | a ∈ S S is connected}, D =

∪
S∈S S . a 一 S

, a ∈ D. , S , S ′ ∈ S a ∈ S ∩ S ′, S ∩ S ′ , ∅.
些 S connected 以及 Question 3.8 的 , D connected.

a 的 connected component 一的. connected component
的 .

Definition 3.1.16. X topological space S X 的 connected subset. X

S 外 的 connected subset S , S X 的一 connected component.

,一些拓樸的 “ ”的 connected subset connected component.
的 connected subset, 的 connected subset

. 的 的 total order 的 (
), 以 的 “ ” 的 的 . 的 的

的 一 的. 前 的 論 a 的 connected component
a 的 connected subset .

Connected component 以 性質.

Proposition 3.1.17. X topological space.

(1) X 的 connected components X 的一 partition.

(2) X 的 connected component X 的 closed subset.

(3) S X 的 connected subset, 一的 connected component S .

Proof. (1) X 的 connected components X 的一 partition,
. 一: 的 a ∈ X connected component . 前 的 論

. : 的 connected component . S , S ′ 的 connected
component S ∩ S ′ , ∅. Proposition 3.1.14 S ∪ S ′ connected. S

connected component 的性質, S = S ∪ S ′, S ′ ⊆ S . S ′ connected
component, S ′ = S . S , S ′ , S ∩ S ′ = ∅.

(2) S X 的一 connected component. S connected, Proposition 3.1.15
cl(S ) connected. S closed ( S ( cl(S ), cl(S ) S 的

connected set, S connected component , S closed.

(3) S connected. a ∈ S . 一 connected component C

a ∈ C. S ∩ C , ∅ S ,C connected, Proposition 3.1.14 S ∪ C
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connected. C connected component C = C ∪ S , S ⊆ C, S

connected component C. C,C′ S 的 connected component S ⊆ C ∩ C′

C ∩C′ , ∅. C,C′ connected C ∪C′ connected. C connected
component C = C ∪C′, C′ ⊆ C. C ⊆ C′, C = C′, 一性. �

Question 3.11. X topological space X connected component.
X 的 connected component X 的 open subset.

Question 3.12. X topological space S ⊆ X.

E = {C ∈ P(X) | S ⊆ C C is connected}.

(1) S connected. ∪
C∈EC S 一的 connected component.

(2) S disconnected. ∪
C∈EC 一 S 的 connected

component?

Proposition 3.1.17 connected component 一 closed set. 一 拓

樸 connected component open set. 拓樸 的 .

Definition 3.1.18. X topological space. a ∈ X 及 的 open
neighborhood U a 的 open neighborhood V V ⊆ U V connected. X

locally connected space.

R standard topology , R 的 connected, 以

standard topology R locally connected space. locally connected space
“ 部” 的性質, space connected. locally connected space

connected space 的拓樸性質. 以 一 topological space
connected locally connected. 的 (0, 1)∪ (1, 2) R 的 standard
topology 的 subspace disconnected, locally connected. 外 一

topological space connected locally connected. 的 “topologist’s sine
curve” R2 的 standard topology的 subspace connected, locally connected.
Topologist’s sine curve 一 的拓樸 , 的 以 一 拓樸 的

, .

locally connected space 的 connected component open set.
X locally connected space. X 的 connected component S , a ∈ S .

X a 的一 open neighborhood, locally connected 的性質, a 的 open
neighborhood V connected. S ∩ V , ∅ S ,V connected, S ∪ V

connected. S connected component, S ∪ V = S , V ⊆ S .
a ∈ S , a 的 open neighborhood V V ⊆ S , S open set.

以 的 .

Proposition 3.1.19. X locally connected topological space, X 的 connected
component X 的 open subset.



52 3. 一些特殊的拓樸性質

Proposition 3.1.19 的 , X 一 a connected
open neighborhood 性質, X 的 connected component open.

, 一 connected open neighborhood, locally connected 的 .
Locally connected space , 以 以 的性質.

Proposition 3.1.20. X topological space. X locally connected
X 的 open set 以 一些 X 的 connected open sets 的 .

Proof. X locally connected S X 的 open subset. a ∈ S , S

open X locally connected, Va X 的一 connected open set
a ∈ Va 及 Va ⊆ S . ∪a∈S Va = S , S 以 一些 X 的 connected open sets

的 .

, X 的 open set 以 一些 connected open sets 的 . a ∈ X,
U a 的 open neighborhood. U 以 一些 connected open sets 的

, indexed family {Vi}i∈I i ∈ I, Vi X 的 connected open set,
U =

∪
i∈I Vi. i ∈ I a ∈ Vi. Vi a 的一 connected open neighborhood
Vi ⊆ U, X locally connected. �

3.1.3. Connectedness of R. R standard topology connected.
的 , 一些 , ,

的 least upper bound property. 的 , 界, “
界”. 的 界, “ 界”.

的 (a, b) connected. ,
的 open set U,V (a, b) = U ∪ V U ∩ V = ∅, .

c ∈ U, a < c < b. S = {r ∈ R | [c, r) ⊆ U}. U open, c ∈ U,
ε > 0, (c − ε, c + ε) ⊆ U. c + ε ∈ S , S 的 .

U ⊆ (a, b), r ∈ S , [c, r) ⊆ (a, b), r ≤ b, b S 的一

界. l ∈ R S 的 界. S 的 界 S , l ∈ S ,
[c, l) ⊆ U. x ∈ [c, l), x < l l S 的 界,

r ∈ S x < r < l ( x S 的 界, l 界 ) [c, r) ⊆ U,
x ∈ U, [c, l) ⊆ U. , l S 的 界, 以 l < U. l ∈ U,

U open, ϵ > 0 (l − ϵ, l + ϵ) ⊆ U, [c, l + ϵ) ⊆ U,
l + ϵ ∈ S , l S 的 界 . l = b. l ≤ b ( b S 的

界), l , b, l < b. l ∈ (a, b) = U ∪ V 以及 l < U, l ∈ V. V

open, γ > 0 (l − γ, l + γ) ⊆ V. [c, l) ∩ (l − γ, l + γ) ⊆ U ∩ V,
U ∩ V = ∅ 的 . l = b, [c, b) ⊆ U. ,

(a, c] ⊆ U. (a, b) = (a, c]∪ [c, b) = U ( V = ∅). (a, b)

connected.
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(a, b) connected 以及 Proposition 3.1.15 [a, b), (a, b] 以及 [a, b]

connected. Question 3.8, (a,∞), [a,∞), (−∞, a), (−∞, a] 以及 R
connected. 以 的 .

Proposition 3.1.21. R 的 standard topology. 的 , , ,
以及 R connected.

Question 3.13. Proposition 3.1.21 的 .

Proposition 3.1.21 的 的, R 的 connected subsets
的 , , , 以及 R . R 的 connected subsets 以

的性質.

Proposition 3.1.22. R 的 standard topology. S R 的 connected subsets
a, b ∈ S a < b. a < c < b, c ∈ S .

Proof. , c < S . R 的 U = (−∞, c), V = (c,∞).
subspace topology , U ∩ S S 的 open set ( a ∈ U ∩ S ). V ∩ S S

的 open set. S = (U ∩ S ) ∪ (V ∩ S ) (U ∩ S ) ∩ (V ∩ S ) = (U ∩ V) ∩ S = ∅,
S disconnected. S connected 的 , c ∈ S . �

以 Proposition 3.1.22 R 的 connected subsets. , S R 的

connected subset 界 界. R 一 c, S 界, b ∈ S

c < b. S 界, a ∈ S a < c, Proposition 3.1.22, c ∈ S .
S = R. , R connected 的 . , S

R 界 界的 connected subset, 一 的 S = R. R

界 界的 connected subset, 以 R connected. R

connected 前 least upper bound property 的性質 .

Question 3.14. Proposition 3.1.22 S R 界的 connected
subset, a, b ∈ R S (a, b), [a, b), (a, b] [a, b] ( least upper bound

greatest lower bound). S connected, S 界 界

以及 S 界 界 , S 的 .

R 的 connected subsets 些, 以 一些 的

的性質. 以 Proposition 3.1.9 f : R → R , f (R) ⊆ Z,
f constant function; Proposition 3.1.13 的 .

3.2. Compactness

Compact 的 , , 的 性質 . 的

, compact 的性質 .
compact 的 性質.
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3.2.1. Compact Topological Space. 拓樸 compactness 的 “ ” 的 ,
的 一 , . 拓樸

open sets . 以 topological space X , 一些 open sets,
X 些 open set 的 . 的 , X 的一 open cover. 一 ,

X 的一些 , open sets X , 以 的

open cover . 的 open cover , 一些 的

open sets, open sets X . 些 的 的,
open sets . compact 的 . ,

的 .

Definition 3.2.1. X topological space, T topology. S ⊆ T ( S
open sets 的 ). X =

∪
U∈SU, S X 的一 open cover. S′ ⊆ S

S′ X 的 open cover ( X =
∪

U∈S′ U), S′ S X 的 subcover. 特 的,
S′ , S′ S X 的 finite subcover.

T X 的一 open cover ( X ∈ T , 以 X =
∪

U∈T U). S
X 的 open cover, S ⊆ T , 以 以 S T X 的 subcover.

Example 3.2.2. 的 standard topology 以及 S = {(−n, n) | n ∈ N}.
x ∈ R, n ∈ N x ∈ (−n, n), R =

∪
U∈SU, S R 的一 open

cover. S′ = {(−2n, 2n) | n ∈ N} S′ ⊆ S R =
∪

U∈S′ U, 以 S′ S 的

subcover. S′ , 以 finite subcover.

外 S̀ = {(−n, n) | n ∈ N, n < 10} S̀ ⊆ S
R =

∪
U∈S̀U, 以 S 的 finite subcover ( subcover). S̆ = {(−n, 2n) |

n ∈ N} R =
∪

U∈S̆U S̆ ⊆ S, 以 S 的 subcover.

Question 3.15. Example 3.2.2 , S R 的 finite subcover.

compact topological space.

Definition 3.2.3. X topological space. X 的 open cover finite
subcover, X compact; non-compact.

X compact 的 , X 以 open set ,
open sets X 的 , 以 些 open sets open sets

X. R, (−∞, 0) 以及 (−1,∞) , R = (−∞, 0) ∪ (−1,∞). Question
3.15 , (−n, n) 的 open sets 以 R,

R. 以 standard topology , R compact topological space.

X indiscrete topological space, 一 的 open set, X 一

compact. X discrete topological space, 一 的 open
set, 一 的 的 open cover, X =

∪
x∈X{x}. finite
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subcover, X . 一 topological space
, 一 compact. 外 論 Rn 的 standard topology 的 一

compact 的 ( 的 Heine Borel Theorem). 外, 一
一 topological space compact. 一些

compact, 一些 的 , compact
的性質, . 一些 compact topological space 的性質.

一 的 , 論 的 , 的

. 一些 的 . 一些 的

S = {(n,∞) | n ∈ N}. S , 一

, S 的 , ∩
U∈SU = ∅. 的

? 一 一些 X 的 的 S ⊆ P(X),
( n ∈ N, S 1, · · · , S n ∈ S

∩n
i=1 S i , ∅), S finite

intersection property ( FIP). 前 的 S = {(n,∞) | n ∈ N} FIP,
一 的 S FIP, 的

∩
S∈S S .

compact topological space, 以 的 .

Proposition 3.2.4. X compact topological space F X 一些 closed set
的 ( F ∈ F , F closed). F finite intersection property, ∩

F∈F F , ∅.

Proof. , ∩
F∈F F = ∅. U = {Fc | F ∈ F }, U 的

X 的 open set, ∪
U∈U

U =
∪
F∈F

Fc = (
∩
F∈F

F)c = X.

U X 的一 open cover. X compact, U1, . . . ,Un ∈ U∪n
i=1 Ui = X. i ∈ {1, . . . , n}, Ui ∈ U, Fi ∈ F Ui = Fc

i ,
n∩

i=1

Fi =
n∩

i=1

Uc
i = (

n∪
i=1

Ui)
c = Xc = ∅.

F FIP , ∩
F∈F F , ∅. �

Question 3.16. R 的 standard topology F = {[n,∞) | n ∈ N}. F
R 一些 closed set 的 finite intersection property. ∩

F∈F F = ∅,
論 Proposition 3.2.4 ?

, Proposition 3.2.4 的 的, , .

compactness 的 .

Proposition 3.2.5. X,Y topological spaces f : X → Y onto 的 continuous
function. X compact, Y compact.

Proof. Y compact, Y 的 open coverU, U1, . . . ,Un ∈ U
Y =

∪n
i=1 Ui. U ∈ U, U Y 的 open set f continuous,
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f −1(U) X 的 open set. ∪
U∈U U = Y,∪

U∈U
f −1(U) = f −1(

∪
U∈U

U) = f −1(Y) = X,

{ f −1(U) | U ∈ U} X 的 open cover. X compact, n ∈ N, 以
及 f −1(U1), . . . , f −1(Un), Ui ∈ U

∪n
i=1 f −1(Ui) = X. 些

U1, . . . ,Un ∈ U Y =
∪n

i=1 Ui. , y ∈ Y, f : X → Y onto, x ∈ X

f (x) = y. ∪n
i=1 f −1(Ui) = X, i = {1, . . . , n} x ∈ f −1(Ui).

y = f (x) ∈ Ui, Y =
∪n

i=1 Ui. �

Question 3.17. X,Y topological spaces f : X → Y onto 的 continuous
function. Y compact X compact.

Proposition 3.2.5 compactness 的拓樸性質.

Corollary 3.2.6. X,Y homeomorphic topological space, X compact
Y compact.

Proof. X,Y homeomorphic, homeomorphism f : X → Y, 以及
f −1 : Y → X continuous onto. Proposition 3.2.5 X compact Y

compact 的. �

compactness disjoint union topology, product space topology 以及
quotient space topology 的 . disjoint union. X,Y compact
topological space, X ⨿ Y disjoint union topology compact ?
的.

Proposition 3.2.7. X,Y topological space. disjoint union space X ⨿ Y,
X ⨿ Y compact X,Y compact.

Proof. X ⨿ Y compact. S X 的 open cover. S ∈ S,
S ′ = {(s, 1) | s ∈ S }. S ′ 以及 Y ′ = {(y, 2) | y ∈ Y} X ⨿ Y 的 open sets,
{S ′ | S ∈ S}∪ {Y ′} X⨿Y 的 open cover ( X⨿Y =

∪
S∈S S ′∪Y ′). X⨿Y compact,

{S ′ | S ∈ S} ∪ {Y ′} 的 finite subcover {S ′1, . . . , S ′n,Y ′}, S i ∈ S.
X ⨿ Y =

∪n
i=1 S ′i ∪ Y ′. X =

∪n
i=1 S i, S X 的 finite subcover,

X compact. Y compact.

, X,Y compact topological space. injective function ϕ1 : X → X⨿Y,
ϕ1(x) = (x, 1), ∀ x ∈ X. disjoint union topology 的 , X ⨿ Y 的 open

set S S = U ⨿ V, U,V X,Y 的 open set. ϕ−11 (S ) = U, ϕ1

continuous function. X ⨿ Y 的 open cover S, X ⨿ Y =
∪

S∈S S ,

X = ϕ−11 (X ⨿ Y) = ϕ−11 (
∪
S∈S

S ) =
∪
S∈S

ϕ−11 (S ).
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{ϕ−11 (S ) | S ∈ S} X 的 open cover. X compact 的 ,
S 1, . . . , S n ∈ S ϕ−11 (S 1), . . . , ϕ

−1
1 (S n) {ϕ−11 (S ) | S ∈ S} X 的 finite subcover,

X =
n∪

i=1

ϕ−11 (S i) = ϕ−11 (
n∪

i=1

S i).

, ϕ2 : Y → X ⨿ Y, ϕ2(y) = (y, 2), ∀ y ∈ Y. {ϕ−12 (S ) | S ∈ S}
Y 的 open cover. Y compact 的 , S ′1, . . . , S

′
m ∈ S

ϕ−12 (S ′1), . . . , ϕ
−1
1 (S ′m) {ϕ−12 (S ) | S ∈ S} Y 的 finite subcover,

Y =
m∪

j=1

ϕ−12 (S ′j) = ϕ−12 (
m∪

j=1

S ′j).

以 S 1, . . . , S n, S ′1, . . . , S
′
m ⊆ S,

ϕ−11 ((
n∪

i=1

S i) ∪ (
m∪

j=1

S ′j)) = X, ϕ−12 ((
n∪

i=1

S i) ∪ (
m∪

j=1

S ′j)) = Y,

(
∪n

i=1 S i) ∪ (
∪m

j=1 S ′j) = X ⨿ Y. 言 , S 1, . . . , S n, S ′1, . . . , S
′
m S X ⨿ Y 的

finite subcover. X ⨿ Y compact. �

以 Proposition 3.2.7 topological spaces 的
disjoint union space 的 . 的 . , 的

topological spaces 的 disjoint union space compact.

Question 3.18. I 一 的 index set, i ∈ I, Xi 的 topological
space. disjoint union space ⨿i∈IXi compact topological space. (Hint: i ∈ I,
X′i = {(x, i) | x ∈ Xi} ⨿i∈IXi 的 open set. {X′i }i∈I 一 ⨿i∈IXi 的 open cover.)

product space 的 . Product space 的 topology
basis , open sets. compact 的性質 open cover,

一 的 open sets 的 , 以 些 . 一 性質 以 ,
的 open cover, 一 basis basis

的 open cover .

Lemma 3.2.8. X topological space, B X 的一 basis. X 的 open
cover U ⊆ B U 的 finite subcover, X compact.

Proof. 的 X 的 open cover S 一 B 的 的

open cover U, U 的 finite subcover, S 的 finite subcover.
X compact.

X 的 open cover S 的 S ∈ S, S open, basis 的
US ⊆ B S =

∪
U∈US U. S X 的 open cover,

X =
∪
S∈S

S =
∪
S∈S

( ∪
U∈US

U
)
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U = {U ∈ B | U ∈ US , S ∈ S}, U ⊆ B X 的一 open cover.
U1, . . . ,Un ∈ U U 的 finite subcover, ∪n

i=1 Ui = X.
i = 1, . . . , n, Ui ∈ U, S i ∈ S Ui ∈ US i . US i 的 ,

S i =
∪

U∈US i
U, Ui ⊆ S i.

∪n
i=1 Ui ⊆

∪n
i=1 S i, X =

∪n
i=1 S i,

S 1, . . . , S n ∈ S S 的 finite subcover. �

connected 的 , product space compact 的性質. ,
X,Y compact topological space, product space X × Y compact, 的

Tychonov’s Theorem. 的, 以 的 .

Theorem 3.2.9. X,Y 的 topological spaces, produce space X×Y. X×Y

compact X,Y compact.

Proof. X×Y compact的 , projection π1 : X×Y → X continuous
onto, Proposition 3.2.5 X compact. projection π2 : X × Y → Y,

Y compact.

Tychonov’s Theorem, X,Y compact, product space X × Y

compact. product space topology 的 , TX ,TY X,Y 的 topology,
B = {U × V | U ∈ TX , V ∈ TY } X × Y 的一 basis. Lemma 3.2.8,
B 的 X × Y 的 open coverW ⊆ B, W X × Y 的 finite subcover.

, y0 ∈ Y, continuous function hy0 : X → X × Y, hy0(x) = (x, y0).
W X × Y 的 open cover,

X = h−1y0 (X × Y) = h−1y0 (
∪

W∈W
W) =

∪
W∈W

h−1y0 (W).

, U = {h−1y0 (W) | W ∈ W}, U X 的 open cover. X compact
的 , h−1y0 (W1), . . . , h−1y0 (Wn) ∈ U U X 的 finite subcover.

Wi ∈ W ⊆ B, Wi = Ui × Vi, Ui,Vi X,Y 的 open set.
y0 ∈ Vi, ∀ i = 1, . . . , n, h−1y0 (Ui × Vi) , 以 . ,

h−1y0 (Wi) = h−1y0 (Ui × Vi) = Ui, ∀ i = 1, . . . , n, ∪n
i=1 Ui = X. 外, 的 Wi

y0 , Wy0 = {W1, . . . ,Wn} ⊆ W. Vi y0 的 open neighborhood,
Vy0 =

∩n
i=1 Vi. Vy0 y0 的 open neighborhood

X × Vy0 ⊆ (
n∪

i=1

Ui) × Vy0 ⊆
n∪

i=1

(Ui × Vy0) ⊆
n∪

i=1

(Ui × Vi) =
∪

W∈Wy0

W.

y = Y, 前 y0 的 一 y 的 open neighborhood Vy 以及

一 Wy = {Wi ∈ W | i ∈ Iy}, Iy 一 ,

X × Vy ⊆
∪

W∈Wy

W. (3.1)
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y ∈ Y, Vy y的一 open neighborhood, V = {Vy}y∈Y Y 的一 open
cover. Y compact 的 y1, . . . , ym ∈ Y, Y = Vy1 ∪ · · · ∪ Vym .

, Wy1 ∪ · · · ∪Wym ⊆ W W X × Y 的 finite subcover.

(a, b) ∈ X × Y. Y = Vy1 ∪ · · · ∪ Vym , b ∈ Vyr , 1 ≤ r ≤ m. Wyr

(3.1), (a, b) ∈ X × Vyr (a, b) ∈ ∪W∈Wyr
W. �

以 Theorem 3.2.9 topological spaces 的 product
space 的 . 以 topological spaces 的 product space 的

, 的 axiom of choice, .

compact quotient space 的 , 以 的 .

Proposition 3.2.10. X topological spaces ∼ X 的一 equivalence relation.
X compact, quotient space X/∼ compact.

Proof. quotient space topology 的 quotient map q : X → X/∼ onto 的 contin-
uous function. X compact 以及 Proposition 3.2.5 X/∼ compact. �

Question 3.19. X topological spaces ∼ X 的一 equivalence relation.
quotient space X/∼ compact, X compact?

3.2.2. Compact Subsets. connected subset 的 , 一 topological space
的 subset subspace topology 一 topological space,

compact.

Definition 3.2.11. X topological spaces S subset. subspace
topology S topological space , S compact space, S X 的 compact
subset; non-compact subset.

subspace 的 以及 Proposition 3.2.5, 以 的 .

Proposition 3.2.12. X,Y topological spaces f : X → Y continuous function.
S ⊆ X X 的 compact subset, f (S ) Y 的 compact subset.

論一 compact 的,
compact subsets 的 compact , 的 . 以

一些 compact subset 的性質 , compact 的 . Definition 3.2.11,
S ⊆ X compact, S 的 open cover U, U1, . . . ,Un ∈ U

S =
∪n

i=1 Ui. subspace topology, T X 的 topology, U ∈ U,
U′ ∈ T U = U′ ∩ S . U′ = {U′ ∈ T | U′ ∩ S ∈ U}, U S 的

open cover, S =
∪

U∈U U,

S =
∪

U′∈U′
(U′ ∩ S ) =

( ∪
U′∈U′

U′
)
∩ S ,
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S ⊆ ∪U′∈U′ U′. , U′i X 的 open set Ui = U′i ∩ S , S =
∪n

i=1 Ui

S ⊆ ∪n
i=1 U′i . , U S 的一 open cover, X 的 open

set 的 U′ S ⊆ ∪U′∈U′ U′. 的 U S 的 finite subcover,
U′1, . . . ,U

′
n ∈ U′ S ⊆ ∪n

i=1 U′i . , , open cover 的
一 拓樸 的 .

Definition 3.2.13. X topological space, T topology, S X 的

subset. U ⊆ T ( U open sets 的 ). S ⊆ ∪U∈U U, U S

的一 open cover. U′ ⊆ U U′ S 的 open cover ( S ⊆ ∪U∈U′ U), U′

U S 的 subcover. 特 的, U′ , U′ U
S 的 finite subcover.

一 , U S 的 open cover 的 S ⊆ ∪U∈U′ U, S =
∪

U∈U′ U (
S X 的 open set). 以 compact subset 的 .

Proposition 3.2.14. X topological space, S X 的 subset. S X 的

compact subset X 的 open sets S 的 open cover U U
S 的 finite subcover.

Question 3.20. topological space X ∅ compact subset?

Proposition 3.2.14 以 compact subset 的 compact
的 . S 1, S 2 topological space X 的 compact subset. S 1 ∪ S 2 的

open cover U. U S 1 的 open cover, S 1 compact 的 ,
U1, . . . ,Un ∈ U U S 1 的 finite subcover. U′1, . . . ,U

′
m ∈ U U

S 2 的 finite subcover. S 1 ⊆
∪n

i=1 Ui 以及 S 2 ⊆
∪m

j=1 U′j,

S 1 ∪ S 2 ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un ∪ U′1 ∪ · · · ∪ U′m,

U1, . . . ,Un,U′1, . . . ,U
′
m ∈ U U S 1 ∪ S 2 的 finite subcover. 以

的 .

Proposition 3.2.15. X topological space S 1, S 2 X 的 compact subsets.
S 1 ∪ S 2 X 的 compact subset.

Question 3.21. X topological space i ∈ N, S i X 的 compact subset.
n ∈ N, ∪n

i=1 S i X 的 compact subset. ∪∞
i=1 S i X 的 compact subset

?

compact subsets 的 compact 的 ? 一 的. 一

的 metric space 的 ( ), 以 的 .
特 一 .
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Example 3.2.16. Z x+∞, x−∞ 的 X. X 拓樸 T
:

T = {S | S ⊆ Z} ∪ {{x+∞} ∪ Z} ∪ {{x−∞} ∪ Z} ∪ {{x+∞, x−∞} ∪ Z}.
T X 的 topology. S + = {x+∞} ∪ Z 以及 S − = {x−∞} ∪ Z. X

x+∞ 的 open set S + 以及 X, 以 S + 的 open cover U S + X,
U S + X 一 U S + 的 finite subcover, S + X 的

compact subset. S − X 的 compact subset. S + ∩ S − = Z,
z ∈ Z, {z} X 的 open set. V = {{z} ∈ T | z ∈ Z} Z 的一 open cover,

V Z 的 finite subcover ( Z ). Z X 的 compact
subset. compact subsets 的 compact.

及, 一 一 compact, 些特殊 ,
的. 以 的 .

Proposition 3.2.17. X compact topological space S X 的 closed subset,
S X 的 compact subset.

Proof. S 的一 open cover U, U X 的一些 open sets
S ⊆ ∪U∈U U. S closed, S c X 的 open set.

X = S ∪ S c ⊆
(∪
U∈U

U
)
∪ S c,

U∪{S c} X的一 open cover, X compact , U1, . . . ,Un ∈ U
X ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un ∪ S c ( S c 一 , ).

S ⊆ U1∪· · ·∪Un, {U1, . . . ,Un} U S 的 finite subcover, S compact. �

X compact, Proposition 3.2.17 X 的 compact subset
X 的 compact subset subspace topology 一 compact topological space.

Corollary 3.2.18. X topological space, S X 的 compact subset. C X 的

closed subset C ∩ S X 的 compact subset.

Proof. S X 的 subspace, compact subset 的 S 一 compact topological
space. subspace topology 的 C ∩ S S 的 closed subset, Proposition
3.2.17 , C ∩ S S 的 compact subset. C ∩ S S 的 subspace topology,
C ∩ S compact topological space. C ∩ S ⊆ S ⊆ X, C ∩ S X 的 subspace

S 的 subspace, topology . C ∩ S X 的 compact subset. �

Question 3.22. open cover finite subcover 的論 Corollary
3.2.18

Compact topological space 的 , 一 topological space compact ,
, locally compact. Locally compact topological space
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的 topological space, R standard topology
compact locally compact. 的性質, ,

. 一 locally connected 的 (Definition 3.1.18)

Definition 3.2.19. X topological space. a ∈ X 及 的 open
neighborhood U a的 open neighborhood V 以及 compact subset C V ⊆ C ⊆ U.

X locally compact space.

3.2.3. Heine Borel Theorem. Rn 的 standard topology 一 一

compact , Heine Borel Theorem. Rn 的拓樸 ,
特 .

Rn 的 standard topology, metric space. 的 metric
d(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn).

a ∈ Rn, r > 0, B(a; r) = {x ∈ Rn | d(x, a) < r}. 的 的 a ∈ Rn, r > 0

的 B(a; r) basis 的 topology Rn 的 standard topology, 一
特 的拓樸 Euclidean Space. Heine Borel Theorem Euclidean space Rn 的

一 S compact S closed bounded. 的一

Euclidean Space, 一 的 metric space , 以 一 的 metric space
. bounded ( 界).

Definition 3.2.20. X 以 metric d 的 metric space S X 的 subset.
a ∈ X 以及 r > 0 S ⊆ B(a; r) = {x ∈ X | d(x, a) < r}, S bounded.

bounded 的 metric space , 一 的 topological space
的. , R 的 , S ⊆ R bounded S 界 (upper

bound) 界 (lower bound). 外 S ⊆ B(a; r) 的 a, r , r′ > r,
S ⊆ B(a; r′) . 外 b ∈ X, r′ = r + d(a, b) > 0,
S ⊆ B(b; r′), x ∈ B(a; r), d(x, a) < r, d(x, b) ≤ d(x, a) + d(a, b) < r′,

B(a; r) ⊆ B(b; r′). , compact bounded 的 .

Proposition 3.2.21. X metric space S X 的 compact subset, S X 的

bounded subset.

Proof. 一 r > 0, U = {B(s; r) | s ∈ S }, 些 B(s; r) X 的 open
set, S ⊆ ∪B∈U B, U S 的 open cover. S compact 的 ,
s1, . . . , sn ∈ S S ⊆ B(s1; r)∪ · · · ∪ B(sn, r). r′ = r +max{d(s1, s2), . . . , d(s1, sn)} > 0,
B(si; r) ⊆ B(s1; r′), ∀ i = 1, . . . , n. S ⊆ B(s1; r′), S bounded. �

, compact closed 的 .

Proposition 3.2.22. X metric space S X 的 compact subset, S X 的

closed subset.
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Proof. S c X 的 open subset. x ∈ S c, s ∈ S , rs = d(x, s)/2.
s , x, rs > 0. U = {B(s, rs) | s ∈ S }, 些 B(s; rs) X 的 open set,
S ⊆ ∪B∈U B, U S 的 open cover. S compact s1, . . . , sn ∈ S

S ⊆ B(s1; rs1) ∪ · · · ∪ B(sn, rsn). i = 1, . . . , n, B(si, rsi) ∩ B(x, rsi) = ∅,
U = B(x; rs1) ∩ · · · ∩ B(x; rsn), U = B(x; r) r = min{rs1 , . . . , rsn} > 0

U ∩ (B(s1; rs1) ∪ · · · ∪ B(sn, rsn)) = ∅.

U ∩ S = ∅, U x ∈ S c 的 open neighborhood U ⊆ S c. S c X

的 open subset, S X 的 closed subset. �

Proposition 3.2.21以及 Proposition 3.2.22, metric space 的 compact
subset closed bounded. Proposition 3.2.21 以及 Proposition 3.2.22
論的 Proposition 3.2.21 一 metric space ( bounded 的 );

Proposition 3.2.22 metric space 的 . 的

以 拓樸 的 以 的 open neighborhood, 以

compact subset 一 closed. 的性質, Hausdorff 的性質, 以 .

R closed bounded 的 , 一 特性, .
性質, 的 (Extreme Value Theorem).

Lemma 3.2.23. R 的 standard topology. S R 的 compact subset,
a, b ∈ S a ≤ s ≤ b,∀ s ∈ S .

Proof. least upper bound 以及 greatest lower bound 的性質. S

compact, S closed bound, S 界及 界. a, b ∈ R S 的

greatest lower bound least upper bound. a ≤ s ≤ b. S closed
a, b ∈ S . a S 的 greatest lower bound, ε > 0, a+ε S 的 lower

bound, s ∈ S a ≤ s ≤ a+ ε, (a− ε, a+ ε)∩ S , ∅. a 的 open
neighborhood U, ε > 0 (a − ε, a + ε) ⊆ U U ∩ S , ∅. ,

a ∈ cl(S ). S closed, S = cl(S ), a ∈ S . b ∈ S . �

f : X → R a ∈ X f (a) ≤ f (x), ∀ x ∈ X, f (
a). 的 b ∈ X f (x) ≤ f (b), ∀ x ∈ X, f ( b). 一
的 , extreme value. 的 Extreme Value Theorem

的 一 的 , 的 compact subset , .

Theorem 3.2.24 (Extreme Value Theorem). X topological space R 的

standard topology. f : X → R continuous, S X 的 compact subset,
a, b ∈ S f (a) ≤ f (s) ≤ f (b), ∀ s ∈ S .

Proof. S compact 的 , Proposition 3.2.12 f (S ) R 的 compact
subset. Lemma 3.2.23 r, t ∈ f (S ) r ≤ f (s) ≤ t, ∀ s ∈ S . r, t ∈ f (S ),

a, b ∈ S f (a) = r, f (b) = t. . �
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Proposition 3.2.21 以及 Proposition 3.2.22 的 , 一 的

metric space 一 closed and bounded subset compact ( 一

). Rn 的 standard topology . R 的 .

Lemma 3.2.25. R 的 standard topology. a, b ∈ R a < b, [a, b] R

的 compact subset.

Proof. , R complete 的性質 ( 性). 一 的

Cauchy sequence {an}n ( ϵ > 0, N ∈ N |an − am| < ϵ, ∀ n,m > N),
a ∈ R limn→∞ an = a.

[a, b] compact. 一 [a, b] 的 open cover U U
[a, b] 的 subcover. [a, b] [a, (b − a)/2] 以及 [(b − a)/2, b] . 一

一 U , I1 = [a1, b1]. I1 ,
[a1, (b1 − a1)/2] 以及 [(b1 − a1)/2, b1]. 的 一 一 U

, I2 = [a2, b2]. 一 In = [an, bn] U
, bn − an = (b − a)/2n. {an}n 一 Cauchy sequence.

limn→∞ an = λ, ∩∞
n=1 In = {λ}.

λ ∈ [a, b] U [a, b]的 open cover, U ∈ U λ的 open neighborhood.
R 的 open interval R 的 standard topology 的一 basis, ϵ > 0,

(λ − ϵ, λ+ ϵ) ⊆ U. n ∈ N (b − a)/2n < ϵ, In ⊆ (λ − ϵ, λ+ ϵ) ⊆ U.
In 以 U U 一 open set . In U

的 , [a, b] R 的 compact subset. �

, Lemma 3.2.25 Heine Borel Theorem.
Lemma 3.2.25 的 的 性, Heine Borel Theorem 一 metric
space 一 的 .

Theorem 3.2.26 (Heine Borel Theorem). Euclidean space Rn. S ⊆ Rn closed
and bounded, S Rn 的 compact subset.

Proof. 論 R 的 , 的 . S ⊆ R bounded
S 界 b 界 a, S ⊆ [a, b]. Lemma 3.2.25 [a, b] R 的

compact subset, S closed 以及 Corollary 3.2.18 S ∩ [a, b] = S R 的 compact
subset.

一 Rn 的 , S bounded a = (a1, . . . , an) ∈ Rn 以及 r > 0

S ⊆ B(a; r). i = 1, . . . , n, Ii = [ai − r, ai + r]. (x1, . . . , xn) ∈ B(a; r),
|ai − xi|2 ≤

∑n
j=1(a j − x j)

2 < r2, xi ∈ Ii, ∀ i = 1, . . . , n. B(a; r) ⊆ I1 × · · · × In.
S ⊆ I1 × · · · × In. , I1 × · · · × In Rn 的 compact subset,

S closed 的 , Corollary 3.2.18 S Rn 的 compact subset.
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I1 × · · · × In Rn 的 compact subset, 的 Theorem 3.2.9 (Ty-
chonov’s Theorem). . 一: Ii R 的 subspace (
subspace topology) Ii compact space, Theorem 3.2.9 I1 × · · · × In

product space compact topological space. I1 × · · · × In product space
R × · · · × R︸        ︷︷        ︸

n

product space的 subspace? Ii 的 open set, Ii∩Ui,

Ui R 的 open set 的 . I1 × · · · × In product space 的 open set
(I1 ∩ U1) × · · · × (In ∩ Un) 的 . I1 × · · · × In R × · · · × R︸        ︷︷        ︸

n

product

space 的 subspace topology (I1 × · · · × In) ∩ (V1 × · · · × Vn) 的 , Vi

R 的 open set. Cartesian product 的性質,

(I1 × · · · × In) ∩ (V1 × · · · × Vn) = (I1 ∩ V1) × · · · × (In ∩ Vn),

I1 × · · · × In product space topology R × · · · × R︸        ︷︷        ︸
n

的 subspace topology

一 的.

I1 × · · · × In product space R × · · · × R︸        ︷︷        ︸
n

的 compact subset.

的 I1 × · · · × In Rn 的 standard topology ( metric space) 的

compact subset? 以 的 : Rn product space R × · · · × R︸        ︷︷        ︸
n

metric space 的拓樸. Example 1.5.2 n = 2,
R2 的 的. 一 的 n ∈ N 的 . Rn metric space topology,
basis B(a; r), a ∈ Rn, r > 0, product space topology basis U1 × · · · ×Un,

Ui R 的 open interval. (x1, . . . , xn) ∈ B(a; r), ϵ > 0

(x1 − ϵ, x1+ ϵ)× · · · × (xn − ϵ, xn + ϵ) ⊆ B(a; r). x = (x1, . . . , xn) ∈ U1 × · · · ×Un,
ε > 0 B(x; ε) ⊆ U1 × · · · ×Un. Rn product space metric space
的 topology, I1 × · · · × In Rn 的 standard topology compact. �

及 Theorem 3.2.26 一 的 metric space 一 . 以 的 .

Example 3.2.27. Q R 的 standard topology 的 subspace. 拓樸 Q

metric space. x, y ∈ Q, d(x, y) = |x − y|, d Q 的 metric
a ∈ Q, r > 0, B(a; r) = {x ∈ Q | |x − a| < r} metric topology 的一 basis.

S = [0, 3]∩Q, S Q 的 closed bounded subset, S Q 的

compact subset.

Proposition 3.2.4 , S 一 finite intersection
property 的 closed sets F , ∩

F∈F F = ∅, S compact. n ∈ N,
In = [

√
2 − (1/n),

√
2 + (1/n)], F = {In ∩ Q | n ∈ N}. In ⊆ [0, 3], In ∩ Q ⊆

[0, 3]∩Q = S , F 的 S 的 closed subset. F 的 closed
set F1, . . . , Fk, i ∈ {1, . . . , k}, ni ∈ N Fi = Ini∩Q, m = max{n1, . . . , nk},

F1 ∩ · · · ∩Fk = Im ∩Q. 的 性 Im , F1 ∩ · · · ∩Fk , ∅,
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F finite intersection property.∩
F∈F

F =
∞∩

n=1

(In ∩ Q) =
∞∩

n=1

[
√
2 − 1

n
,
√
2 +

1

n
] ∩ Q = {

√
2} ∩ Q = ∅,

S compact.

Question 3.23. Z R的 standard topology 的 subspace. 拓樸 Z 的

closed bounded subset compact? Qc = R \ Q R 的 standard topology
的 subspace. 拓樸 Qc 的 closed bounded subset compact?

3.3. Hausdorff Space

一 topological space Hausdorff space 的 open sets
. 拓樸的性質 的 ( 一 一 ), Hausdorff 的

性質 . 一 , 特 的特性.

Definition 3.3.1. X topological space. X a, b, a, b

的 open neighborhood U,V U∩V = ∅, X Hausdorff ( separated, T2) space.

, discrete space 一 Hausdorff, indiscrete space Hausdorff.
以 d metric 的 metric space, a, b , d(a, b) > 0.

以 r = d(a, b)/2 > 0, B(a; r), B(b; r) a, b 的 open neighborhood
B(a; r) ∩ B(b; r) = ∅, 以 metric space 一 Hausdorff space.

Hausdorff 的性質 導 一 的 closed. X

Hausdorff space, a ∈ X 以及 S = X \ {a}. b ∈ S , b , a, Hausdorff
的 , a, b 的 open neighborhood U,V U ∩ V = ∅, a < V,
V ⊆ S . S 的 一 b open neighborhood V V ⊆ S , S

X 的 open set. S c = {a} X 的 closed set. 的性質 Hausdorff 的
性質 , a ∈ X b , a , b 的 open neighborhood U

a < U ( 的 space T1 space). Hausdorff 的性質 ,
的 .

Proposition 3.3.2. X topological space a ∈ X, Ua a 的 open
neighborhood 的 . X Hausdorff a ∈ X, ∩U∈Ua cl(U) = {a}.

Proof. X Hausdorff. b , a, b <
∩

U∈Ua cl(U).
Hausdorff 的性質, a, b 的 open neighborhood U,V U ∩V = ∅.

U ∈ Ua, V b 的 open neighborhood V ∩ U = ∅, b < cl(U),
b <
∩

U∈Ua cl(U). U ∈ Ua, a ∈ U ⊆ cl(U), a ∈ ∩U∈Ua cl(U).∩
U∈Ua cl(U) = {a}.

, a, b ∈ X a , b, b <
∩

U∈Ua cl(U) = {a}, U ∈ Ua

b < cl(U). , b 的 open neighborhood V V ∩ U = ∅. U a 的



3.3. Hausdorff Space 67

open neighborhood, U,V a, b 的 open neighborhood U ∩ V = ∅, X

Hausdorff. �

, 論 Hausdorff space 的 . X,Y topological space
f : X → Y continuous function. X Hausdorff, 的特性

Y f (X) Hausdorff. Y Hausdorff, X a, b, f

一 一, f (a) = f (b) ∈ Y, Y Hausdorff 導. 以

f 一 一, f (a), f (b) Y 以及 Y Hausdorff U,V

f (a), f (b)的 open neighborhood U∩V = ∅. f continuous f −1(U),
f −1(V) a, b的 open neighborhood f −1(U)∩ f −1(V) = f −1(U ∩V) = f −1(∅) = ∅.

X Hausdorff, 以 的 .

Proposition 3.3.3. X,Y topological spaces Y Hausdorff. 一 X

Y 的一 一的 , X Hausdorff.

X,Y homeomorphic topological spaces, f : X → Y 一 一 一

的 f −1 : Y → X 一 一 的 , Proposition
3.3.3 以 的 , Hausdorff 的拓樸性質.

Corollary 3.3.4. X,Y homeomorphic topological spaces, X Hausdorff
Y Hausdorff.

Hausdorff的性質 subspace topology, disjoint union topology, product
space topology 以及 quotient space topology 的 . X Hausdorff space S

X 的 subspace, subspace topology 的 identity function idX : X → X

S , idX |S : S → X 的, idX 一 一, Proposition 3.3.3 S

Hausdorff. 一 Hausdorff space 的 subspace Hausdorff.

disjoint union. X,Y Hausdorff space, X ⨿ Y disjoint
union topology Hausdorff space ? 的. a′, b′ X ⨿ Y

, a′, b′ X,Y, 一 性 a′ = (a, 1), b′ = (b, 2)

a ∈ X, b ∈ Y. X′ = {(x, 1) | x ∈ X}, Y ′ = {(y, 2) | y ∈ Y} a′, b′ 的 open
neighborhood X′ ∩ Y ′ − ∅. 外 a′, b′ X, a′ = (a, 1), b′ = (b, 1),

a, b ∈ X. X Hausdorff, U,V a, b 的 open neighborhood
U ∩V = ∅, U′ = {(r, 1) | r ∈ U}, V ′ = {(s, 1) | s ∈ V} a′, b′ 的 open neighborhood

U′ ∩ V ′ = ∅. a′, b′ Y, Y Hausdorff a′, b′

的 open neighborhood, 以 的 .

Proposition 3.3.5. X,Y Hausdorff topological spaces. X⨿Y disjoint union
topology Hausdorff space.

Proposition 3.3.5 的 的 ( Question 3.24), X,Y Hausdorff
spaces X ⨿ Y Hausdorff space.
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Question 3.24. X,Y topological spaces. f1 : X → X ⨿ Y,
f1(x) = (x, 1), ∀ x ∈ X, X ⨿ Y Hausdorff space X Hausdorff space.

product space disjoint union 的 . X,Y topological spaces
, product space X × Y. y0 ∈ Y, hy0 : X → X × Y

hy0(x) = (x, y0), ∀ x ∈ X. hy0 一 一 , X × Y Hausdorff,
Proposition 3.3.3 X Hausdorff. X × Y Hausdorff Y Hausdorff.

的 的, 以 的 .

Proposition 3.3.6. X,Y topological spaces, product space X × Y. X × Y

Hausdorff space X,Y Hausdorff space.

Proof. X,Y Hausdorff space, X × Y Hausdorff space.
a = (x, y), b = (x′, y′) X × Y . 一 性, x , x′. X

Hausdorff, U,U′ x, x′ X 的 open neighborhood U ∩U′ = ∅.
V,V ′ y, y′ Y 的 open neighborhood. U × V, U′ × V ′ a, b

X × Y 的 open neighborhood. U × V U′ × V ′

(U × V) ∩ (U′ × V ′) = (U ∩ U′) × (V ∩ V ′) = ∅ × (V ∩ V ′) = ∅.

X × Y Hausdorff space. �

Question 3.25. π1 : X × Y → X π1(x, y) = x, ∀ (x, y) ∈ X × Y

的, X Hausdorff X × Y Hausdorff?

quotient space 前 的 . 一 一 Hausdorff space
equivalence relation 的 quotient space Hausdorff space. , 一

topology space Hausdorff quotient Hausdorff. 以 的 .

Example 3.3.7. (1) 一 的 X = {a, b, c}. X 的 topology
T = {∅, {a, b}, {c}, {a, b, c}}. a , b a的 open neighborhood b,
拓樸 X Hausdorff. X 的 equivalence relation ∼, a ∼ b

x ∼ x, ∀ x ∈ X. quotient space X/∼ = {a, c} ( a = b), topology
T̃ = {∅, {a}, {c}, {a, c}}. X/∼ discrete topological space
Hausdorff space. 一 topological space Hausdorff

quotient space Hausdorff.

(2) R 的 standard topology Y = R⨿R disjoint union topology.
R metric space Hausdorff, Proposition 3.3.5 Y Hausdorff.

Y 的 equivalence relation ∼, (x, i) ∼ (x, j), ∀ x ∈ R \ {0}, i, j ∈ {1, 2}
(0, 1) ∼ (0, 1), (0, 2) ∼ (0, 2). quotient space X/∼ = {(x, 1) | x , 0} ∪

{(0, 1), (0, 2)} ( x , 0 (x, 1) = (x, 2)), quotient space topology
(0, 1) 的 open neighborhood U, ϵ > 0 {(x, 1) | −ϵ < x < ϵ} ⊆ U
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(0, 2) 的 open neighborhood V, ϵ′ > 0 {(x, 2) | −ϵ′ < x < ϵ′} ⊆ V.
U ∩V , ∅ ( Question 3.26), Y/∼ Hausdorff space.

一 topological space Hausdorff quotient space
Hausdorff.

Question 3.26. Example 3.3.7 (2) ε = min{ϵ, ϵ′}. 0 < x < ε,
(x, 1) ∈ U ∩ V.

一 topological space compact Hausdorff, 的性質. 以

特 論 一 . 前 Proposition 3.2.17 X compact , X

的 closed subset compact subset. 一 的, X 的 compact
subset closed. X Hausdorff, 前 Proposition 3.2.22 的

X 的 compact subset closed. 一 compact Hausdorff 的 topological
space 的性質的 . 特 性質 .

Proposition 3.3.8. X 一 compact topological space Hausdorff space.
S ⊆ X X 的 closed subset S X 的 compact subspace.

Proposition 3.3.8 的 以 topological spaces
Homeomorphic. 一 , X,Y topological spaces, X,Y 一 一 一

的 f : X → Y, f 一 homeomorphism. f open map
( f 的 f −1 : Y → X 的) . 以 的特殊 ,
的.

Theorem 3.3.9. X,Y topological space X compact space Y Hausdorff
space. f : X → Y 一 一 的 , f 一 homeomorphism.

Proof. f : X → Y open map. , U open in X, f (U)

open in Y. , f continuous X compact, f onto f (X) = Y

compact. 外 f 一 一, Y Hausdorff X Hausdorff. 言 ,
的前 X,Y compact Hausdorff. 以 Proposition 3.3.8.

X 的 open set U X \ U closed Proposition 3.3.8 X \ U

compact. f continuous f (X \ U) Y 的 compact subset.
Proposition 3.3.8 f (X \ U) Y 的 closed subset. f 一 一

f (X \ U) = f (X) \ f (U) = Y \ f (U) closed f (U) Y 的 open subset.
. �

Hausdorff space 的 compact subset closed的 的

compact subset C 以及 x < C open sets U,V C ⊆ U 以及 x ∈ V U ∩V = ∅,
的 , 特 .

Lemma 3.3.10. X Hausdorff topological space C X 的 compact subset.
x ∈ X \C, C 的 open set U 以及 x 的 open neighborhood V U ∩ V = ∅.
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Question 3.27. Lemma 3.3.10, C closed.

compact的 , locally compact的 (Definition 3.2.19).
一 的 metric space 的 locally compact 的 ( a ∈ X

a 的 open neighborhood V 以及 compact subset C V ⊆ C) . Definition
3.2.19 的 , U = X 的 , 的 V 以及 C.

Hausdorff 的 , 一 的. .

Proposition 3.3.11. X Hausdorff topological space, X locally compact
a ∈ X, a 的 open neighborhood V 以及 compact subset C V ⊆ C.

Proof. a ∈ X, a 的 open neighborhood V 以及 compact
subset C V ⊆ C, X locally compact. a 的 open neighborhood
U, a 的 open neighborhood U′ 以及 compact subset C′ U′ ⊆ C′ ⊆ U.

的 U′ = U ∩ V 以及 C′ = cl(U′). U′ a 的 open
neighborhood. U′ ⊆ V ⊆ C, C closed (Question 3.27), C′ = cl(U′) ⊆ C

compact (Proposition 3.2.17). C′ ⊆ U . U′ 一 ,
以 C′ = cl(U′) ⊆ U.

bd(U′) = cl(U′) \ U′, a ∈ U′ a < bd(U′). C′ = cl(U′) compact,
bd(U′) closed subset bd(U′) compact. Lemma 3.3.10 V ′

a 的 open neighborhood 以及 open set W bd(U′) ⊆ W V ′ ∩ W = ∅.
cl(V ′)∩bd(U′) = ∅. V ′ ⊆ X\W X\W closed, cl(V ′) ⊆ X\W ⊆ X\bd(U′).

U′′ = V ′ ∩ U′,

cl(U′′) = cl(V ′ ∩ U′) ⊆ cl(V ′) ∩ cl(U′) = cl(V ′) ∩ (bd(U′) ∪ U′) = cl(V ′) ∪ U′ ⊆ U′.

U′′ a 的 open neighborhood U′′ ⊆ cl(U′′) ⊆ U, cl(U′′) compact (
closed subset of C). �

Question 3.28. X Hausdorff topological space. X locally compact
a ∈ X, a 的 open neighborhood V cl(V) compact.

Exercise

Excecise 3.1. topological space X disconnected X 的

S S S c separated.

Excecise 3.2. R 的 standard topology. 以 I1 = [0,∞), I2 = (−∞, 0),
J1 = [

√
2,∞), J2 = (−∞,

√
2).

(1) S 1 = Q ∩ I1, S 2 = Q ∩ I2. S 1, S 2 seperated.

(2) T1 = Q ∩ J1, T2 = Q ∩ J2. T1,T2 seperated.
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Excecise 3.3. Q 的 topology R 的 standard topology 的 subspace
topology. X connected topological space. f : X → Q continuous function,

f constant function. ( Q discrete, 以 Proposition 3.1.9)

Excecise 3.4. X,Y,Z topological spaces X connected. f : X → Y ⨿ Z

continuous. either f (X) ⊆ Y or f (X) ⊆ Z.

Excecise 3.5. X disconnected topological space. 的 topological
spaces Y,Z X Y ⨿ Z homeomorphic.

Excecise 3.6. X topological space S 1, S 2, . . . , S n, . . . X 的 connected sub-
sets. S i ∩ S i+1 , ∅, ∀ i ∈ N, ∪

i∈N S i X 的 connected subset.

Excecise 3.7. X locally connected topological space, 一 X 的

locally connected. R 的 standard topology Q subspace topology.
Q locally connected.

Excecise 3.8. X topological space S X 的一 nontrivial open set. S

X 的 subspace topology.

(1) U ⊆ S . U S 的一 connected open set U X 的一

connected open set.

(2) X locally connected. S locally connected.

(3) X locally connected. S 一些 X 的 connected open
sets 的 , 的 一的.

Excecise 3.9. locally connected 一 拓樸性質.

Excecise 3.10. X connected topological space f : X → R R

standard topology. x, x′ ∈ X f (x) > 0, f (x′) < 0. a ∈ X

f (a) = 0.

Excecise 3.11. X topological space. X 一些 closed set
finite intersection property 的 F ∩

F∈F F , ∅, X compact
topological space.

Excecise 3.12. topological spaces X, Y. X connected compact;
Y compact connected.

Excecise 3.13. X,Y topological spaces X compact, Y metric space.
f : X → Y one-to-one and onto.

(1) C ⊆ X closed, f (C) ⊆ Y bounded.

(2) W ⊆ X f (W) ⊆ Y closed, W compact.
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Excecise 3.14. X topological space R 的 standard topology.
f : X → R continuous, S X 的 connected compact subset, a, b ∈ S

f (S ) = [ f (a), f (b)].

Excecise 3.15. X compact topological space Hausdorff. S ⊆ X. S

compact S closed.



Chapter 4

Homotopy Theory

一 , 一些 拓樸的 . homeomorphic 的
拓樸 . 拓樸性質的 一

, 的 , 以 . Homotopy 的 , 拓

樸 一 的 . , 以 的拓樸 一 group
( ). 的 , 些拓樸 的 . 的

, 以 “ 拓樸”.

4.1. Homotopy of Paths

一 拓樸 的 paths ( ) 的 homotopy 的 . path
homotopy 的 , , 一 一 拓樸

的 的 homotopy.

一 topological space X, 一 X 的 path 的 一 σ : I → X,
I [0, 1] ( I ) 的拓樸 R 的

standard topology 的 subspace topology.

Question 4.1. X topological space x0 ∈ X. {x0} X 的 path
?

的 path , σ X 的 path τ : I → X

X 的 path τ(t) =
{
σ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2;
σ(1), 1/2 < t ≤ 1. σ, τ I X 的

, path ( ) 的 , 的 ( τ ). 以

path , 以 的 .

Definition 4.1.1. X topological space σ, τ X 的 paths. I × I I

I 的 product space, 一 F : I × I → X, F(s, 0) = σ(s), F(s, 1) = τ(s),
∀ s ∈ I, σ, τ homotopic, σ ≃ τ . F σ, τ 的

homotopy function.

73
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, 一 t0 ∈ I, Ft0(s) : I → X, Ft0(s) = F(s, t0), ∀ s ∈ I.
Ft0 一 I X 的 , 以 X 的 path. σ τ homotopic

, 以 一 “ ” 的 paths Ft, F0 = σ “ ” F1 = τ.
, F : I × I → X , t0 ∈ I, Ft0 F(s, t0) X

的 path.

Example 4.1.2. S 1 = {(cos θ, sin θ) : 0 ≤ θ < 2π} R2 的 standard topology
的 subspace. σ, τ S 1 的 paths, σ(t) = (cos(tπ), sin(tπ)), τ(t) =

(cos(−tπ), sin(−tπ)), ∀ t ∈ I.

G(s, t) = (1 − t)σ(s) + tτ(s), ∀ (s, t) ∈ I × I.

G(s, 0) = σ(s), G(s, 1) = τ(s), S 1 σ, τ homotopic.
G(s, t) I × I S 1 的 ( 0 < t0 < 1/2 Gt0(s) = G(s, t0)

S 1 的 path). G(s, t) I × I R2 的 , 的, 以

σ, τ R2 homotopic.

σ, τ S 1 homotopic. 一 , 一 I × I

S 1 的 . 以

F(s, t) = (cos((1 − 2t)sπ), sin((1 − 2t)sπ)), ∀ (s, t) ∈ I × I.

F : I × I → S 1 I × I S 1 的 F0(s) = σ(s), F1(s) = τ(s). σ, τ

S 1 homotopic.

Question 4.2. Example 4.1.2 的 F(s, t), t = 1/2 F1/2 S 1 一 path?
F σ τ.

Question 4.3. X topological space, σ X 的 path.

(1) τ(t) =
{
σ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2;
σ(1), 1/2 < t ≤ 1. X σ ≃ τ.

(2) F : I× I → X F0 = σ, X t0 ∈ I σ ≃ Ft0 .

一 , path homotopic 的 homotopy function.
homotopy function 的, 性, 的

的 的 . 外 的 I × I 一些 closed sets 的 ,
些 closed set , 些 一 的, 以

Gluing Lemma I × I 的 . Proposition 1.4.4 open sets
的 , closed sets 的 (Question 1.12). closed

sets 的 , homotopy function 的 ,
.

Lemma 4.1.3 (Gluing Lemma). X topological space X1, X2 X 的 closed
subsets X1 ∪ X2 = X. Y topological space X1, X2 X 的 subspace topology,
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f1 : X1 → Y, f2 : X2 → Y continuous f1(x) = f2(x), ∀ x ∈ X1∩X2. f : X → Y

f (x) =
{

f1(x), x ∈ X1;
f2(x), x ∈ X2.

f continuous function.

X 的 path homotopic , equivalence relation
的 , 一 homotopic 的 ,

Proposition 4.1.4. X 一 topological space, homotopy relation ≃ X 的 paths
的一 equivalence relation.

Proof. X 的 path σ, σ ≃ σ. F(s, t) = σ(s), ∀ t ∈ I. F

I × I X 的 continuous function F0 = F1 = σ, ≃ reflexive.

σ ≃ τ, F : I × I → X F0 = σ, F1 = τ. G(s, t) =

F(s, 1 − t), G I × I X 的 continuous function G(s, 0) = F(s, 1) = F1 = τ

G(s, 1) = F(a, 0) − F0 = σ, τ ≃ σ, ≃ symmetric.

σ ≃ τ τ ≃ γ, σ ≃ γ. F,G I × I X 的

continuous function F0 = σ, F1 = τ, G0 = τ, G1 = γ, H : I × I → X

continuous H0 = σ, H1 = γ.

H(s, t) =
{

F(s, 2t), 0 ≤ t ≤ 1/2
G(s, 2t − 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.

[0, 1/2], [1/2, 1] I 的 closed subset, I × [0, 1/2], I × [1/2, 1] I × I 的

closed subset. (I × [0, 1/2]) ∩ (I × [1/2, 1]) = I × {1/2} 以及 F(s, 1) = G(s, 0) = σ,
Gluing Lemma (4.1.3) H , H0 = σ, H1 = γ. σ ≃ γ,
≃ transitive. �

拓樸 X path 的 homotopy relation 一 equivalence relation
的 , 以 paths homotopy relation . σ, τ ,
σ ≃ τ. 一 一 的 homotopic 的 拓樸 的 ,

拓樸 一 的 . 一 拓樸 的 paths
, 一 . 以 一 .

x0 ∈ X, constant function c(t) = x0, ∀ t ∈ I 一 I X 的

, 以 , 一 X 的 path. σ X 的 path x0,
t0 ∈ I σ(t0) = x0. F(s, t) = σ(tt0 + s(1 − t)), ∀ (s, t) ∈ I × I. F

T × I X 的 F0(s) = σ(s) F1(s) = σ(t0) = x0. σ 的

一 x0 homotopic. 言 , 的 path 的 一

的. homotopy relation 一 equivalence relation, x0, y0 以 一

path σ , x0 ≃ σ σ ≃ y0, x0 ≃ y0. homotopy relation
paths , X 的 . 以 path ,
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. 的 的 X 的一 path component. 一 ,
一 path component 以 path ; , path component 的

path . , 一 path component 的 path homotopic; path
component 的 path homotopic. , X 的 path homotopy relation 的

的 equivalence class X 的 path component 一 一 的

. 特 的 X 一 path component, 以 的 .

Definition 4.1.5. X topological space a, b ∈ X 一 path σ

σ(0) = a, σ(1) = b, X path connected space.

Question 4.4. X = {a, b} indiscrete topology path connected? S 1

R2 standard topology 的 subspace path connected?

X path connected space X X 的 path .
path connected connected ? 的, 以 的 .

Proposition 4.1.6. X path connected topological space, X connected.

Proof. , X disconnected. X 的 open set U,V

U∪V = X U∩V = ∅. U,V , a ∈ U b ∈ V. X path connected,
σ : I → X σ(0) = a, σ(1) = b. σ−1(U), σ−1(V), σ

, σ−1(U), σ−1(V) I 的 open set ( 0 ∈ σ−1(U), 1 ∈ σ−1(V)),

σ−1(U) ∪ σ−1(V) = σ−1(U ∪ V) = I, σ−1(U) ∩ σ−1(V) = σ−1(U ∩ V) = ∅.

I = [0, 1] connected (Proposition 3.1.21) , X connected. �

Proposition 4.1.6 的 一 , connected space path
connected. 的 “topologist’s sine curve”. connected,

locally connected. path connected. 的 以 一 拓樸

的 , .

一 topological space 一 path component , 一 path com-
ponent subspace path connected. path connected space
homotopy relation ( 的 path homotopic), 以

的 .

σ, τ X 的 paths σ(1) = τ(0) ( σ 的 τ 的 ),
以 “ ” . σ ∗ τ path

σ ∗ τ(t) =
{
σ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2;
τ(2t − 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.

的 Question 1.12, σ ∗ τ 一 I X 的 . , σ′, τ′

X 的 path σ ≃ σ′, τ ≃ τ′. σ′(1) τ′(0), σ′, τ′ 以
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“ ” . homotopy relation , path “ ”
well-defined. , 的 一 . 以

path σ,σ′ homotopic , .
F : I × I → X F0 = σ, F1 = σ′ 外, σ(0) = σ′(0) 以

及 σ(1) = σ′(1). 的 的 path 的 ,
. path connected space, path 一 的 一 的

. 的 , 的 paths . 以 的

的 equivalence classes X a, b ∈ X 的 (a, b) 一 一

的 , .

Question 4.3 σ ≃ τ , σ, τ 的 homotopy function F 一 t0 ∈ I,
的 path Ft0 , σ τ homotopic. 以 的 , σ ≃ τ,

σ(0) = τ(0) 以及 σ(1) = τ(1), σ, τ 的 homotopy function F : I × I → X

F(0, t) = σ(0) = τ(0) F(1, t) = σ(1) = τ(1), ∀ t ∈ I. σ τ 的

, . “ 性” 的 , 以
以 , 一 拓樸 , . 以

.

Definition 4.1.7. X topological space σ, τ X 的 paths σ(0) = τ(0)

σ(1) = τ(1). 一 F : I × I → X, F(s, 0) = σ(s), F(s, 1) = τ(s),
∀ s ∈ I 以及 F(0, t) = σ(0), F(1, t) = σ(1), ∀ t ∈ I. σ, τ homotopic with end
points fixed, σ ≃{0,1} τ . F σ, τ 的 homotopy function with
end points fixed.

Example 4.1.8. Example 4.1.2 σ, τ R2 的 paths, σ(t) =

(cos(tπ), sin(tπ)), τ(t) = (cos(−tπ), sin(−tπ)), ∀ t ∈ I

G(s, t) = (1 − t)σ(s) + tτ(s), ∀ (s, t) ∈ I × I.

G(s, 0) = σ(s), G(s, 1) = τ(s), G(0, t) = σ(0) = τ(0) G(1, t) = σ(1) =

τ(1), ∀ t ∈ I. 以 G σ, τ 的 homotopy function . 以 R2

σ ≃{0,1} τ.

Example 4.1.2 σ, τ S 1 的 paths. 一 S σ, τ

的 homotopy function,

F(s, t) = (cos((1 − 2t)sπ), sin((1 − 2t)sπ)), ∀ (s, t) ∈ I × I.

F(0, t) = σ(0) t , 1 , F(1, t) = (cos(1 − 2t)π, sin(1 − 2t)π) , σ(1), 以 F

σ, τ S 1 的 homotopy function. 以 , S 1 σ

τ homotopic with end points fixed.

的 homotopy relation , R2 S 1

, equivalence relation . 以 Proposition
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4.1.4 的 的 homotopy function , 的 homotopy function 的
. 以 ≃{0,1} 一 equivalence relation. .

Proposition 4.1.9. X 一 topological space, 的 homotopy relation ≃{0,1}
X 的 paths 的一 equivalence relation.

path 的 . σ, τ X 的 paths σ(1) = τ(0),
一 的 path σ ∗ τ σ, τ ,

σ ∗ τ(t) =
{
σ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2;
τ(2t − 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.

σ′, τ′ X 的 paths σ ≃{0,1} σ′ τ ≃{0,1} τ′, σ′(1) = σ(1) = τ(0) =

τ′(0), 以 σ′ ∗ τ′. 的 , σ ∗ τ ≃{0,1} σ′ ∗ τ′? F,G

σ σ′ 以及 τ τ′ 的 homotopy function with end points fixed,
H : I × I → X, σ ∗ τ σ′ ∗ τ′ 的 homotopy function with end points fixed?

H(s, t) =
{

F(2s, t), 0 ≤ s ≤ 1/2;
G(2s − 1, t), 1/2 ≤ s ≤ 1.

H H0 = F0 ∗ G0 = σ ∗ τ, H1 = F1 ∗ G1 = σ′ ∗ τ′, H

X σ ∗ τ σ′ ∗ τ′ 的 homotopy function. t ∈ I, H(0, t) = F(0, t) = σ(0),
H(1, t) = G(1, t) = τ(1), H homotopy function with end points fixed,
σ ∗ τ ≃{0,1} σ′ ∗ τ′. 以 .

Proposition 4.1.10. σ, τ topological space X 的 paths σ(1) = τ(0). σ′, τ′

X 的 paths σ ≃{0,1} σ′ τ ≃{0,1} τ′, σ ∗ τ ≃{0,1} σ′ ∗ τ′.

Proposition 4.1.10 的 ∗ X 一些 paths 的 .
的 (associativity), σ, τ, γ X 的 paths σ(1) = τ(0)

τ(1) = γ(0),

F(s, t) =


σ( 4s

t+1), 0 ≤ s ≤ (t + 1)/4;
τ(4s − t − 1), (t + 1)/4 ≤ s ≤ (t + 2)/4;
γ(4s−t−2

2−t ), (t + 2)/4 ≤ s ≤ 1.
以 .

Lemma 4.1.11. σ, τ, γ topological space X 的 paths σ(1) = τ(0) τ(1) =

γ(0). (σ ∗ τ) ∗ γ ≃{0,1} σ ∗ (τ ∗ γ).

Question 4.5. σ, τ, γ Lemma 4.1.11 的 , (σ ∗ τ) ∗ γ 以及 σ ∗ (τ ∗ γ)
. Lemma 4.1.11.

Question 4.6. σ topological space X 的 path. σ(0) = a c constant
path c(t) = a, ∀ t ∈ I.

(1) c ∗ σ ≃{0,1} σ.
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(2) 一 path τ σ ∗ τ ≃ c.

(3) path γ σ ∗ γ ≃{0,1} σ.

Lemma 4.1.11 以及 Question 4.6, 以 X 一些特 的 paths
homotopic with end points fixed 的 一 group. 一 ,

fundamental group .

4.2. Homotopy of Functions

一 拓樸 X 的 path 拓樸 , I X 的 . 一

paths 的 homotopic , 的 homotopic , 拓樸

的 homotopic .

拓樸 X,Y, X Y 的 的 homotopic.

Definition 4.2.1. X,Y topological space. X Y 的 f , g : X → Y.
F : X × I → Y ( X × I X, I 的 product space), F(x, 0) =

f (x), F(x, 1) = g(x), ∀ x ∈ X, f , g homotopic f ≃ g. F f , g的 homotopy
function.

, 一 t0 ∈ I, Ft0 : X → Y, Ft0(x) = F(x, t0), ∀ x ∈ X.
Ft0 一 X Y 的 . f g homotopic , 以 一 “

” 的 Ft, F0 = f “ ” F1 = g. 一 的

, F : X × I → Y , t0 ∈ I, Ft0 F(x, t0) X

Y 的 .

Example 4.2.2. Y Rn 的一 convex subset, a, b ∈ Y ta+(1−t)b ∈ Y,
∀ t ∈ I. f : X → Y, 以及 一 y0 ∈ Y,

F(x, t) = ty0 + (1 − t) f (x), ∀ (x, t) ∈ X × I.

F F0(x) = F(x, 0) = f (x) 以及 F1(x) = F(x, 1) = y0, ∀ x ∈ X,
f (x) ≃ cy0 , cy0 : X → Y, 一 cy0(x) = y0, ∀ x ∈ X 的 constant function.

Example 4.2.2 的拓樸 Y 特 的拓樸 , 的

constant function homotopic. 特 的, X = Y, f identity function (
f = idY), idY ≃ cy0 . 特 拓樸 一 .

Definition 4.2.3. X 一 拓樸 . 一 constant function c : X → X

idX ≃ c, X contractible space.

Example 4.2.2 Rn 的 convex sets contractible. S 1

contractible.

Question 4.7. indiscrete topological space contractible space.
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Question 4.8. X discrete topological space. f : X → X

f ≃ idX, f = idX. , discrete space X 以 的 , X

contractible.

一 Proposition 4.1.4 , path 的 homotopy relation 一 equiv-
alence relation. 的. Proposition 4.1.4 ,

.

Proposition 4.2.4. X,Y topological space. X Y 的 的 homotopy
relation 一 equivalence relation.

, 以 , .
, homotopy equivalence 以 ? 以 的.

Proposition 4.2.5. f0, f1 : X → Y, g0, g1 : Y → Z f0 ≃ f1,
g0 ≃ g1. g0 ◦ f0 ≃ g1 ◦ f1.

Proof. F : X × I → Y, G : Y × I → Z, f1, f2 以及 g1, g2 的 homotopy function,
F,G F0 = f0, F1 = f1 以及 G0 = g0,G1 = g1. H : X × I → Z

H(x, t) = G(F(x, t), t), ∀ (x, t) ∈ X × I.

H(x, 0) = G(F(x, 0), 0) = G( f0(x), 0) = g0( f0(x)),

H(x, 1) = g1( f1(x)), H continuous, g0 ◦ f0 ≃ g1 ◦ f1. �

特 , Y contractible, Y 的 constant function c : Y → Y idY ≃ c,
Proposition 4.2.5 , X Y 的 f : X → Y,

f = idY ◦ f ≃ c ◦ f .

c ◦ f : X → Y 一 X Y 的 constant function, 以 的 .

Corollary 4.2.6. X,Y topological spaces, Y contractible.
f : X → Y, 一 X Y 的 constant function c f ≃ c.

Question 4.9. Corollary 4.2.6 的 以 一 X Y 的 constant
function c f : X → Y, f ≃ c. 特 的 Y contractible space,

constant function c : Y → Y c ≃ idY .

Question 4.10. X contractible space X path connected.

X,Y topological spaces, [X,Y] X Y 的 的

homotopy relation , 的 equivalence classes. 特 , X Y 的

Y X 的 的 , [X,Y] [Y, X].

Question 4.11. Y topological space, 以 的:
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(1) Y is contractible.

(2) [Y,Y] 一 .

(3) 拓樸 X [X,Y] 一 .

一 , path 的 , 的 homo-
topy equivalence, 的 以 . , 以

Definition 4.1.7 的 .

Definition 4.2.7. X,Y topological spaces. X 的一 subset A, f , g :

X → Y f (a) = g(a) ∀ a ∈ A. 一 F : X × I → Y,
F(x, 0) = f (x), F(x, 1) = g(x), ∀ x ∈ X 以及 F(a, t) = f (a) = g(a), ∀ a ∈ A, t ∈ I.
f , g homotopic with A fixed, f ≃A g . F f , g 的 homotopy
function with A fixed.

一 的 , ≃A 一 equivalence relation, ,
.

Proposition 4.2.8. X,Y topological spaces A X 的 subset. ≃A X Y

的 的一 equivalence relation.

Question 4.12. A = ∅ , ≃A 的 equivalence relation?

4.3. Homotopy Equivalence of Spaces

拓樸 一 homeomorphism 的

, 以 拓樸 的 . 一 ,
homotopy 的 , 拓樸 的 .
R R 的 一 ( R contractible). 一 ,
拓樸 一 的 .

X,Y 拓樸 , f : X → Y , g : Y → X

g ◦ f ≃ idX 以及 f ◦ g ≃ idY , g(x) “ ” f (x) 的 . f (x) 一 一

的 , homotopy 的 , g(x) f (x) 的 的. 以 的

.

Definition 4.3.1. X,Y 拓樸 , f : X → Y 一 homotopy
equivalence function g : Y → X g ◦ f ≃ idX 以及 f ◦ g ≃ idY .

, X,Y homotopy equivalent X ≃ Y .

Question 4.13. 拓樸 homeomorphic homotopy equivalent?

Question 4.14. X,Y topological spaces Y contractible. X ≃ Y

X contractible.
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Question 4.15. X = R2 \ {(0, 0)} R2 的 standard topology 的 subspace.
f : X → S 1

f (x, y) =
1√

x2 + y2
(x, y), ∀ (x, y) ∈ X.

f homotopy equivalence function.

, homotopy equivalent ≃ 拓樸 的 equivalence relation.
的 topological space X, idX 一 X X 的 homotopy equivalence function,
以 X ≃ X. 外 X ≃ Y, f : X → Y 以及 g : Y → X g ◦ f ≃ idX,

f ◦ g ≃ idY . g : Y → X Y X 的 homotopy equivalence function, 以 Y ≃ X.
X ≃ Y Y ≃ Z, f : X → Y, h : Y → Z homotopy equivalence functions

g : Y → X, l : Z → Y g ◦ f ≃ idX, f ◦ g ≃ idY , l ◦ h ≃ idY , h ◦ l ≃ idZ, Proposition
4.2.5

(h ◦ f ) ◦ (g ◦ l) = h ◦ ( f ◦ g) ◦ l ≃ h ◦ idY ◦ l = h ◦ l ≃ idZ .

(g ◦ l) ◦ (h ◦ f ) ≃ idX. h ◦ f : X → Z X Z 的 homotopy equivalence
function, X ≃ Z. 以 的 .

Proposition 4.3.2. topological spaces, homotopy equivalent ≃ 一 equivalence
relation.

, 一 identity homotopic 一 一 的.
contractible space identity constant function homotopic. ,

f : X → Y 一 homotopy equivalence function, 一 一 的.
拓樸 homotopic homeomorphic .

X, Y indiscrete topological space, 的 , X,Y

homeomorphic contractible space (Question 4.7), Question 4.14
X,Y homotopic equivalent. 一 homotopic equivalent , 一

discrete spaces 的 homotopic equivalent.

Question 4.16. X,Y discrete topological space m, n .
X ≃ Y m = n.

外 , f : X → Y 一 homotopy equivalence function
g : Y → X g ◦ f ≃ idX 以及 f ◦ g ≃ idY , 邊 g ◦ f ≃ idX (

f ◦ g ≃ idY) 的. Y contractible f : X → Y 以及 g : Y → X,
f ◦ g ≃ idY ( ?), X contractible, X ≃ Y (

Question 4.14), g◦ f idX homotopic. f : X → Y,
g, h : Y → X g ◦ f ≃ idX 以及 f ◦ h ≃ idY , g ≃ h (

Proposition 4.2.5), f homotopy equivalence function.

Question 4.17. f : X → Y , g, h : Y → X

g ◦ f ≃ idX 以及 f ◦ h ≃ idY . f homotopy equivalence function.
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前 拓樸 的 connected, compact 以及 Hausdorff 的性質 homeo-
morphic 的 ( 的性質 topological invariant). 性質

homotopic equivalent ( 以 , homotopic invariant).
X ≃ Y X connected Y connected? 的 X compact,

Y compact? X Hausdorff, Y Hausdorff ?

connected 的性質 homotopic invariant. 以 的 .

Proposition 4.3.3. X,Y homotopic equivalent. X connected Y

connected.

Proof. homotopic equivalent equivalence relation symmetric,
, X connected Y connected . , f : X → Y,

g : Y → X F : Y × I → Y F(y, 0) = f ◦ g(y) 以及 F(y, 1) = y, ∀ y ∈ Y.

, Y disconnected, Y 的 open set U,V Y = U∪V

以及 U ∩ V = ∅. f : X → Y continuous X connected, f (Y) connected
(Corollary 3.1.7), 一 性 f (X) ⊆ U, F(y, 0) = f (g(y)) ⊆ U, ∀ y ∈ Y.

一 b ∈ V ( V ) h : I → Y h(t) = F(b, t), ∀ t ∈ I.
I connected, h(I) connected, h(I) ⊆ U h(I) ⊆ V. U ∩ V = ∅,
h(I) ⊆ U h(I) ⊆ V 一 . h(I) ⊆ U, h(1) = F(b, 1) = b ∈ V

. h(I) ⊆ V h(0) = F(b, 0) = f (g(b)) ∈ U , Y connected. �

Question 4.18. Path connected 的性質 homotopic invariant? X ≃ Y

X path connected Y path connected?

compact Hausdorff 的性質 homotopic invariant. R 的 standard
topology, [0, 1] (0, 1) 一 compact, 一 compact,

contractible space, Question 4.14, homotopic equivalent. R

的 standard topology, Hausdorff, 的 indiscrete topological space
Hausdorff, contractible space, homotopic equivalent.

homotopic equivalent 的 . , Proposi-
tion 4.3.3, X connected, Y disconnected, X, Y homotopic
equivalent. 一 , 的 論 . S 1 I = [0, 1] 一

connected, compact 以及 Hausdorff, I 一 contractible. S 1 I

homotopic equivalent. 一 的 論, .





Chapter 5

Fundamental Groups

homotopic equivalent 的 , 一 funda-
mental group 的 . 些 groups, 一 以 些拓樸

homotopic equivalent. , 一 , fundamental group
的 . S 1 的 fundamental group, 的 .

5.1. Fundamental group of a pointed topological space

一 topological space 的 paths homotopic with end points fixed 的
. 以 一 一 的 paths

. 的 一些 的 . 些 paths 的

. 一 的 . 的

paths. 的 , 些 paths 一 group. 一

group 及 一 的性質.

前 及 的 , . 特 的 ,
. σ : I → X X 的一 path, σ ∗ σ , σ 的

σ(1) σ 的 σ(0), σ(0) = σ(1). τ : I → X 一 path, τ

σ 以及 τ , τ(0) = τ(1) = σ(0). X 的一 x0 ∈ X,
的 X x0 x0 的 paths. 的 homotopy function

F : I → I → X, 的, 以 t ∈ I, F t 的 path Ft 的

x0. 言 , X x0 的 paths, ≃{0,1}
些 paths 的 equivalence relation.

x0 的, 一 一 的 , 特 (X, x0)

的 拓樸 X 一 x0 的 , 一 pointed topological
space. (X, x0) 的拓樸 X 的拓樸 一 的, 的

一 x0 的 . X x0 的 path, (X, x0) 的一

loop.

85
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homotopic with end point fixed 的 equivalence relation ≃{0,1} 的 ,
的 path 的 的 , 以 (X, x0) 的一 loop 的 path

(X, x0) 的 loop, ≃{0,1} (X, x0) 的 loops 的一 equivalence relation.
(X, x0) 的 loops ≃{0,1} 的 equivalence classes 的 π1(X, x0)

.

前 X 的 paths 的 , (X, x0) 的 loops
的 , σ, τ (X, x0) 的 loops, σ ∗ τ

σ ∗ τ(t) =
{
σ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2;
τ(2t − 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.

σ ∗ τ X 的 path ( σ(1) = τ(0) = x0), σ ∗ τ(0) = σ(0) = x0,
σ ∗ τ(1) = τ(1) = x0, σ ∗ τ (X, x0) 的 loop. σ′, τ′ (X, x0) 的 loops

σ ≃{0,1} σ′ τ ≃{0,1} τ′, Proposition 4.1.10 σ ∗ τ ≃{0,1} σ′ ∗ τ′, ∗
一 π1(X, x0) 的 . π1(X, x0) 一 group

structure. π1(X, x0) ∗ 一 group.

前 π1(X, x0) 的 σ, τ ( σ σ 的

equivalence class), σ ∗ τ , σ ∗ τ = σ ∗ τ well-defined. Lemma 4.1.11
, σ, τ, γ (X, x0) 的 loops, (σ ∗ τ) ∗ γ ≃{0,1} σ ∗ (τ ∗ γ),

(σ ∗ τ) ∗ γ = σ ∗ τ ∗ γ = (σ ∗ τ) ∗ γ = σ ∗ (τ ∗ γ) == σ ∗ τ ∗ γ = σ ∗ (τ ∗ γ).

∗ (associative law). π1(X, x0) 的 identity ? c

constant path c(t) = x0, ∀ t ∈ I. (X, x0) 的 loop σ, σ ∗ c ≃{0,1} σ
c ∗ σ ≃{0,1} σ ( Question 4.6), c ∗ σ = σ = σ ∗ c, c π1(X, x0) 的

identity.

identity inverse ? σ (X, x0) 的 loop,
σ−1(t) = σ(1 − t), ∀ t ∈ I ( σ−1 σ 的 ). σ−1 : I → X

continuous σ−1(0) = σ(1) = x0 以及 σ−1(1) = σ(0) = x0, σ−1 (X, x0) 的

loop. F : I × I → X

F(s, t) =


σ(2s), 0 ≤ s ≤ t/2;
σ(t) t/2 ≤ s ≤ 1 − (t/2);
σ−1(2s − 1), 1 − (t/2) ≤ s ≤ 1.

Lemma 4.1.3, , s = t/2 以及 s = 1 − (t/2), σ(2(t/2) = σ(t)

σ−1(2(1− (t/2)− 1)) = σ−1(1− t) = σ(t), F(s, t) . F(s, 0) = σ(0) = x0 =

c(s), F(s, 1) = σ ∗ σ−1(s) 以及 F(0, t) = σ(0) = x0, F(1, t) = σ−1(1) = σ(0) = x0,
σ ∗ σ−1 ≃{0,1} c. σ−1 ∗ σ ≃{0,1} c. 言 , σ 的 inverse σ−1.

(σ)−1 σ 的 inverse, (σ)−1 = σ−1. π1(X, x0) ∗ 的
, 一 group. , π1(X, x0) abelian group. π1(X, x0)

pointed topological space (X, x0) 的 fundamental group.
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x1 ∈ X X x0 的一 , (X, x1) 的 fundamental group
(X, x0) 的 fundamental group ( 一 x1 的 loop, 一

x0 的 loop 的 ). 論 , 一

的 , . , 的 fundamental group
isomorphic. 一 , G,G′ group, h : G → G′ group homomorphism

( G G′ 的 h(ab) = h(a)h(b), ∀ a, b ∈ G) h 一 一 , h 一

group isomorphism, G,G′ isomorphic. 一 X 的 path
x0, x1 , π1(X, x0) π1(X, x1) isomorphic.

group isomorphic 一 一 group homomorphism,
一 一 的. 一 X 的 path θ θ(0) = x0, θ(1) = x1
π1(X, x0) π1(X, x1) 的 homomorphism. , σ (X, x0) 的 loop,

τ = (θ−1 ∗ σ) ∗ θ. θ−1(t) = θ(1 − t), τ(0) = θ−1(0) = θ(1) = x1
τ(1) = θ(1) = x1. 以 τ (X, x1) 的 loop. σ ≃{0,1} σ′, Proposition 4.1.10,

(θ−1∗σ)∗θ ≃{0,1} (θ−1∗σ′)∗θ. σ 7→ (θ−1 ∗ σ) ∗ θ 一 π1(X, x0) π1(X, x1)

的 well-defined function. , θ∗ : π1(X, x0)→ π1(X, x1).

, θ∗ 一 group homomorphism, (X, x0) 的 loops
σ, τ, θ∗(σ ∗ τ) = θ∗(σ) ∗ θ∗(τ). ,

(θ−1 ∗ (σ ∗ τ)) ∗ θ ≃{0,1} ((θ−1 ∗ σ) ∗ θ) ∗ ((θ−1 ∗ τ) ∗ θ). (5.1)

Lemma 4.1.11, ∗ ≃{0,1} equivalence relation
的, ((θ−1 ∗ σ) ∗ θ) ∗ ((θ−1 ∗ τ) ∗ θ) ≃{0,1} ((θ−1 ∗ σ) ∗ (θ ∗ θ−1) ∗ (τ ∗ θ). σ (X, x0)

的 loop , σ−1 σ−1 ∗ σ ≃{0,1} c ≃{0,1} σ ∗ σ−1, c x0 的

constant. 的 , θ∗θ−1 ≃{0,1} c ( c θ(0) = x0 的 constant).
σ ∗ c ≃{0,1} σ, , (5.1) , θ∗ 一 group

homomorphism.

θ∗ group homomorphism, θ∗ 的 kernel identity, θ∗

一 一. σ (X, x0) 的 loop θ∗(σ) ≃{0,1} c′, c′ x1
的 constant ( c′ π1(X, x1) 的 identity). (θ−1 ∗ σ) ∗ θ) ≃{0,1} c′. 一

以及 θ ∗ θ′ ≃{0,1} c, θ−1 ∗ θ ≃{0,1} c′, σ ≃{0,1} (θ ∗ c′) ∗ θ−1. θ ∗ c′ ≃{0,1} θ
(θ ∗ c′) ∗ θ−1 ≃{0,1} θ ∗ θ−1 ≃{0,1} c, σ ≃{0,1} c, σ π1(X, x0) 的 identity, 以

θ∗ one-to-one. θ∗ , τ (X, x1) 的 loop, σ = (θ ∗ τ) ∗ θ−1

(X, x0) 的 loop. 前 的 , (θ−1 ∗ σ) ∗ θ ≃{0,1} τ, θ∗(σ) = τ.
θ∗ onto. 的 .

Theorem 5.1.1. x0, x1 拓樸 X . X 的 path θ, θ(0) =

x0, θ(1) = x1. π1(X, x0) π1(X, x1) isomorphic groups. θ∗ : π1(X, x0) →
π1(X, x1), θ∗(σ) = (θ−1 ∗ σ) ∗ θ, θ∗ 一 group isomorphism.
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一 , 拓樸 X X 的 path , X path
connected. Theorem 5.1.1 X x0, x1 fundamental groups π1(X, x0)

π1(X, x1) isomorphic, 的 一 的, 的 .
pointed topological space, π1(X) fundamental group,

X 的 fundamental group.

X contractible , path connected. S 1 path connected.
以 論 特 的拓樸 的 fundamental group.

5.2. Induced Homomorphism

前一 , 一 拓樸 的 path 以 一 path 的
的 fundamental groups 的 group homomorphism. 一 ,
拓樸 的 , 的 fundamental groups 的 group

homomorphism.

X,Y topological space f : X → Y . 一 funda-
mental group pointed topological space , x0 ∈ X, 的

(X, x0), (Y, f (x0)) pointed topological spaces. σ (X, x0) 的 loop, 的

f ◦ σ : I → Y. f ◦ σ f ◦ σ X 的 path.
τ = f ◦ σ. τ(0) = f (σ(0)) = f (x0) 以及 τ(1) = f (σ(1)) = f (x0),

τ (Y, f (x0)) 的 loop. f : X → Y 一 (X, x0) 的

loops (Y, f (x0)) 的 loops 的 . 一 π1(X, x0)

π1(Y, f (x0)) 的 ? homotopic equivalence 的 ?

σ,σ′ (X, x0) 的 loops σ ≃{0,1} σ′, f ◦σ, f ◦σ′ (Y, f (x0))

的 loops, f ◦σ ≃{0,1} f ◦σ′. F : I × I → X F0 = σ, F1 = σ′

以及 F(0, t) = F(1, t) = x0, ∀ t ∈ I, G : I × I → Y, G(s, t) = f (F(s, t)).
的, G G(s, 0) = f (F(s, 0)) = f (σ(s)), ∀ s ∈ I, G0 = f ◦ σ.

G1 = f ◦ σ′. G(0, t) = f (F(0, t)) = f (x0) = f (F(1, t)) = G(1, t), ∀ t ∈ I,
f ◦ σ ≃{0,1} f ◦ σ′. f 一 π1(X, x0) π1(Y, f (x0)) 的 well-defined
function. f∗ , f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f (x0))

的 f∗(σ) = f ◦ σ. 的 f∗ π1(X, x0) π1(Y, f (x0)) 的 group
homomorphism.

(X, x0) 的 loops σ, τ, f∗(σ ∗ τ) = f∗(σ) ∗ f∗(τ).
f∗(σ ∗ τ) = f∗(σ ∗ τ) = f ◦ (σ ∗ τ) 以 的 (Y, f (x0)) 的 loop f ◦ (σ ∗ τ) 的

equivalence class. 的 ( f ◦ σ) ∗ ( f ◦ τ) 的 equivalence class.
的

f ◦ (σ ∗ τ) ≃{0,1} ( f ◦ σ) ∗ ( f ◦ τ).

σ ∗ τ(t) =
{
σ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2;
τ(2t − 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.
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以

f ◦ (σ ∗ τ)(t) = f (σ ∗ τ(t)) =
{

f (σ(2t)), 0 ≤ t ≤ 1/2;
f (τ(2t − 1)), 1/2 ≤ t ≤ 1.

( f ◦ σ) ∗ ( f ◦ τ)(t) =
{

f ◦ σ(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2;
f ◦ τ(2t − 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.

f ◦ (σ ∗ τ) = ( f ◦σ) ∗ ( f ◦ τ), 以 f ◦ (σ ∗ τ) ≃{0,1} ( f ◦σ) ∗ ( f ◦ τ) .
前 論 以 .

Theorem 5.2.1. X,Y topological spaces f : X → Y . X 一

x0, f∗ : π1(X, x)) → π1(Y, f (x0)) (X, x0) 的 loop σ, f∗(σ) = f ◦ σ.
f∗ 一 group homomorphism.

Question 5.1. topological spaces X,Y,Z. f : X → Y, g : Y → Z ,
x0 ∈ X, (g ◦ f )∗ : π1(X, x0) → π1(Z, g( f (x0))) g∗ ◦ f∗ : π1(X, x0) → π1(Z, g( f (x0)))

group homomorphisms ?

一 f : X → Y group homomorphism f∗ : π1(X, x0) →
π1(Y, f (x0)), g : X → Y 一 f ≃ g 的 , 的

f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f (x0)) g∗ : π1(X, x0) → π1(Y, g(x0)) group homomorphism
. , σ (X, x0) 的 loop, f∗(σ) = f ◦ σ, g∗(σ) = g ◦ σ. 以

的 f ◦ σ 一 (Y, f (x0)) 的 loop g ◦ σ 一 (Y, g(x0)) 的 loop 的
. 以 σ : I → X I X 的 , f ◦ σ, g ◦ σ I Y 的

. 的 homotopic equivalence , Proposition 4.2.5 f ≃ g,
f ◦ σ ≃ g ◦ σ. 的 fundamental groups, f ◦ σ g ◦ σ

(Y, f (x0)) (Y, g(x0)) 的 loop, 的 homotopic equivalence 的,
f ◦σ ≃ g ◦σ 的 . 的 f ◦ σ g ◦ σ π1(Y, f (x0))

π1(Y, g(x0)) groups 的 的 .

π1(Y, f (x0)) π1(Y, g(x0)) groups 的 ? 前 Theorem
5.1.1 Y 一 path 以 f (x0) g(x0),
isomorphic. f ≃ g, F : X × I → Y F(x, 0) = f (x), F(x, 1) =

g(x), ∀ x ∈ X. θ : I → Y θ(t) = F(x0, t), ∀ t ∈ I. θ ,
θ Y 的 path, θ(0) = F(x0, 0) = f (x0) θ(1) = F(x0, 1) = g(x0),
θ X f (x0) g(x0) 的 path. Theorem 5.1.1

θ∗ : π1(Y, f (x0))→ π1(Y, g(x0)) ( θ∗(σ) = (θ−1 ∗ σ) ∗ θ), 一 group isomorphism.

θ∗ π1(Y, f (x0)), π1(Y, g(x0)) 的 , σ (X, x0) 的 loos,
π1(Y, f (x0)) 的 f∗(σ) = f ◦ σ θ∗

θ∗( f∗(σ)) = θ∗( f ◦ σ) = (θ−1 ∗ ( f ◦ σ)) ∗ θ

g∗(σ) = g ◦ σ π1(Y, g(x0)) 的 的 . 的,
θ∗( f∗(σ)) = g∗(σ). 一 , (θ−1 ∗ ( f ◦ σ)) ∗ θ ≃{0,1} g ◦ σ.
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G : I × I → Y

G(s, t) =



g(x0), 0 ≤ s ≤ t/4;
θ(1 + t − 4s), t/4 ≤ s ≤ 1/4;
F(σ(4s − 1), t) 1/4 ≤ s ≤ 1/2;
θ(2s + t − 1), 1/2 ≤ s ≤ 1 − (t/2);
g(x0), 1 − (t/2) ≤ s ≤ 1.

G , Lemma 4.1.3, , s = t/4, θ(1 + t − 4s) =

θ(1) = g(x0); s = 1/4, θ(1+ t−4s) = θ(t), F(σ(4s−1), t) = F(σ(0), t) = F(x0, t) = θ(t);
s = 1/2, F(σ(4s − 1), t) = F(σ(1), t) = F(x0, t) = θ(t), θ(2s + t − 1) = θ(t);

s = 1 − (t/2), θ(2s + t − 1) = θ(1) = g(x0). G .
G(0, t) = G(1, t) = g(x0), ∀ t ∈ I, G G0 G1 的 的 homotopy
function. G0 ?

G0(s) = G(s, 0) =


θ(1 − 4s), 0 ≤ s ≤ 1/4;
F(σ(4s − 1), 0), 1/4 ≤ s ≤ 1/2;
θ(2s − 1), 1/2 ≤ s ≤ 1.

F f , g 的 homotopy function, F0 = f , F(σ(4s−1), 0) = f (σ(4s−1)).
G0 = (θ−1 ∗ ( f ◦ σ)) ∗ θ. 一

G1(s) = G(s, 1) =


g(x0), 0 ≤ s ≤ 1/4;
F(σ(4s − 1), 1), 1/4 ≤ s ≤ 1/2;
g(x0), 1/2 ≤ s ≤ 1.

F1 = g, F(σ(4s − 1), 1) = g(σ(4s − 1)). G0 = (c ∗ (g ◦ σ)) ∗ c, c

(X, g(x0)) 的 constant loop. G : I × I → Y 的 homotopy function,
(θ−1 ∗ ( f ◦ σ)) ∗ θ ≃{0,1} (c ∗ (g ◦ σ)) ∗ c. (Y, g(x0)) 的 loop τ,

τ ∗ c ≃{0,1} τ c ∗ τ ≃{0,1} τ, (θ−1 ∗ ( f ◦ σ)) ∗ θ ≃{0,1} g ◦ σ, 以

的 .

Theorem 5.2.2. X,Y topological spaces f , g : X → Y . f ≃ g

F : X × I → Y F(x, 0) = f (x), F(x, 1) = g(x), ∀ x ∈ X. x0 ∈ X,
θ : I → Y Y 的 path θ(t) = F(x0, t), ∀ t ∈ I. f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f (x0)),
θ∗ : π1(X, f (x0)) → π1(Y, g(x0)), g∗ : π1(X, x0) → π1(Y, g(x0)) group homomorphisms

g∗ = θ∗ ◦ f∗. (X, x0) 的 loop σ,

θ∗( f∗(σ)) = (θ−1 ∗ ( f ◦ σ)) ∗ θ = g ◦ σ = g∗(σ).

以 的 commutative diagram Theorem 5.2.2.

π1(X, x0)

g∗
& &NN

NNN
NNN

NNN

f∗
// π1(Y, f (x0))

θ∗
��

π1(Y, g(x0))

一 , Theorem 5.1.1 θ∗ 一 isomorphism, 一 一

的. f∗ 一 一 , g∗ = θ∗ ◦ f∗ g∗ 一 一 . ,



5.2. Induced Homomorphism 91

f∗ = θ−1∗ ◦ g∗, g∗ 一 一 , f∗ 一 一 . 以 Theorem
5.2.2 的 .

Corollary 5.2.3. X,Y topological spaces f , g : X → Y f ≃ g.
x0 ∈ X, f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f (x0)), g∗ : π1(X, x0) → π1(Y, g(x0)). f∗ group

isomorphism g∗ group isomorphism.

拓樸 X,Y homotopy equivalent ( X ≃ Y), f : X → Y,
g : Y → X g◦ f ≃ idX 以及 f ◦g ≃ idY . x0 ∈ X, (idX)∗ : π1(X, x0)→ π1(X, x0)

isomorphism, Corollary 5.2.3 (g◦ f )∗ : π1(X, x0)→ π1(X, g( f (x0))) isomorphism.
(g ◦ f )∗ = g∗ ◦ f∗ ( Question 5.1), g∗ ◦ f∗ 一 一, f∗ 一 一;

, f ◦ g ≃ idY f∗ ◦ g∗ isomorphism, 以 f∗ ◦ g∗ ,
f∗ , f∗ isomorphism. 的, f∗ 的 (
pointed topological space) , .

x0 ∈ X , f : X → Y 的 induced homomorphism f∗ :

π1(X, x0) → π1(Y, f (x0)). g : Y → X , Y 的

f (x0) ∈ Y, g∗, f∗ 以 . 以 (g ◦ f )∗ 的 .

π1(X, x0)
f∗−−−−−−→ π1(Y, f (x0))

g∗−−−−−−→ π1(X, g( f (x0))) (5.2)

一 f ◦ g : Y → X, f∗ ◦ g∗, Y 一 ?
y0 ∈ Y, induced homomorphism g∗ : π1(Y, y0)→ π1(X, g(y0)),

f∗ : π1(X, g(y0)) → π1(Y, f (g(y0))), 以 f∗, g∗ f∗ ◦ g∗ : π1(Y, y0) →
π1(X, f (g(y0))). f∗ ◦ g∗ 一 一 , 以 f∗ 的, f∗ 的

π1(X, g(y0)), 的 y0 g(y0) = x0, 前 (5.2) 的 f∗ (
π1(X, x0)) 的 . g ◦ f ≃ idX, 前 g : Y → X 的,
以 f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, f (x0)) 的. (5.2) 的 g∗ 的

π1(Y, f (x0)), 以 以 y0 = f (x0), g∗ (5.2) 的 g∗
一 , f∗ , X 的 g( f (x0)) ∈ X, f∗, g∗

以 . 以 ( f ◦ g)∗ 的 .

π1(Y, f (x0))
g∗−−−−−−→ π1(X, g( f (x0)))

f∗−−−−−−→ π1(X, f (g( f (x0)))) (5.3)

Corollary 5.2.3 (5.2) 的 g∗ ◦ f∗ 的 以 g∗ 的, (5.3)
的 f∗ ◦g∗ 一 一的 以 g∗ 一 一的. g∗ 一 group homomorphism,
以 (5.2) 的 g∗ 一 isomorphism ( 一 一 ), (5.2) 的

g∗ ◦ f∗ 一 一 , (5.2) 的 f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, f (x0)) 一 一 (
isomorphism). 以 的 .

Theorem 5.2.4. X,Y topological space X ≃ Y ( X,Y homotopy equivalent).
f : X → Y X,Y 的 homotopy equivalence function, x0 ∈ X, f∗ :

π1(X, x0)→ π1(Y, f (x0)) 一 group isomorphism.
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Theorem 5.2.4 homotopy equivalent的 pointed topological space, 的

fundamental group 一 的. contractible space 的
fundamental group, 一 的 group ( identity). .

Question 5.2. X contractible space. π1(X) 一 ( X

path connected, 以 π1(X) fundamental group). σ, τ

X 的 path σ(0) = τ(0) 以及 σ(1) = τ(1), σ ≃{0,1} τ.

拓樸 , 一 topological space path connected fundamental group
一 , simply connected. contractible space simply
connected.

Question 5.3. X,Y topological spaces, x0 ∈ X. f : X → Y 一 一的

, f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f (x0)) monomorphism (一 一的 homomorphism)?
g : X → Y 的 , g∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f (x0)) epimorphism ( 的

homomorphism)?

Question 5.4. X,Y topological spaces. product space X × Y 以及 projection
maps pr1 : X × Y → X ( pr1(x, y) = x, ∀ (x, y) ∈ X × Y), pr2 : X × Y → Y.
x0 ∈ X, y0 ∈ Y, (pr1)∗ × (pr2)∗ : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(X, x0) × π1(Y, y0)
(pr1)∗ × (pr2)∗(σ) = ((pr1)∗(σ), (pr2)∗(σ)), ∀σ ∈ π1(X × Y, (x0, y0)). (pr1)∗ × (pr2)∗
一 group isomorphism.

5.3. Fundamental Group of the Unit Circle

S 1 path connected 及 contractible. 一

論 , fundamental group S 1 contractible.
一 的 , 一些 fundamental group 的 ,
fundamental group 一些拓樸 的 .

一 S 1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}, R2 的 standard topology
S 1 R2 的 subspace. ρ : R→ S 1

ρ(x) = (cos x, sin x), ∀ x ∈ R

的 , ρ 一 open mapping ( R 的 open set S 1 的 open
set). ρ 以 的 R S 1 . R S 1 的 covering space.
以 , 的 covering space 的 . ,

S 1 的 fundamental group, S 1 (complex numbers) C 的

. ϕ : R→ S 1

ϕ(x) = cos x + i sin x, ∀ x ∈ R.

ρ ϕ 一 的 ( x+iy 7→ (x, y) C R2 的 homeomorphism),
以 ϕ 的 open mapping. ϕ 的 R 的
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S 1 的 的 group homomorphism ( ϕ(x + x′) = ϕ(x) · ϕ(x′)). 一 ϕ

(π/2, π/2) 一 一 C 的 S 1 \ {−1}, 以 ψ : S 1 \ {−1} → (−π/2, π/2)
ψ ◦ ϕ(x) = x, ∀x ∈ (−π/2, π/2) 以及 ϕ ◦ ψ(s) = s, ∀s ∈ S 1 \ {−1}. ψ 的

open mapping, group homomorphism (Why?). ϕ, ψ 以

以 的 Lemma.

Lemma 5.3.1 (Lifting Lemma). σ 一 S 1 以 1 的 path, 一 R

以 0 的 path σ′ ϕ ◦ σ′ = σ, 些性質的 path 一的.

Proof. σ : I → S 1 I compact, 以 σ uniformly continuous.
δ > 0 |t − t′| < δ

∣∣∣σ(t) − σ(t′)∣∣∣ < 1. 特 的, σ(t)/σ(t′) ∈ S 1 \ {−1},
σ(t′) = −σ(t)

∣∣∣σ(t) − σ(t′)∣∣∣ = 2
∣∣∣σ(t)∣∣∣ = 2 的 . N ∈ N

1/N < δ, t ∈ I (kt/N) − ((k − 1)t/N) = t/N < δ. 以 ,
σ((kt/N))/σ((k − 1)t/N) ∈ S 1 \ {−1}. 以 σ′ : I → R

σ′(t) =
N∑

k=1

ψ
( σ( k

N t)

σ( k−1
N t)

)
.

σ′ well-defined , 以 σ′ R 的 path σ′(0) = Nψ(1) = 0.
t ∈ I,

ϕ(σ′(t)) =
N∏

k=1

ϕ(ψ
( σ( k

N t)

σ( k−1
N t)

)
) =

N∏
k=1

σ( k
N t)

σ( k−1
N t)

= σ(t).

ϕ ◦ σ′ = σ.

一性, R 一 path σ′′ ϕ ◦ σ′′ = σ 以及 σ′′(0) = 0.
ϕ ◦ σ′ = ϕ ◦ σ′′

ϕ ◦ (σ′ − σ′′) = (ϕ ◦ σ′)/(ϕ ◦ σ′′) = 1.

t ∈ I, σ′(t) − σ′′(t) ∈ 2πZ. σ′ − σ′′ : I → R I

connected, σ′ − σ′′ constant. σ′(0) = σ′′(0) = 0 σ′ = σ′′, 一性. �

Question 5.5. Lemma 5.3.1 一 σ 的 path, 1 的 ?

Lemma 5.3.1 ϕ : R → S 1 “induced” R 以 0 的 paths S 1

以 1 的 paths 的一 一 一 的 . 的 homotopic
with end points fixed 的 equivalence classes, 以 的 以 的 Lemma.

Lemma 5.3.2 (Covering Homotopy Lemma). F : I × I → S 1

F(0, t) = 1, F(1, t) = c, ∀ t ∈ I, c ∈ S 1. 一的 F′ : I × I → R
ϕ ◦ F′ = F 以及 F′(0, t) = 0, F(1, t) = c′, ∀ t ∈ I, c′ ∈ R.

Proof. F : I × I → S 1 I × I compact, 以 F uniformly con-
tinuous. δ > 0

∣∣∣(s, t) − (s′, t′)
∣∣∣ < δ (

√
(s − s′)2 + (t − t′)2 < δ)∣∣∣F(s, t) − F(s′, t′)

∣∣∣ < 1. 前 的 , F(s, t)/F(s′, t′) ∈ S 1 \ {−1}. N ∈ N



94 5. Fundamental Groups

√
2/N < δ, (s, t) ∈ I × I

∣∣∣(k/N)(s, t) − ((k − 1)/N)(s, t)
∣∣∣ =

(1/N)
√

s2 + t2 < δ. 以 F((k/N)(s, t))/F(((k − 1)/N)(s, t)) ∈ S 1 \ {−1}. 以

F′ : I × I → R

F′(s, t) =
N∑

k=1

ψ
( F( k

N (s, t))

F( k−1
N (s, t))

)
.

F′ well-defined (s, t) ∈ I × I,

ϕ(F′(s, t)) =
N∏

k=1

ϕ(ψ
( F( k

N (s, t))

F( k−1
N (s, t))

)
) =

N∏
k=1

F( k
N (s, t))

F( k−1
N (s, t))

=
F(s, t)
F(0, 0)

= F(s, t).

ϕ ◦ F′ = F. F′(0, t) = Nψ(1) = 0, t ∈ I, ϕ(F′(1, t)) = F(1, t) = c,
F′({1} × I) R 的 discrete subset. {1} × I connected, F′({1} × I) R 的

connected subset, t ∈ I, F′(1, t) = F′(1, 0) 一 constant c′.

一性, F′′ : I × I → R ϕ ◦ F′′ = F 以及 F′′(0, 0) = 0.

ϕ ◦ (F′ − F′′) = (ϕ ◦ F′)/(ϕ ◦ F′′) = 1.

(s, t) ∈ I, F′(s, t) − F′′(s, t) ∈ 2πZ. F′ − F′′ : I × I → R
I × I connected, F′ −F′′ constant. F′(0, 0) = F′′(0, 0) = 0 F′ = F′′,
一性. �

特 的, σ, τ S 1 的 paths σ ≃{0,1} τ σ(0) = τ(0) = 1,
F : I × I → S 1 F0 = σ, F1 = τ 以及 F(0, t) = σ(0) = 1, F(1, t) = σ(1), ∀ t ∈ I.

Lemma 5.3.2 F′ : I × I → R ϕ ◦ F′ = F F′(0, t) = 0, F′(1, t) = c′,
∀ t ∈ I, c′ ∈ R. 以, F′0 = σ′ 以及 F′1 = τ′, σ′, τ′ R 以 0

的 paths σ′ ≃{0,1} τ′ ϕ ◦ σ′ = ϕ ◦ F′0 = F0 = σ, ϕ ◦ τ′ = τ. Lemma
5.3.1 以 .

Proposition 5.3.3. σ, τ S 1 以 1 的 paths σ ≃{0,1} τ, 一

R 以 0 的 paths σ′, τ′ ϕ ◦ σ′ = σ, ϕ ◦ τ′ = τ σ′ ≃{0,1} τ′.

R 以 0 的 paths S 1 以 1 的 paths ≃{0,1} ( homotopic
with end points fixed) 的 , Proposition 5.3.3 ϕ induced 一
equivalence classes 一 一 的 . σ (S 1, 1) 的 loop,
Proposition 5.3.3 的 σ′ (R, 0) 的 loop, 以 Proposition 5.3.3 ϕ : R→ S 1

的 induced homomorphism ϕ∗ : π1(R, 0)→ π1(S 1, 1), isomorphism.
的.

Question 5.6. ϕ∗ : π1(R, 0)→ π1(S 1, 1) 的 mapping.

Lemma 5.3.1 以 一 (S 1, 1) 的 loop 的 winding number. (S 1, 1)

的 loop σ, σ′ R 以 0 的 path ϕ ◦ σ′ = σ. σ 的 winding
number w(σ) = (1/2π)σ′(1). σ′的 一性 (Lemma 5.3.1), winding number
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well-defined. σ (S 1, 1) 的 loop, σ(1) = 1, ϕ(σ′(1)) = σ(1) = 1,
σ′(1) ∈ 2πZ, (S 1, 1) 的 loops winding number 一 .

Question 5.7. Winding number 的 一 S 1 的 paths ( ,
loop)?

以 winding number 一 π1(S 1, 1) Z 的 . χ : π1(S 1, 1) → Z,
χ(σ) = w(σ), ∀σ ∈ π1(S 1, 1). χ well-defined function.

σ = τ in π1(S 1, 1), σ, τ (S 1, 1) 的 loops, σ ≃{0,1} τ. Proposition
5.3.3 一 R 以 0 的 paths σ′, τ′ ϕ ◦ σ′ = σ, ϕ ◦ τ′ = τ,
σ′ ≃{0,1} τ′, σ′(1) = τ′(1). winding number 的 , w(σ) = w(τ),
χ well-defined function.

χ : π1(S 1, 1) → Z group homomorphism. 0 ∈ Z,
Z 的 的 “ ” ( “ ”). (S 1, 1) 的 loops, σ, τ,
Lemma 5.3.1, R 以 0 的 paths σ′, τ′, ϕ ◦ σ′ = σ, ϕ ◦ τ′ = τ.
σ(1) = 1, σ′(1) = 2mπ, m ∈ Z. τ′′ R 的 path

τ′′(t) = τ′(t) + 2mπ, ∀ t ∈ I. τ′(0) = 0, σ′(1) = 2mπ = τ′′(0), 以 σ′ ∗ τ′′ R 以

0 的 path

ϕ ◦ (σ′ ∗ τ′′) = (ϕ ◦ σ′) ∗ (ϕ ◦ τ′′) = (ϕ ◦ σ′) ∗ (ϕ ◦ τ′) = σ ∗ τ.

winding number 的

w(σ ∗ τ) = 1

2π
σ′ ∗ τ′′(1) = 1

2π
(τ′(1) + 2mπ) =

1

2π
(τ′(1) + σ′(1)) = w(σ) + w(τ).

χ π1(S 1, 1) Z 的 group homomorphism. χ 一 一 , 以

的 .

Theorem 5.3.4. χ : π1(S 1, 1)→ Z 一 group isomorphism. S 1 的 fundamen-
tal group Z isomorphic.

Proof. χ 一 一 . σ ∈ ker(χ), χ(σ) = w(σ) = 0,
R 以 0 的 path σ′, ϕ ◦ σ′ = σ w(σ) = (1/2π)σ′(1) = 0.

σ′(1) = 0, σ′ (R, 0) 的 loop. R contractible, π1(R, 0)

一 , σ′ ≃{0,1} c0, c0 R 0 的 constant loop. F′ : I × I → R
σ′, c0 的 homotopy function with end points fixed. ϕ ◦ F′ : I × I → S 1 σ, c1 的

homotopy function with end points fixed, c1 S 1 1 的 constant loop.
σ ≃{0,1} c1, σ = c1, ker(χ) = {c1}, χ 一 一.

, m ∈ Z, R 以 0 的 path σ : I → R, σ′(t) = 2mπt.
σ = ϕ ◦ σ′, σ (S 1, 1) 的 loop χ(σ) = w(σ) = (1/2π)σ′(1) = m.

χ . �
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Question 5.8. 一 cylinder ( ) S 1 × I homeomorphic, 一 torus
( ) S 1 × S 1 homeomorphic. 的 fundamental group ?
R2 \ {0} R2 的 subspace, R2 \ {0} 的 fundamental group ?

S 1 的 fundamental group π1(S 1) Z , 以 一些 S 1 的

拓樸性質. 以 S 1 contractible (Why?). 外一 的 S 1

closed unit disc D2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} 的一 retract. 一

retract. X topological space S ⊆ X subspace. f : X → S

一 retraction f |S = idS . S ⊆ X retraction f : X → S , S X 的

一 retract.

Corollary 5.3.5. S 1 closed unit disc D2 的一 retract.

Proof. . f : D2 → S 1 retraction. inc : S 1 ↪→ D2, S 1 D2

的 inclusion map ( inc(x) = x ∈ D2, ∀ x ∈ S 1). retraction 的 f ◦ inc = f |S 1 = idS 1 .
induced homomorphisms, x0 = (1, 0) ∈ S 1, inc∗ : π1(S 1, x0)→ π1(D2, x0)

以及 f∗ : π1(D2, x0) → π1(S 1, x0) 的 f∗ ◦ inc∗ = ( f ◦ inc)∗ = (idS 1)∗.
D2 contractible, π1(D2, x0) 一 , π1(S 1, x0) Z isomorphic,
inc∗ : π1(S 1, x0)→ π1(D2, x0) 一 一. f∗ ◦ inc∗ = (idS 1)∗ 一 一 ,

. �

Question 5.9. X contractible topological space f : X → S 1 .
g : S 1 → X f ◦g ≃ idS 1? h : S 1 → X h◦ f ≃ idX?

Corollary 5.3.5 一 的 Brouwer Fixed Point Theorem for D2.
的 f : Dn → Dn , Dn Rn 的 closed unit disc,

Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x21 + · · ·+ x2n ≤ 1},

一 x0 ∈ Dn f (x0) = x0 ( 的 x0 f 的 fixed point). n = 1,
D1 = {x ∈ R | −1 ≤ x ≤ 1} 的 以 . Corollary 5.3.5
n = 2 的 .

g : D2 → D2 , fixed point ( x ∈ D2, g(x) , x).
(x, y) ∈ D2, g(x, y) (x, y) 的 , (x, y) 以及 g(x, y)

D2, S 1 一 f (x, y). f 一 D2 S 1 的 .
g 的, f (x, y) 一些 , 以 f 一 , ,

(x, y) ∈ S 1, f (x, y) = (x, y), f : D2 → S 1 retraction function. Corollary
5.3.5 , 以 的 .

Corollary 5.3.6 (Brouwer Fixed Point Theorem for D2). f : D2 → D2 ,
(x0, y0) ∈ D2 f (x0, y0) = (x0, y0).
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Brouwer Fixed Point Theorem n > 2 的 , S n−1 Dn

的一 retract ( Corollary 5.3.5 的 ), Corollary 5.3.6 的

. S n−1 Dn 的一 retract 的 , 一 以 “homology” 的 論

, 的 . 的 以 homotopy 的 論 一

homology 的 論.


