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1 ����

�������������������������������������

�����������������������������

1.1 ���������

�� 1.1 ��� 〈fn〉 ��
fn+2 = afn+1 + bfn,

�� a, b ���	
 α0, β0 ������ x2 = ax + b �������������

	 α 
 β ��

fn = ααn
0 + ββn

0 .

������ α0 �= β0���������
 α, β �����
 α0, β0 ����	{
α + β = f0

α0α + β0β = f1

	������ ⎧⎪⎨
⎪⎩

α =
β0f0 − f1

β0 − α0
,

β =
f1 − α0f0

β0 − α0
.

��
��������

fn = ααn
0 + ββn

0 .

(1) � n = 0, 1 ���
������������

(2) � n, n + 1 ��������{
fn+1 = ααn+1

0 + ββn+1
0 ,

fn = ααn
0 + ββn

0 .

����
fn+2 = afn+1 + bfn

= ααn
0 (aα0 + b) + ββn

0 (aβ0 + b)
= ααn

0α2
0 + ββn

0 β2
0

= ααn+2
0 + ββn+2

0 .

������ �
��������������������������������

�� 1.1 �� 〈fn〉 ��

f0 = 1, f1 = 4; fn+2 = 6fn+1 − 9fn.

�� fn ������
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����

fn+2 = 6fn+1 − 9fn ⇒ (fn+2 − 3fn+1) = 3(fn+1 − 3fn)

��

fn − 3fn−1 = 3(fn−1 − 3fn−2) = · · · = 3n−1(f1 − 3f0) = 3n−1.


���

fn − 3fn−1 = 3n−1

fn−1 − 3fn−2 = 3n−2

...

f1 − 3f0 = 30

��

fn − 3n−1 · 3f0 = (fn − 3fn−1) + 3(fn−1 − 3fn−2) + · · · + 3n−1(f1 − 3f0)
= 3n−1 + 3n−1 + · · · + 3n−1

= n · 3n−1,

�

fn = (3 + n)3n−1.

�

�� 1.2 ��� 〈an〉 ��

a0 = a1 = 1, an+1 =
a2

n + 1
an−1

(n ≥ 1).

���

(1) an ���������

(2) an ����	���

���

(1) � an ����

1, 1, 2, 5, 13, 34, · · ·
�Ǳ an �������an+1 = 3an − an−1��������������Ǳ�

���

an+1an−1 = a2
n + 1, anan−2 = a2

n−1 + 1

�����	

an(an + an−2) = an−1(an+1 + an−1) ⇒ an

an−1
=

an+1 + an−1

an + an−2
.
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��

an

1
=

an

an−1
· an−1

an−2
· · · a2

a1

=
an+1 + an−1

an + an−2
· an + an−2

an−1 + an−3
· · · a3 + a1

a2 + a0

=
an+1 + an−1

a2 + a0

=
an+1 + an−1

3
.

� an+1 = 3an − an−1�
������
���������������

(2) � a0 = a1 = 1 
���� an+1 = 3an − an−1 	����

�

1.2 ����

�� 1.3 ���� 〈fn〉 �������
����

f1 = f2 = 1, fn+2 = fn+1 + fn.

�
 fn 	������

����� x2 = x + 1 ����

1 +
√

5
2

,
1 −√

5
2

,

����� 1.1 ������	 α, β ��

fn = α

(
1 +

√
5

2

)n

+ β

(
1 −√

5
2

)n

.

� f1 = 1, f2 = 1 �� {
α = 1√

5
,

β = − 1√
5
.

�� fn ������

fn =
1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1 −√
5

2

)n}
.

�

�� 1.4 ������ 〈fn〉 ��������� n �	

3 | f4n.
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����
�������������

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, · · · · · · .


���� 3 �	���

1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, · · · · · · (mod 3).

�� ⎧⎪⎨
⎪⎩

f1 ≡ f9 ≡ 1 (mod 3),
f2 ≡ f10 ≡ 1 (mod 3),
fn+2 ≡ fn+1 + fn (mod 3),

������ 3 
����� {fn (mod 3)} ������� 8 �����		��


	��	� 3 �
�����	

3 | f4n.

�
� 〈fn〉 �������	 N ������������
�� 〈fn〉 � N �


�������� 〈fn (mod N)〉 ��������������� {fn} ����
N �����������
����� N �����������������

��� 3 ����� 8�

1.3 �����


���

1 < 2 < 3 < · · · < n

���������

c1 < c2 < c3 < c4 < · · · < ck−1 < ck.

�� c1, c3, · · · �	��c2, c4, · · · ���������������������

1 < 2 < 3

�������	�����

1,

3,

1 < 2,

1 < 2 < 3.

� an �	���

1 < 2 < 3 < · · · < n

�����������
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�� 1.2 (�����) ���an = fn+2 − 1, �� 〈fn〉 �	�����

�������
���	�a1 = 1, a2 = 2, a3 = 4���

a1 + 1 = 2, a2 + 1 = 3, a3 + 1 = 5.

���� an−2, an−1 � an �������

c1 < c2 < · · · < ck−1 < ck

�

1 < 2 < 3 < · · · < n

����������

(1) � ck < n ��c1 < c2 < · · · < ck−1 < ck �� 1 < 2 < 3 < · · · < n − 1 ����

��������������	 an−1 ��

(2) � ck = n, c1 ≥ n − 1 �����	������

n − 1 < n,n.

��
��������	������������������	 1 ��

(3) � ck = n, c1 < n − 1 	 n ���������������

(i) � ck−1 = n − 1�� c1 < c2 < · · · < ck−2 ���� 1 < 2 < 3 < · · · < n − 2
������������������������

(ii) � ck−1 < n − 1�� c1 < c2 < · · · < ck−1 ���� 1 < 2 < 3 < · · · < n − 2
��������������	���������

	� (i), (ii) ������������� an−2����� n �	�����

����

	� (1), (2), (3) �	�an = an−1 + 1 + an−2�������	�a1 + 1 = 2, a2 + 1 =

3, (an + 1) = (an−1 + 1) + (an−2 + 1)��� an + 1 = fn+2�� an = fn+2 − 1� �

�� 1.1 ������ 〈fn〉 ��������� n �	

f1 + f2 + f3 + · · · + fn = fn+2 − 1.

�� 1.2 ������ 〈fn〉 ��������� n �	

5 | f5n.

�� 1.3 ������ 〈fn〉 ��������� m,n
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(1) fm+n = fm+1fn + fmfn−1.

(2) f2
n + f2

n−1 = f2n−1.

(3) � n | m�� fn | fm.

�� 1.4 ��� 〈fn〉 ���

f0 = 5, f1 = 3; 5fn+2 = 6fn+1 − 5fn.

�� | fn |≤ 5�

�� 1.5 ��

(1) �� 〈fn〉 ���
f0 = 1, f1 = 3; fn+2 = 4fn+1 − 4fn.

�� 〈fn〉 ������

(2) �� 〈fn〉 ���
f0 = a, f1 = b; fn+2 = 2cfn+1 − c2fn.

�� 〈fn〉 ������� a, b, c, n 	�	�

�� 1.6 � 〈fn〉 ���������

(1) N = 7

(2) N = 11,

�� N �����

�� 1.7 ��� 〈fn〉 ���f1, f2 ���	 fn+2 = afn+1 + bfn��� a, b ���

���� N ���������� 〈fn〉 ���� N ������	������

N2	�

�� 1.8 ������ ∞∑
n=1

fn

10n
,

�� fn ������

�� 1.9  ����!Ǳ��"�� n ��#�����$��!�	
����

��%�� ��
�����
�����	��	�����	�������

� ����!����"	�&�������

�� 1.10 � 〈Fn〉 ������	 n ��
	��� Fn ×Fn+1 �	����� Fn


���� Fn+1 
��	�	��������
	�������
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�� 1.11 
���

1, 2, 3, · · · , n

�	������

a1, a2, a3, · · · , an.

� Fn �	��

i − 1 ≤ ai ≤ i + 1 (i = 1, 2, 3, · · · , n)

������ Fn =�

�'���

����	 T1�T2 ������	����( A ���������	
)��

E�	�		����������)��
��������
�	�	��
�

�����

����
�������
���	��)������
��

����	�������������Ǳ�
 T1�T2 ���*��������

��

���

��� 〈fn〉 ���

fn =

[
n
2

]∑
k=0

(
n

2k

)
· 3k

(1) �� 〈fn (mod 5)〉 ��������

(2) ��

5 | f6n+3.
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��������

Æ�� 0 ≤ n ≤ 16 �� n2 − n + 17 	���
� n2 − n + 41 � 0 ≤ n ≤ 40 ���

������
�� n2 − n + 72491 � 0 ≤ n ≤ 11000 ���������	���

��� N��������� p ���� 0 ≤ n ≤ N ��n2 − n + p 	������

����	�+������
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