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2.3.3. 不定型的極限. 我們曾經探討過不定型的極限問題。利用微分可以將 0
0
和
∞
∞ 這兩

種不定型化成非不定型的形式，因而可依此得到極限。這種方法就是所謂的 L’Hospital’s
Rule。了解如何利用 L’Hospital’s Rule 處理這兩種不定型後，其他的不定型極限問題，
只要將之轉化成這兩種不定型的形式，就可以處理了。這一節中處理的極限皆適用於

x → ∞、x → −∞、x → a、x → a+ 以及 x → a−，所以我們在敘述定理時極限依然簡單用

lim 來表示，而不再區分是 x 趨近於哪一種情況。

假設 lim f (x) = lim g(x) = 0 則 lim
f (x)
g(x)

就是所謂的
0
0
不定型極限。我們利用 x → a

的情況簡單說明 L’Hospital’s Rule 的概念。當 f (x), g(x) 在 x = a 可微時，依可微則連續

的性質知 f (x), g(x) 在 x = a 是連續的，亦即 lim
x→a

f (x) = f (a) 以及 lim
x→a

g(x) = g(a)。此時

lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x) = 0 表示 f (a) = g(a) = 0，所以

lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f (x) − f (a)
g(x) − g(a)

= lim
x→a

f (x) − f (a)
x − a

g(x) − g(a)
x − a

=
f ′(a)
g′(a)

.

，同理當處理
∞
∞ 不定型時，即 lim f (x) = lim g(x) = ∞ 時，由於 f (x)

g(x)
=

1/g(x)
1/ f (x)

以及

lim
1

g(x)
= lim

1
f (x)

= 0，我們依然可將之視為
0
0
處理，而推得極限也和

f ′(x)
g′(x)

一致。這就

是 L’Hospital’s Rule 大致的概念。我們將之詳述如下。

Theorem 2.3.11 (L’Hospital’s Rule). 假設 f (x), g(x)在所求極限附近可微且滿足 lim f (x) =

lim g(x) = 0 或 lim | f (x)| = lim |g(x)| = ∞，則

lim
f (x)
g(x)

= lim
f ′(x)
g′(x)

.

注意，從前面的解釋中應可理解只有當 lim
f (x)
g(x)

是
0
0
或
∞
∞ 這兩種不定型時，才可以用

L’Hospital’s Rule。當不是不定型時，已知極限為何，當然就不需用到 L’Hospital’s Rule，

甚至不能用（會得到錯誤的結果）。例如 lim
x→1

x2

x − 1
為

1
0
型，不是不定型且知極限不存在。

但 x2, x − 1 的微分分別為 2x, 1。若誤用 L’Hospital’s Rule，會得到其極限為 lim
x→1

2x
1
= 2 這

個錯誤結論。另外 L’Hospital’s Rule 是將 f (x), g(x) 分別微分再相除求極限，而不是將整個
f (x)
g(x)

微分。

Example 2.3.12. 課本 Example 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3 考慮以下三個極限

(1) lim
x→1

ln x
x − 1

, (2) lim
x→∞

ex

x2 , (3) lim
x→∞

ln x
√

x
.

首先確認它們分別為不定型
0
0
,
∞
∞ 以及

∞
∞，所以可以套用 L’Hospital’s Rule。

(1) 因 ln x, x − 1 的導函數分別為
1
x
, 1，故得 lim

x→1

ln x
x − 1

= lim
x→1

1/x
1
。此時已非不定型，

故可求得極限為 1。
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(2) 因 ex, x2 的導函數分別為 ex, 2x，故得 lim
x→∞

ex

x2 = lim
x→∞

ex

2x
。此時仍為

∞
∞ 不定型，故

再套用一次 L’Hospital’s Rule，即再將 ex, 2x 微分，分別得 ex, 2（此時非不定型），

可求得極限為

lim
x→∞

ex

x2 = lim
x→∞

ex

2x
= lim

x→∞
ex

2
= ∞.

(3) 因 ln x,
√

x 的導函數分別為
1
x
,

1
2
√

x
，故得

lim
x→∞

ln x
√

x
= lim

x→∞

1
x
1

2
√

x

.

注意因此時
1
x
→ 0 以及

1
2
√

x
→ 0，故仍為不定型（

0
0
），但不需再用 L’Hospital’s

Rule（否則 1
x
,

1
2
√

x
的導函數會越來越複雜）。可先將之化簡再求得極限為

lim
x→∞

ln x
√

x
= lim

x→∞

1
x
1

2
√

x

= lim
x→∞

2
√

x
= 0.

♯

從 Example 2.3.12(2) 我們知道，有時要套用好幾次 L’Hospital’s Rule 才能得到極限
值，但又由 (3) 我們知道 L’Hospital’s Rule 並非永遠是最好用的，有時利用簡單的代數化
簡搭配使用才能有效解決問題。

當 x → ∞ 時 f (x), g(x) 都趨近於 ∞，我們會想知道哪一個函數增長的速度比較快。很
自然的便會去考慮 f (x), g(x) 的比值

f (x)
g(x)
。如果當 x → ∞ 這個比值趨近的值大於 1 （包

含 ∞），則知 f (x) 成長得比 g(x) 快；反之若比值趨近的值小於 1 便知 f (x) 成長得比 g(x)

慢。當然比值趨近於 1 表示他們成長速率一樣快。由於函數的微分定義就是考慮其成長

速率，所以 L’Hospital’s Rule 就是這樣的概念。例如在 Example 2.3.12 (2), (3) 我們知道
lim
x→∞

ex

x2 = ∞ 以及 lim
x→∞

ln x
√

x
= 0，所以當 x 越來越大時，ex 的成長比 x2 快，而

√
x 成長比

ln x 快。事實上從次數來看，我們也知道 x2 成長比
√

x 快。

接下來我們探討其他的不定型極限問題。首先看 0 · ∞ 這種不定型，即 lim f (x) · g(x)，

其中 lim f (x) = 0 且 lim |g(x)| = ∞。由於此時 lim
1

g(x)
= 0，所以若將 f (x) · g(x) 寫成

f (x)
1/g(x)

，就可視為
0
0
的不定型，用 L’Hospital’s Rule 處理。同理，我們也可將 f (x) · g(x)

寫成
g(x)

1/ f (x)
，由於此時 lim

∣∣∣∣∣ 1
f (x)

∣∣∣∣∣ = ∞，也可將之視為 ∞∞ 的不定型，用 L’Hospital’s Rule

處理。要注意，由於兩種看法分別牽涉到
1

g(x)
和

1
f (x)

的微分，所以要用哪一種看法處理

取決於哪一個微分會讓問題簡化，我們看以下的例子。
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Example 2.3.13. 課本 Example 4.3.8 探討 lim
x→0+

x ln x 這個 0 · ∞ 不定型極限。首先觀察 1
x

的導函數為
−1
x2；而

1
ln x
的導函數為

−1
x(ln x)2。顯然

1
x
較好處理，所以我們有

lim
x→0+

x ln x = lim
x→0+

ln x
1/x
= lim

x→0+

1/x
−1/x2 = lim

x→0+
(−x) = 0.

注意這裡我們用到 lim
x→0+

ln x
1/x
是
∞
∞ 的不定型，所以可用 L’Hospital’s Rule 處理。

另外課本 Exercise 4.3.24 探討 lim
x→−∞

x2ex。注意當 x → −∞ 時，x2 → ∞ 而 ex → 0，所

以這是 0 ·∞的不定型極限。然而 1
x2 = x−2 的導函數 −2x−3 和

1
ex = e−x 的導函數 −e−x 看起

來都不複雜，到底要將哪一個放在分母呢？我們看一下兩種方法都套用 L’Hospital’s Rule
結果如何：先將 x2 置於分母（變成

1
x2），套用 L’Hospital’s Rule 得

lim
x→−∞

x2ex = lim
x→−∞

ex

1/x2 = lim
x→−∞

ex

−2x−3 =
1
−2

lim
x→−∞

x3ex;

而若將 ex 置於分母（變成
1
ex），套用 L’Hospital’s Rule 得

lim
x→−∞

x2ex = lim
x→−∞

x2

1/ex = lim
x→−∞

2x
−e−x = −2 lim

x→−∞
xex.

兩者雖然仍為 0 · ∞ 的不定型，不過第一種方法讓原來 x2ex 變成 x3ex，顯然未讓問題簡化；

而第二種方法變成 xex，如果再套用一次就可將 x 消去。所以我們繼續下去，將 lim
x→−∞

2x
−e−x

這個
0
0
不定型，再套用 L’Hospital’s Rule 得

lim
x→−∞

x2ex = lim
x→−∞

2x
−e−x = lim

x→−∞
2

e−x = 0.

♯

前面我們也談到 ∞ − ∞ 這種不定型極限。亦即 lim( f (x) − g(x)) 其中 lim f (x) = ∞ 且
lim g(x) = ∞。這種情況如果剛好 f (x), g(x) 都可寫成分式，我們就可以將 f (x)− g(x) 通分化

簡，寫成分式的樣子再判斷其極限。例如課本 Example 4.3.10 探討 lim
x→(π/2)−

(sec x − tan x)。

我們可以將 sec x− tan x 寫成
1

cos x
− sin x

cos x
=

1 − sin x
cos x

。由於當 x→ (π/2)− 時 (1− sin x)→ 0

且 cos x→ 0，故利用 L’Hospital’s Rule 得

lim
x→(π/2)−

(sec x − tan x) = lim
x→(π/2)−

1 − sin x
cos x

= lim
x→(π/2)−

− cos x
− sin x

= 0.

若無法將 f (x) − g(x) 寫成分式，通常會將 f (x) 或 g(x) 提出，例如寫成 f (x)(1 − g(x)
f (x)

)

看成乘法，再研判其極限。我們看以下課本的例子。

Example 2.3.14. 課本 Example 4.3.11 考慮 lim
x→∞

(ex − x) 這個 ∞ − ∞ 的不定型極限。提

出 ex 可得 ex − x = ex(1 − x
ex )。當 x → ∞ 時 x

ex 是
∞
∞ 不定型，故用 L’Hospital’s Rule 知
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x
ex → 0 因此 x → ∞ 時 ex(1 − x

ex ) → ∞，亦即 lim
x→∞

(ex − x) = ∞。注意，若是提出 x，即

ex − x = x(
ex

x
− 1)，依然可得趨近於 ∞ · ∞。

課本 Exercise 4.3.31 探討 lim
x→∞

(
√

x2 + x − x) 這個 ∞ − ∞ 的不定型極限。提出 x 可得

√
x2 + 1 − x = x(

√
1 +

1
x
− 1)。當 x → ∞，這變成 ∞ · 0 的不定型極限。故將 x 置於分母再

利用 L’Hospital’s Rule 得

lim
x→∞

(
√

x2 + x − x) = lim
x→∞

√
1 +

1
x
− 1

1
x

= lim
x→∞

1
2

(1 +
1
x

)−1/2(
1
x

)′

(
1
x

)′
=

1
2

lim
x→∞

1√
1 +

1
x

=
1
2
.

其實這個極限也可利用根式運算處理（參考課本 Example 2.2.6 或上一章講義式子
(1.11)）。 ♯

由於指數函數的運用，還有 1∞, ∞0 以及 00 三種不定型的極限。也就是說 lim f (x)g(x) 這

種形式的極限，其中若 lim f (x) = 1 且 lim g(x) = ∞，就是 1∞ 的不定型。例如 lim
x→∞

(1+
1
x

)x，

就屬 1∞ 不定型。而若 lim f (x) = ∞且 lim g(x) = 0，就是 ∞0 的不定型。例如 lim
x→∞

(1+ x)1/x，

就屬 ∞0 不定型。最後若 lim f (x) = 0 且 lim g(x) = 0，就是 00 的不定型。例如 lim
x→0+

xx，就

屬 00 不定型。

為何它們是不定型呢？就拿 1∞ 來舉例，我們知道當 x → ∞，若 0 < r < 1 則 rx → 0；

而若 r > 1 則 rx → ∞。所以若 f (x) → 1，則 f (x) 在趨近於 1 的過程是大於 1 或是小於 1

就會影響到 f (x)g(x) 的極限值。事實上，如果對 f (x)g(x) 取 ln，即 ln f (x)g(x) = g(x) · ln f (x)，

我們會發現以上三種不定型的假設都會讓 lim(g(x) · ln f (x)) 變成 0 · ∞ 的不定型。而處理這
類型的不定型極限的方法，就是利用前述處理 0 · ∞ 的方法求出 g(x) · ln f (x) 的極限，再還

原成 f (x)g(x) 的極限。接下來我們用這個方法，處理前面所提的三個例子。

Example 2.3.15. 首先處理 lim
x→∞

(1 +
1
x

)x。假設其極限為 L，利用 ln x 是連續函數，我們

有 ln L = lim
x→∞

(x · ln
(
1 +

1
x

)
)。這是 0 · ∞ 的不定型，將 x 置於分母再利用 L’Hospital’s Rule

可得

lim
x→∞

(x · ln
(
1 +

1
x

)
) = lim

x→∞

ln
(
1 +

1
x

)
1
x

= lim
x→∞

(1 +
1
x

)−1(
1
x

)′

(
1
x

)′
= lim

x→∞
1

1 +
1
x

= 1.

再由 ln L = 1，得知極限值 L = e1 = e。

同樣的處理 lim
x→∞

(1+ x)1/x。假設其極限為 L，我們有 ln L = lim
x→∞

(
1
x
· ln(1 + x))。這是 0 ·∞

的不定型，利用 L’Hospital’s Rule 可得

lim
x→∞

(
1
x
· ln(1 + x)) = lim

x→∞
ln(1 + x)

x
= lim

x→∞
(1 + x)−1(1 + x)′

(x)′
= lim

x→∞
1

1 + x
= 0.

再由 ln L = 0，得知極限值 L = e0 = 1。
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最後處理 lim
x→0+

xx。假設其極限為 L，我們有 ln L = lim
x→0+

(x · ln x)。這是 0 · ∞ 的不定型，
在 Example 2.3.13 （或課本 Example 4.3.8）已知其極限為 0。故由 ln L = 0，得知極限值

L = e0 = 1。 ♯

其實若遇到指數型的極限問題，也不需去記哪些是不定型。直接取對數 ln 再求極限。

若是非不定型就可知其極限為何，而若是不定型（即 0 · ∞）就用 L’Hospital’s Rule 處理。
不過最後求得極限後別忘了要取指數還原。

Excecise 2.22. 請檢查以下極限是否適用 l’Hospital’s rule，並求其極限：課本 Exercise
4.3 (8, 9, 12, 13, 16)。

Excecise 2.23. 利用多次套用 l’Hospital’s rule 求其極限：課本 Exercise 4.3 (16, 17, 20)。

Excecise 2.24. 有時運用 l’Hospital’s rule 不要整個分母或分子微分，分開來處理極限會
比較容易。例如 lim

x→0

sin x tan x
x

雖為
0
0
不定型，但將

sin x tan x
x

拆成
sin x

x
tan x 仍可用運用

l’Hospital’s rule 處理。請求極限 lim
x→0

sin x tan x
x

以及課本 Exercise 4.3.22。

Excecise 2.25. 請做課本有關 0 · ∞ 以及 ∞−∞ 的極限：Exercise 4.3 (25, 26, 28, 32, 33)。

Excecise 2.26. 請做以下指數型的極限 lim
x→0

(1 + 2x)1/x, lim
x→0+

(1 +
2
x

)x。

———————————– 14 November, 2024


