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2.2.2. Uniqueness. 基本上唯一性的證明是在假設存在的前提之下去證明唯一，所以唯
一性的證明一般和存在性的證明是無關的。當然了，如果已知不存在就不必去證明唯一性

了。例如在 Example 2.2.2 中當我們假設 x 為解而推得 x = 1 時，便證明了此方程式若有解

則解唯一。不過後來代回知道方程式無解，所以這唯一性就不重要了。

大致上唯一性的證明也分成直接證明與反證法兩種。直接證明就如前述，直接說明唯

一的可能是什麼。而反證法一般用的方法是假設有兩個不同的東西滿足條件，進而推得矛

盾。我們簡單的用 R2 上向量的性質來說明。

Example 2.2.5. 證明 R2 中若存在一個向量
−→
O 滿足對任意 R2 上的向量

−→
V 皆符合

−→
V +

−→
O =

−→
V，則

−→
O 是唯一的。

(1) 直接證明：假設 −→
O = (x,y)，對任意

−→
V = (a,b) ∈ R2。由於

−→
O 須符合

−→
V +

−→
O =

−→
V，

得 (a,b) + (x,y) = (a+ x,b+ y) = (a,b)。利用向量相等的定義得 a+ x = a,b+ y = b，即

x = 0,y = 0。得證
−→
O 若存在，則必須等於 (0,0)。

(2) 反證法：假設 −→
O ,

−→
Q ∈ R2 且

−→
O ̸=−→

Q 皆滿足對任意
−→
V ∈ R2，

−→
V +

−→
O =

−→
V (2.1)

以及
−→
V +

−→
Q =

−→
V (2.2)

考慮
−→
Q =

−→
V 的情形代入式子 (2.1) 得 −→

Q +
−→
O =

−→
Q。同理將

−→
O =

−→
V 代入式子 (2.2) 得

−→
O +

−→
Q =

−→
O。由於

−→
Q +

−→
O =

−→
O +

−→
Q，得

−→
Q =

−→
O。此與當初假設

−→
O ̸=−→

Q 相矛盾，得證唯

一性。

Question 2.7. 給定 −→
V ∈ R2 試利用直接證法以及反證法證明：R2 中若存在一個向量

−→
W

滿足
−→
V +

−→
W =

−→
O，則

−→
W 是唯一的。

注意在 Example 2.2.5 中的直接證法中，我們求出 −→
O 若存在，則

−→
O = (0,0)。如再帶

回驗證確認
−→
O = (0,0) 確實符合，我們便也證得存在性了。這是直接證法的好處。而反證

法就沒辦法推得存在性了。所以一般不是用直接證明時，存在性及唯一性的證明是要分開

來處理的。然而將來我們會碰到較抽象的數學問題時，大多直接證明是行不通的，此時只

好仰賴反證法了。

Example 2.2.6. 證明若存在一個實數 r 滿足 r3 = 3，則此實數 r 是唯一的。

Proof. 回顧一下在 Example 2.1.5 中我們證明了：若 x,y 為實數且 x ̸= y，則 x3 ̸= y3。假

設 r ∈ R 滿足 r3 = 3 且 s ̸= r 是另一個實數滿足 s3 = 3，則利用 Example 2.1.5 的結果得
3 = s3 ̸= r3 = 3。由此矛盾知不可能有另一個實數 s 會滿足 s3 = 3。 □

在 Example 2.2.6中我們是先證明 x ̸= y時，x,y不可能都符合某性質，再利用反證法推

得唯一性。這是我們一般證明唯一性常用的方法。再強調一次，Example 2.2.6 的證明中我
們無法得知是否存在實數 r 滿足 r3 = 3。我們只知道若存在的話必唯一。至於此存在性的

證明，是需要另外利用實數的完備性（或利用多項式函數 f (x) = x3 的連續性）來證明的。

這樣有了存在性和唯一性我們才進一步用符號 31/3 來表示這個唯一滿足 r3 = 3 的實數 r。
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2.3. Mathematical Induction

另一個常見的證明方法就是所謂的 “數學歸納法”。其實數學歸納法牽涉到建立整數系的
axiom（公設），不過這裡我們不去談論這些公設邏輯的問題，而著重於理解並正確使用數
學歸納法。我們將介紹三種數學歸納法，雖然它們看起來不大一樣，不過背後的原理是相

同的。事實上它們是等價的。

數學的理論證明其實根源是一些大家都能接受但無法證明的 axiom（公設）。介紹數學
歸納法之前，我們先了解所謂 well-ordering principle。它是可以用其他的公設來證明的，
不過由於我們目前不想牽涉到這方面的課題，所以我們直接把 well-ordering principle 當成
是一個公設。也就是說它和我們的直觀吻合，所以我們相信它而不去證明。

所謂 well-ordering 字面上的解釋是 “好的排序” 的意思，這個排序原理簡單來說
是：「將一些正整數收集起來所成的非空集合中, 一定有一個最小的元素」。相信大家應該不
會覺得這個 principle（原則）不對吧！直觀上，自然數是有最小元素 1，所以有下界。因

此大家應不會懷疑它的子集合裡會有最小的元素。問題是這集合可能有無窮多的元素，我

們可能無法真正找出這最小元素來，不過我們相信它一定存在。

接下來我們來看最基本的第一種數學歸納法。

Theorem 2.3.1 (Mathematical Induction). 假設以下兩個 statement 是對的

I1: P(1) 成立

I2: 若 k ∈ N 且 P(k) 成立, 則 P(k+1) 成立

則對任意正整數 n，P(n) 皆成立。

Proof. 由於我們不可能直接證明所有的正整數 n 都會使得 P(n) 成立，所以我們用反證

法。也就是說假設 (1)、(2) 是對的以及「對任意正整數 n, P(n) 皆成立」是錯的來得到矛

盾。「對任意正整數 n, P(n) 皆成立」是錯的，亦即「存在正整數 n，使得 P(n) 不成立」。

因此我們可以將使得 P(n) 不成立的這些正整數 n 收集起來。因為它不是空集合，故由

well-ordering principle 知：必存在最小的正整數 m 使得 P(m) 不成立。由 (1) 我們知 P(1)

成立，故得 m ̸= 1. 也就是說 m 為大於 1 的正整數。現由於 m−1 為正整數且 m−1 < m，

故由 m 為使得 P(m) 不成立的最小正整數之假設知：P(m− 1) 成立。然而由 (2) 知：當
P(m−1) 成立時，P((m−1)+1) = P(m) 必成立。此與 P(m) 不成立之假設相矛盾。故知不

可能存在正整數 n，使得 P(n) 不成立。也就是說對任意正整數 n，P(n) 皆成立。 □

數學歸納法是很好理解的，它是說由 (I1) 知 P(1) 是對的，將 (I2) 代 k = 1 的情況，

故由 P(1) 對可推得 P(2) 是對的。接著代 k = 2 的情況，由 P(2) 是對的推得 P(3) 是對

的，這樣一直下去。所以 P(1) 的起頭非常重要。另外要強調的是 (I2) 指的是假設 P(k)

對推得 P(k+ 1) 是對的。所以它並不是要證明 P(k) 是對的。你也不必擔心 P(k) 到底對

不對，只要想法子利用 P(k) 是對的假設證出 P(k+ 1) 是對的。若你沒辦法單純由 P(k)

是對的推得 P(k + 1) 是對的，那基本上就無法用數學歸納法證明了。例如考慮多項式

f (x) = x2 +x+41。當我們代 x = 1 時 f (1) = 43 為質數。代 x = 2，得 f (2) = 47 仍為質數。
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f (3) = 53， f (4) = 61， f (5) = 71 也都是質數。或許你會有一股衝動認為 x 代任何的整數 n

都會使 f (n) 為質數。事實上一直代到 x = 39 它都會是質數。但是光由代的動作，而不去

考慮如何由 f (k) 是質數得到 f (k+1) 是質數，是沒有辦法用數學歸納法的。事實上我們可

以看出：當 x = 40 時， f (40) = 402 +40+41 = 40(40+1)+ 41 是可以被 41 整除的，所以

不是質數。

我們看下一個可以用數學歸納法證明的例子.

Example 2.3.2. 設 a,b 為相異的整數, 利用數學歸納法證明: 對任意的正整數 n 皆有

an −bn 為 a−b 的倍數.

Proof. 我們可以將 an−bn 分解成 (a−b)(an−1+an−2b+ · · ·+bn−1)，得證 an−bn 為 a−b的

倍數。不過這裡想介紹如何用數學歸納法證明。首先我們第一步代入 n = 1 得 a−b。當然

是 a−b的倍數，故成立。第二步是直接假設 ak−bk 為 a−b的倍數，要推得 ak+1−bk+1 為

a−b 的倍數。所以我們要想辦法看看 ak+1 −bk+1 和 ak −bk 的關係。為了要讓 ak+1 −bk+1

和 ak −bk 扯上關係，我們自然將之寫成

ak+1 −bk+1 = aak −bbk = aak −abk +abk −bbk = a(ak −bk)+(a−b)bk.

此時由假設 ak −bk 為 a−b 的倍數，我們可將 ak −bk 寫成 (a−b)m，其中 m 為整數。所

以 ak+1 −bk+1 = a(a−b)m+(a−b)bk = (a−b)(am+bk)。得證 ak+1 −bk+1 為 a−b 的倍數。

故由數學歸納法知：對任意的正整數 n，an −bn 為 a−b 的倍數。 □

一般來說，數學歸納法的第一步只是代值驗證，應該沒問題。而第二步就是一個若 P

則 Q 的證明，可以利用前面 2.1 節介紹的方法證明。在證明過程中若無法馬上看出 P(k)

和 P(k+1) 的關係，可以嘗試先找出 P(1),P(2) 的關係、P(2),P(3) 的關係，等。再推敲出

P(k) 和 P(k+1) 的關係。另外要謹記，要單純從 P(k) 成立推出 P(k+1)。在這的過程中不

能加入其他的假設。我們看一個錯誤的例子。

Example 2.3.3. 以下的數學歸納法是要證明任意取 n 個數都會相等. 這個結論當然是錯
的, 我們必須找出推論錯誤之處.

第一步: 任取一個數, 因為只有一個當然成立.

第二步: 假設任取 k 個數都會相等, 要證明任取 k+1 個數也都會相等. 現任取 k+1 個

數, 將這些數留下一個設其值為 a, 而其他 k 個數放入袋中. 依假設袋中 k 個數都會相等設

為 b. 現將袋中取出一個數, 再將當初留下的那個數 a 放入袋中. 依假設此時袋中這 k 個數

都應相等, 故得 a = b. 因此依數學歸納法, 得證任意取 n 個數都會相等.

這個證明出錯的當然是在第二步. 它假設在袋中取出一個數後仍有 k− 1 個數在袋中.
然而當 k = 1 時, 此時袋中沒有東西, 最後放入袋中的數 a 無其他的數與之比較, 故無法得
知 a = b. 所以雖然上面的論述當 k ≥ 2 時, 確實由假設 P(k) 證得 P(k+1) 對, 但在 k = 1 時

就無法由 P(k) 對推得 P(k+1) 對. 這不符合數學歸納法要求對所有的正整數 k, 都要滿足若
P(k) 對, 則 P(k+1) 對. 所以論證是錯誤的。由這個例子我們建議，若要用數學歸納法，通
常在驗證 P(1) 對之後，不要馬上去證明 P(k)⇒ P(k+1), 而是想看看如何能單純由 P(1) 是
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對的推得 P(2) 是對的。這樣不只能讓我們比較有想法知道如何去證明 P(k)⇒ P(k+1)，也

可避免如上述的錯誤。

有時有的性質並不會從 n = 1 開始就對，例如當 n ≥ 5 時，證明 2n > n2。這裡數學歸納

法若只能從 1 開始，就無法處理了。事實上，依照 Theorem 2.3.1 的推論，我們有以下更
一般化的數學歸納法。

Corollary 2.3.4 (Extended Mathematical Induction). 設 m 為整數且以下兩個 statement
是對的

EI1: P(m) 成立

EI2: 若 k ≥ m 為整數且 P(k) 成立，則 P(k+1) 成立

那麼對任意大於等於 m 的整數 n 皆會使得 P(n) 成立。

Proof. 事實上，可以學 Theorem 2.3.1 用 well-ordering principle 來證明，不過這裡我們
想用 Theorem 2.3.1 來證明，以方便說明這兩種數學歸納法其實是等價的。若此等價關係
沒有興趣，可忽略以下證明。

首先令 Q(n) = P(m+ n− 1)。因已知 P(m) 成立，故知 Q(1) = P(m) 成立。亦即 Q 滿

足 Theorem 2.3.1 的條件 (I1)。接著我們檢查 Q 是否符合 Theorem 2.3.1 的條件 (I2)，也
就是假設 k ≥ 1 為整數且 Q(k) 成立，是否可推得 Q(k+ 1) 成立。現假設 k ∈ N 且 Q(k)

成立，此時 m+ k − 1 ≥ m 為整數，且 P(m+ k − 1) = Q(k) 成立，故由 (EI2) 的假設得
P(m+ k) = Q(k + 1) 成立。我們證得：若 k ∈ N 且 Q(k) 成立，則 Q(k + 1) 成立。故由

Theorem 2.3.1 知對所有的 n′ ∈ N，Q(n′) = P(m+n′−1) 成立。因此當 n 為大於等於 m 的

整數時，令 n = m+n′−1，此時 n′ ∈ N，故得 P(n) = P(m+n′−1) = Q(n′) 成立。 □

這個 “extended mathematical induction” 我們用 Corollary 稱之，是因為它可由 Theo-
rem 2.3.1 直接推得。事實上在 m = 1 的情況 Corollary 2.3.4 就是 Theorem 2.3.1，所以我
們知道 Theorem 2.3.1 和 Corollary 2.3.4 是 equivalent 的。

Example 2.3.5. 證明對任意正整數 n，當 n ≥ 5 時，2n > n2。

Proof. 我們用 extended mathematical induction m = 5 且 P(n) 為 2n > n2 的情況證明。當

n = 5時，25 = 32 > 25 = 52，故 P(5)成立。假設 k ≥ 5為整數且 2k > k2。因 2k+1 = 2×2k，

故由 2k > k2 之假設得 2k+1 > 2k2。而 (k+ 1)2 = k2 + 2k+ 1 若能證得 2k2 > k2 + 2k+ 1，

則得證 2k+1 > (k+ 1)2，即 P(k+ 1) 成立。然而 2k2 > k2 + 2k+ 1 等同於 k2 − 2k > 1，又

k2 −2k = k(k−2)，故由 k ≥ 5 得知 k2 −2k > 1。我們證得了若 k ≥ 5 為整數且 P(k) 成立，

則 P(k+ 1) 成立，故由 extended mathematical induction (Corollary 2.3.4) 得證對任意大
於等於 5 的整數 n 皆會使得 P(n)，即 2n > n2 成立。 □

Question 2.8. 在 Example 2.3.5 的證明中要用到 k(k−2)> 1。不過此式在 k = 3 就會成

立，為何 2n > n2 需要到 n ≥ 5 時才都會成立呢？
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數學的理論推導，常常是由許多論證利用邏輯堆砌起來。因此在每一步驟，都應清楚

這個步驟是在論證什麼。常見的錯誤就是不明究理，盲目的推導，最後連自己的論證對錯

都不知，甚至證出什麼都不曉得。若你能回答 Question 2.8 這樣的問題，那非常的好，表
示你能注意到每一步驟在論證什麼。在 Example 2.3.5 我們是證明了當 k ≥ 3 時可由 P(k)

成立推得 P(k+ 1) 成立。它只告訴我們 P(3) 成立的話 P(4) 就會成立，並不表示 P(3) 成

立。事實上 P(3), P(4) 都不成立。然而我們知道 P(5) 成立，而又 5 > 3, 所以可推得 P(6)

成立，以至於對整個大於等於 5 的整數皆成立。同樣的道理，假如 P(5) 成立，而在推

導 P(k) ⇒ P(k+ 1) 的過程中發現只有在 k ≥ 10 的情況成立。此時無法推得 P(6) 成立，

所以也就無法馬上下結論說 P(n) 會對 n ≥ 5 都會成立了。但因為這裡僅剩幾個情況（即

6 ≤ k ≤ 10）需檢驗，若驗證它們都成立，當然就能下結論說 P(n) 會對 n ≥ 5 都會成立。

Question 2.9. 假設當 k ≥ 10 皆會滿足 P(k)⇒ P(k+1)。試寫下在以下情況當 n 大於等於

多少時，P(n) 會成立。

(1) P(9) 成立。

(2) P(11) 成立。

(3) P(8),P(9),P(10) 成立。

(4) 當 n 是 3 的倍數時 P(n) 皆成立。

在數學歸納法的證明中有時 P(k) 對的條件不足以直接證明 P(k+ 1) 對。例如一些遞

迴數列的問題，有時需要之前更多項才能決定下一項的性質。事實上當我們由 P(1) 對證

得 P(2) 對，想再由 P(2) 對要證 P(3) 時，其實我們不只有 P(2) 對的前提，我們還有 P(1)

對。同理在證得 P(3) 對要證明 P(4) 時，其實 P(1),P(2) 為對的條件也可以用上，所以我

們有以下條件更強的數學歸納法。

Corollary 2.3.6 (Strong Mathematical Induction). 設 m 為整數. 假設以下兩個 statement
是對的

SI1: P(m) 成立

SI2: 若 k ≥ m 為整數且 P(m),P(m+1), . . . ,P(k−1),P(k) 皆成立, 則 P(k+1) 成立

那麼對任意大於等於 m 的整數 n 皆會使得 P(n) 成立。

Proof. 我們依然可用 well-ordering principle 來證明，不過這裡我們想用 Corollary 2.3.4
來證明，以方便說明這兩種數學歸納法的關係。若此等價關係沒有興趣，可忽略以下證明。

對於大於等於 m 的整數 n，令 Q(n) = P(m)∧P(m+ 1)∧ ·· · ∧P(n− 1)∧P(n)。因假設

P(m) 成立，故知 Q(m) = P(m) 成立，亦即 Q 滿足 Corollary 2.3.4 的條件 (EI1)。接著我
們檢查 Q 是否符合 Corollary 2.3.4 的條件 (EI2)，也就是假設 k ≥ m 為整數且 Q(k) 成

立，是否可推得 Q(k+ 1) 成立。然而 Q(k) 成立表示 P(m), . . . ,P(k− 1),P(k) 皆成立，故

由 (SI2) 的假設得 P(k+1) 成立。然而已知 P(m),P(m+1), . . . ,P(k−1),P(k) 皆成立，故知

Q(k+1) = P(m)∧P(m+1)∧ ·· ·∧P(k)∧P(k+1) 成立。我們證得：若 k ≥ m 為整數且 Q(k)
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成立，則 Q(k+ 1) 成立。故由 Corollary 2.3.4 知對任意大於等於 m 的整數 n 皆會使得

Q(n) 成立。然而 Q(n) 成立表示 P(m),P(m+1), . . . ,P(n−1),P(n) 皆成立，自然 P(n) 成立。

故得證當 n 為大於等於 m 的整數時，P(n) 皆成立。 □

Remark 2.3.7. Strong Mathematical Induction 的 (SI2) 一般我們可以改寫為：若 k ≥ m

為整數且對於滿足 m ≤ i ≤ k 的整數 i，P(i) 皆成立，則 P(k+1) 成立。

我們稱 Corollary 2.3.6 為 strong mathematical induction 意即它比 Theorem 2.3.1 強。
在數學上，我們稱一個定理比另一個定理強，大致上的意思是它可以在更廣泛的情況使用。

事實上這裡介紹的三個數學歸納法可以互相推導，它們都是等價的。這是從邏輯的觀點來

看（它們沒有強弱之分），實際在證明時當然是挑最適合的來證明。下一個例子我們可以看

出，應該用 strong mathematical induction 來證明較合適。

Example 2.3.8. 證明所有大於 1 的整數都可以寫成有限多個質數的乘積。

或許很多同學會用以下的方法證明：設 n 為大於 1 的整數，若 n 為質數，則 n 符合可

寫成有限多個質數乘積；若 n 不是質數，依定義 n 可以寫成兩個比 n 小但大於 1 的整數

相乘，這樣一直下去可證得可以寫成有限多個質數的乘積。相信大家都能接受這樣的說法

來解釋這個性質是對的。但它並不是好的證明，比方說如何 “一直下去” 且為何這個程序
經有限多次後會停止（這樣才能說是有限多個質數的乘積）也要說明清楚。有了數學歸納

法，就是能幫我們解決這些不容易說清楚的地方。在這個例子，若我們僅假設 k 可以寫成

有限多個質數乘積，是無法證得 k+1可以寫成有限多個質數乘積。所以我們必須用 strong
mathematical induction 來證明。

Proof. 當 n = 2 時，因 2 為質數，故成立。假設當 k ≥ 2 時對所有滿足 2 ≤ i ≤ k 的整數

i 都可以寫成有限多個質數的乘積。現考慮 k+ 1 的情形。因為 k+ 1 是質數時自然成立，

所以我們僅需考慮 k+1 不為質數的情形。此時 k+1 = ab，其中 1 < a,b ≤ k。故由前歸納

之假設知 a,b 皆為有限多個質數的乘積，因此 k+1 = ab 自然可以寫成有限多個質數的乘

積。故由 strong mathematical induction 知所有大於 1 的整數都可以寫成有限多個質數的

乘積。 □

在利用數學歸納法證明的過程中，最重要且最難的部分就是第二步驟由假設 P(k) 成立

（或 P(m),P(m+1), . . . ,P(k) 成立）證得 P(k+1) 成立。這裡常常在推導的過程中發現 k 要

在某些範圍內才會對。例如在 Example 2.3.3 的錯誤示範中，其實 “任取 k 個數相等推得

任取 k+1 個數會相等” 的證明在 k ≥ 2 時是對的。所以此時若能再補上 k = 1 的情況也對，

整個證明就完成了（當然在 Example 2.3.3 這個例子這是不可能做到的）。前面提過，當我
們在處理第二步驟時，若發現 k 要有所限制才能對，此時我們可以多檢查那些 k 無法涵蓋

的情況，若這些情況也都對，就完成歸納法的證明了。總之，在數學歸納法的證明中，有

時並不是僅檢查初始的情況就好，我們再多看一些例子。

Example 2.3.9. 考慮所謂的 Fibonacci sequence {F0,F1,F2, . . .}，即 F0 = 0,F1 = 1 且對任

意 i ≥ 2，Fi 滿足 Fi = Fi−1 +Fi−2。證明 Fn < 2n−2，for n ≥ 4。
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很顯然地，因 Fk+1 的值由 Fk 和 Fk−1 所決定，我們無法僅由 Fk 來推得 Fk+1。所以這

裡我們用 strong mathematical induction 來處理。依定義 F2 = F1 +F0 = 1，F3 = F2 +F1 =

1+ 1 = 2，故當 n = 4 時，F4 = F3 +F2 = 2+ 1 = 3。所以 F4 = 3 < 24−2 = 4 成立。現假設

k ≥ 4且對所有 4 ≤ i ≤ k，皆有 Fi < 2i−2。此時 Fk+1 = Fk +Fk−1。我們希望用到 Fk < 2k−2 和

Fk−1 < 2(k−1)−2 = 2k−3 的假設推得 Fk+1 < 2(k+1)−2 = 2k−1。不過當 k = 4 時，i = k−1 並不

符合 4 ≤ i ≤ k，所以此時無法使用 Fk−1 < 2k−3 的假設（事實上此時 Fk−1 = F3 = 2 = 24−3）。

所以我們再補上 k = 4 的情況，即直接驗證 Fk+1 = F5 = F4 +F3 = 5 < 25−2 = 8，才可完成證

明。

Proof. 首先直接驗證得 F4 = 3 < 24−2 以及 F5 = 5 < 25−2。現假設 k ≥ 5 且對任意 i =

4,5, . . . ,k 皆有 Fi < 2i−2。因為 4 ≤ k−1 ≤ k 且 4 ≤ k ≤ k，我們有 Fk−1 < 2(k−1)−1 = 2k−3 以

及 Fk < 2k−2，故得

Fk+1 = Fk +Fk−1 < 2k−2 +2k−3 < 2k−2 +2k−2 = 2×2k−2 = 2k−1 = 2(k+1)−2.

依數學歸納法得證 Fn < 2n−2，for n ≥ 4。 □

在下一個例子中，我們想證明所有大於 20 的整數都可以寫成 4 和 5 的正整數倍之和。

也就是證明若 n > 20，則存在正整數 l,m 使得 n = 4l + 5m。或許同學會想到 1 = 5− 4，

所以若 k = 4l + 5m，則 k + 1 = 4l + 5m+ (5− 4) = 4(l − 1) + 5(m+ 1)。不錯，用這個方

法可以證明所有的整數皆可以寫成 4 的倍數和 5 的倍數之和。但我們要求的是寫成 4

和 5 的正整數倍之和，因此無法用這方法證明。不過觀察一下發現若 k = 4l + 5m，則

k+4n = 4(l +n)+5m。所以我們可以先驗證 21,22,23,24 都可以寫成 4 和 5 的正整數倍之

和，就可利用 proof by cases 將所有大於 20 的正整數分成 21+4n,22+4n,23+4n,24+4n

來探討，而得證。根據這個想法，我們用 strong mathematical induction 來證明。

Example 2.3.10. 證明若 n 為整數且 n > 20，則存在 l,m 為正整數滿足 n = 4l +5m。

Proof. 由於 21 = 4×4+5×1，22 = 4×3+5×2，23 = 4×2+5×3 和 24 = 4×1+5×4

故知當 n = 21,22,23,24 時成立。現假設 k ≥ 24 時對於所有滿足 21 ≤ i ≤ k 的整數 i，皆存

在正整數 l,m 使得 i = 4l+5m。考慮 k+1 的情形，由於 k+1 = (k−3)+4 且 i = k−3 滿足

21 ≤ i ≤ k，故存在正整數 l,m 使得 k−3 = 4l +5m，得 k+1 = 4l +5m+4 = 4(l +1)+5m。

由數學歸納法知，當 n 為大於 20 的整數，存在 l,m 為正整數滿足 n = 4l +5m。 □

Exercise 2.6. 給定正整數 a,b 其中 b > 1。證明如果存在整數 h,r 其中 0 ≤ r < b 滿足

a = bh+ r，則 h 和 r 皆為唯一。

Exercise 2.7. 試利用數學歸納法證明 pigeonhole principle。

Exercise 2.8. 試利用 (strong) mathematical induction 證明以下的 statements：

(1) If a1 = 1 and an = 2an−1 +1, for n ≥ 2, then an = 2n −1 for all n ∈ N.

(2) If b1 = 1 and bn = n+∑n−1
i=1 bi, for n ≥ 2, then bn = 2n −1 for all n ∈ N.


