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1 ���������

1.1 ���

���� a, b, c 	�
 a, b, c ������������������ c2 = a2 + b2�

�� (a, b, c) ��������������������
	���������

������������������������������ 1901 ����

�������

�� 1.1 (������) ��� x2 + y2 = z2 �	������� (x, y, z) = 1 ��

��� x, y, z��	�	
���� (x, y, z) �
��⎧⎪⎨
⎪⎩

x = m2 − n2,

y = 2mn,

z = m2 + n2,

�

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = 2mn,

y = m2 − n2,

z = m2 + n2,

�� m,n �	�����
��
�������

���	��� x, y, z ���� x2 + y2 = z2 ���	�������
���
�

�� x, y, z �����	���� x, y ������ z �������������

� x, y ��
��� z ����
� z2 = x2 + y2 ≡ 2 (mod 4) ����� x, y ��

���
���������������� y ����x, z �
�����x, y, z

��	���

����� (z − x, z + x) = 2�
� (z − x, z + x) = d �

d | z − x, d | z + x ⇒ d | 2x, d | 2z ⇒ d | 2 ⇒ d = 1 � 2.

�� z − x, z + x ������� d = 2����

y2 = (z + x)(z − x), �� (z + x, z − x) = 2

⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

z + x = 2m2,

z − x = 2n2,

y = 2mn,

�� m,n 	�

⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = m2 − n2,

y = 2mn,

z = m2 + n2,

�� m,n 	�
�
���.

�

�� 1.1 �����

x4 − 4y4 = z2 (1.1)

����� x, y, z�

1



���	� x, y, z �
����������������� p���� x � y��

� (1.1) ���p2 �� z�
�
�� (x/p, y/p, z/p2) �� (1.1) ��������
�
������� x � y 	���
��
�� x, y, z ���	��
���

(2y2)2 + z2 = (x2)2 (1.2)


������2y2, z, x2 ���	���� (1.2) ��� 1.1 
�⎧⎪⎨
⎪⎩

2y2 = 2mn,

z = m2 − n2,

x2 = m2 + n2,

m, n 	�
�
��. (1.3)

�� m,n 	�
 y2 = mn����� m = a2, n = b2��� (1.3) ������ a, b, x

��

a4 + b4 = x2. (1.4)

����������������� x4 + y4 = z2 ����� x, y, z��
 (1.4) �

�
������	������� �

1.2 �������������

�� 1.2 ����� x4 + y4 = z2 ����� x, y, z�

���	�� x, y, z� x4+y4 = z2������ z	��������� (x, y, z) = 1�

�����
������������ y ���� x, z �
����������⎧⎪⎨
⎪⎩

x2 = m2 − n2,

y2 = 2mn,

z = m2 + n2,

����� m,n 	�
�
���

⇒ n ��� m 
��� x2 + n2 = m2 ���

⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = c2 − d2,

n = 2cd,

m = c2 + d2,

����� c, d 	�
�
���

⇒ y2 = 4cd(c2 + d2)
⇒ c = e2, d = f2, c2 + d2 = g2 ��� c, d, c2 + d2 ��	��

⇒ e4 + f4 = g2 �� e, f, g �����

�� g ≤ g2 = c2 + d2 = m < z�����
�������� (e, f, g)��� g < z�

����� �
��������������������������

�� 1.3 ����� x4 + y4 = z4 ����� x, y, z�

��	�� x4 + y4 = (z2)2, �� 1.2 �� x4 + y4 = z4 ����� x, y, z� �

2



����������xn + yn = zn��������� n = 3, 4 ������

����
������������
� n = 5 ������ 1823 ���
�

�������
� n = 7 ������� 1832 ���
�����������

��� n ≥ 3 �������
�����������������������

� 1994 ���������	�������

1.3 ������

�� 1.4 ����� x4 − 9y4 = z2�

(1) � x, y, z �
���������������2 | y�

(2) ������ x4 − 9y4 = z2 ����� x, y, z�

��	

(1) ����	
����� x, y, z ���� (x2)2 = (3y2)2 + z2 ���	����

�
 y �
��

(x2)2 = (3y2)2 + z2

⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

x2 = m2 + n2,

3y2 = m2 − n2,

z = 2mn,

����� m,n 	�

⇒
{

3 | m � 3 | n �� x2 = m2 + n2 ���,

3y2 = m2 − n2,

⇒ 3 | m 
 3 | n, �� m,n 	����

�
 y ������

(2) ���� x4 − 9y4 = z2 �������x 	������ x, y, z
�� x 	

����� x, y, z ��	����������� (x2)2 = (3y2)2 + z2���

(x, y, z) = 1����
�� (x2, 3y2, z) = 1, 3�� (x2, 3y2, z) = 3 �����

3|x, 3|z��� 3 � y ����� x, y, z 	������ (x2/3)2 = (y2)2 + (z/3)2

� 3 �� 0 ≡ 1 + (z/3)2 (mod 3)��� (��)2 ≡ 0, 1 (mod 3) ����

(x2, 3y2, z) = 1��� (1) ��� 1.1 
�⎧⎪⎨
⎪⎩

x2 = m2 + n2,

3y2 = 2mn,

z = m2 − n2,

����� m,n 	�

⇒
{

m = c2 − d2,

n = 2cd,
����� c, d 	�
�
���

⇒ 3
(y

2

)2 = cd(c2 − d2), ����� c, d, c2 − d2 ��	��

�� c, d, c2 − d2 ���	�����
 c, d ��
�
����

3
(y

2

)2
= cd(c2 − d2).
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����������

(a) � 3 | c��

c2 − d2 = e2 ⇒ c2 = d2 + e2

⇒ 3 | d � 3 | e
⇒ 3 | d ��� 3 | c��


� c, d 	����

(b) � 3 | d��⎧⎪⎨
⎪⎩

c = e2,

d = 3f2,

c2 − d2 = g2,

�� e, f, g ����
 e < c < n < x

⇒ e4 − 9f4 = g2.

�� x ���������

(c) � 3 | c2 − d2�� 3 ��� c � d��{
c = e2,

d = f2,
�� e, f �
���
�� 3 ���

⇒
{

(e2 − f2)(e2 + f2) = c2 − d2 = 3g2,

1 ≡ e2 ≡ f2 (mod 3).

� c, d �

��
	��� (e2 − f2, e2 + f2) = 1
��� 3 | e2 − f2 �

�

e2 + f2 = h2 ⇒ e, f ������ 3 ���.

�� e, f �� 3 ������

�� (a)
(b)
(c) ������ x4 − 9y4 = z2 ������ �

1.4 �������������

�� 1.5 ������������
√

2 ������

���	�
√

2 �����
����
√

2 =
q

p

������ p, q(p < q < 2p) �����
 q/p ��
���� p	�������

√
2 =

q

p
⇒ 2p2 = q2

⇒ 2(q − p)2 = (q − 2p)2

⇒
√

2 =
|q − 2p|
q − p

��� (q − p) < p ����� q/p ��
���� p 	���������
�
√

2
������ �
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�� 1.1 ����������������� ���������

�� 1.2 �� x4 + 1 = z2 ���� x, z�

�� 1.3 ����� x4 − y4 = z2 ����� x, y, z�

�� 1.4 ����� x4 − y4 = 2z2 ����� x, y, z�

�� 1.5 ����� x4 + 4y4 = z2 ����� x, y, z�

�� 1.6 �����
��������������
������!���

�� 1.7 � p ����������������
√

p ������


"���

��������#����������#�����������������

$�������������������%
�
&������#��'��

�������������(%)��
�)�&
&)�%���������

� 	�����

%!�������*�������

�!�����&�*�������

&!�����%�*�������

�����������(&)���������� 	�����

&!�������*�������

"���%
�
&�����������#�	�	���	��


��

���� a, b, c �����������������

1

a

α
1

b

β

1

c

γ
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��

α + β + γ =
π

4
,

����� a, b, c �	�


��

����

|3m − 2n| = 1

���� m � n�

���	
	Ǳ

���	
� 1956 ���
+���	Ǳ������ a, b, c �� a2 + b2 = c2��

���

ax + by = cz

������� x = y = z = 2 ��$Æ�������,��������
��

-%���./-��	�	�����	��⎧⎪⎨
⎪⎩

a = 2n + 1,
b = 2n(n + 1),
c = 2n(n + 1) + 1,

�� n ≡ 1, 4, 5, 9, 10 (mod 12)

�����	
	Ǳ�
��

�������0����
	������1�� 3n + 4n = 5n�� n = 2�
�	���	�
������
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