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���������

��� 2 �����
��� 65 ���� 1

2
• �� (3, 4, 5), (5, 12, 13) ����������	������������	

��

�����������

x2 + y2 = z2


��	����� (x, y, z)��

��
����� 2 ��� 2 ����

n����������������

xn + yn = zn

����� (x, y, z)�

• � (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19) ������������������� 2 �

������ (p, p + 2) �������������

4 [(p − 1)! + 1] + p ≡ 0 (mod p(p + 2)).

���������
	���
��	������

• �
�� p �


2p−1 ≡ 1 (mod p2)

�� p � Wieferich ��� 1093 ��������� Wieferich ����

21092 ≡ 1 (mod 10932).

����
	���
��	� Wieferich ���

• �� d ���������� [(3/2)d], {(3/2)d}������ (3/2)d ����

����� ��������!�������������� d��


2d{(3/2)d} + [(3/2)d] ≤ 2d.

�������
������� d ���������	��������

�����	

2d + [(3/2)d] − 2
1��� Paulo Ribenboim � Mathematics Magazine 71 (5) Dec. 1998 ���� Galimatias
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����� d ����
��d = 2 ����
���"����������

����	 4 �����#������ Lagrange ��#�����

5
• �� a, b, c, d ���������


a5 + b5 = c5 + d5,

�����Ǳ�a = c, b = d �
 a = d, b = c�� 5 ��� 3 ����
$


���	��� Ramanujan 	��

1729 = 93 + 103 = 13 + 123.

• �� p ������ p ≥ 5��
(

2p − 1
p − 1

)
≡ 1 (mod p3).

�������
	�%�$����������

• 	�&���f0 = 0, f1 = 1  fn = fn−1 + fn−2 (n ≥ 2)�� 5 �	��

F (x, y) = 2xy4 + x2y3 − 2x3y2 − y5 − x4y + 2y.

�����������

{fn | n = 1, 2, 3, · · · }

�

{F (x, y) | x, y �
	��� F (x, y) > 0}.

• �� < un >: u1 = 1, u2 = 2, un+2 = 5un+1 − un �

U = {1, 2, 9, 43, 206, · · · };

��� < vn >: v1 = 1, v2 = 3, vn+2 = 5vn+1 − vn �

V = {1, 3, 14, 67, 321, · · · }.

	 N �� 21n2 − 20 ���#����
��� n ���������	�

N = U ∪ V.
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• 11 ���
� 1 �������
� 1 �����
��
� 1 ����
�

�� Rn �'
� 1 �� 11 · · · 1 �
 n � 1��
� R2 = 11, R3 = 111���

�	��	�
� 1 ����Rn, n = 2, 19, 23, 317  1031���
��	�


� 1 ����
��	��

• ��
	���
��	�	� �
�����	�����������
(���
	���������

������⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

a2 + b2 = d2,

b2 + c2 = e2,

c2 + a2 = f2,

a2 + b2 + c2 = g2.

����
�������� abc � 11 �
��

• � n 
� 11 ��n(n+1)(n+2)(n+3) ���
��
� 11 ��������

Mahler������ f(x) �������	�����	������
	�

�������� P �)
�����������
��� P = {2, 3, 5, 7, 11}
������������� Nf,P ���� f(n) ��
���
� P ���

n ≤ Nf,P�

• ��*�Mersenne������� 2p − 1 �����+ p ������� Mp

�'�
� M11 = 211 − 1 = 2047 = 23 × 89 ���*�+���������

*�+Æ	������ Mp��+

p = 8069496435 × 105072 − 1.

19
• ��	� 19 ��,�������� 19 ��	����-$����.�	

�����

����

• ��� abc � 19 �
����������10a + b + 2c �� 19 �
��

• 19 ������������� n�

n! − (n − 1)! + (n − 2)! − · · · ± 1!.

�

�����%���
 n = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10  15�

• 
� 1 �� R19 ���*� M19 
����

• �&���f0 = 0, f1 = 1  fn = fn−1 + fn−2 (n ≥ 2)��� fp ����� p �

������$���
����
� f19 = 4181 = 37 × 113 ��
�$
�
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• Balasubramanian, Dress, Deshoullers � 1986 ���������
���� 19
���������Davenport � 1939 �����������������

� 16 �������������������������
	�

29
• ���/�	���� 29 �� a4 + b4 + c4�� a, b, c 
� 29 �
��

• 	 p �������� p� �

� p ��
������
�

3� = 2 × 3, 5� = 2 × 3 × 5, 11� = 2 × 3 × 5 × 7 × 11.

����Æ	��� p� + 1 � p� − 1 ���������
��	��	��

	�

5 = 3� − 1, 29 = 5� − 1, 2309 = 11� − 1


�������	��� p� − 1 ������ p�

p = 3, 5, 11, 13, 41, 89, 317, 991, 1873, 2053, · · ·

���
	���
��	��� p �� p� − 1 �����

• f(x) = 2x2 +29 ���
����	���/������	��	�����

��	���	�� f(x) ���������� f(0) ���������� r

�������� f(0)�� f(r)������� f(0), f(1), · · · , f(r−1)
��

����	�� f(x)���
����	���/����� f(x) = x2+x+41
����
����	����� f(0) = 41� f(1), f(2), · · · , f(39) 
����
� f(40) = 402 + 40 + 41 = 412 � 41 �
��

30
• ��� 5, 12, 13 �����	��������������	����
�

�������������� 30�

• d = 30 ��
�������������� a �
 1 < a < d � a � d -

��� a �������%��
������


d = 3, 4, 6, 8, 12, 18, 24.

���� Schatunowsky � 1893 � Wolfskehl � 1901 ����

60
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• 60 	������������� 0� 3500 ���12���23���


��
������4�	���

• 60����	��������)�	��� Ramanujan� 1915 ��5� �

 �������� n��	������'�������� m, 1 ≤ m < n�

�
 d(n) > d(m)��+ d(m) �' m ����������������	

����

2, 4, 6, 12, 24, 48, 60, 120, 180, 240, 360, 720, 840, · · · .

• 60 �!����
���� n������ d �
 d < n, d|n � d � n/d -

���� d � n ���!����� n ��
!����
� n��� n �!

���� 60 �!��� 1, 3, 4, 5, 12, 15, 20 �%���� 60��� 60 ���!

������	��!���
 6, 60, 90, 87360 �

218 × 3 × 7 × 11 × 13 × 19 × 37 × 79 × 109 × 157 × 313.

���!����

���

• ����������!��6	 60 ����

61
• �� k ≥ 0 � k + 10 ��

a1a2 · · · akxyxyxyxyxy

�����#���� xy = 21, 61 � 84�
��

1739288516161616161 = 13188208812 , 258932382121212121 = 5088539892 .

• ��*� M61 = 261 − 1 ��������Æ	���*� Mp = 2p − 1
+����� p = 2, 3, 5, 7, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281,

3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 86243, 110503,

132049, 216091, 756839, 859433, 1257787, 1398269, 2976221, 3021227�

63
• ���	������ Kaprekar’s 	�����+�Kaprekar’s 	�����

��
� k �� a1a2a3 · · · ak��+ a1, a2, a3, · · · , ak 
������

a1, a2, a3, · · · , ak ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

5



) a1, a2, a3, · · · , ak � k ������	�������� M� �����

� N��
��������������
� k �������
 0 ���

� k ������")���
��� k ��
����"����
���


���7�����������
�
���� 35 ��

53 − 35 = 18 → 81 − 18 = 63 → 63 − 36 = 27 → 72 − 27 = 45

→ 54 − 45 = 09 → 90 − 09 = 81 → 81 − 18 = 63 → · · · .

��� Karprekar’s 	����	�	�	8���������

��� 63 → 27 → 45 → 09 → 81.

��� 495.

��� 6174.

8�� 
��
���������

99954 → 95553,

98532 → 97443 → 96642 → 97731,

98622 → 97533 → 96543 → 97641.

• 
���� a, b (1 ≤ b < a)����� p �
 p|(an − bn)��� p 
��

a1 − b1, a2 − b2, · · · , an−1 − bn−1

�� p� an−bn �������26−16 = 63#
�������� 1 < n,n �= 6
��2n − 1n 
�9
����������� Zsigmondy �����

(1) n = 1, a − b = 1.

(2) n = 2, a, b 
�
�� (a + b) � 2 ����

(3) n = 6, a = 2, b = 1

���
����an − bn 
�9
��������

65
• (63, 16, 65) � (33, 56, 65) ������������	��+��
� 65�

• 65 ������� ab (0 ≤ b ≤ a ≤ 9) �� ab2 − ba2 �����#���
�

652 − 562 = 332�

• 65 ���/�-����� (Numeri idonei, convenient numbers)�����
�

������� n ��/�-�������#$
� p = x2 + ny2��+ x, y

�
	������������"�� p ��������

6



(1) 
	�� x1, y1 �
 p = x2
1 + ny2

1�� x = x1, y = y1�

(2) x � ny -��

$
��n = 1 �/�-������� n = 11 
�/�-����������

15 = 22 +11 ·12��+ (2, 1) ������
	����� 2� 11 ·1 -����
15 �
����Grube � 1874 ����n ���/�-����������

�����
�
 q = n + x2 ≤ (4n)/3 ���� x��� q = rs (2x ≤ r ≤ s)�
� r = s � r = 2x�
����

60 + 12 = 61,

60 + 22 = 64 = 4 · 16 = 8 · 8,
60 + 32 = 69,

60 + 42 = 76,

��) Grube �%��	� 60 ���/�-������/��� 1848 ��

�/�-��������

18518809 = 1972 + 1848 · 1002

�������/����������&�����	��/���� 65 �

/�-������

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 25, 28, 30, 33, 37, 40, 42,

45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, 165, 168,

177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385, 408, 462, 520,

760, 840, 1320, 1365, 1848.

���
�%�/�-������Chowla ���/�-������
��

��� Briggs, Grosswald,  Weinberger �	�	
 66 �/�-������
Ǳ�	��������4�4�/�-�������
������	��

��
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