前言

　　凱特蘭數的模型有上百種，很難一一仔細介紹，因此在第一部分中先簡單的介紹什麼是凱特蘭數，它具有什麼樣的性質。

在第二部分中，列出了六種較常見也較淺顯易懂的模型，而這六種模型中以模型Ⅰ及模型Ⅴ最廣為人知且基本。
在第三部分中，則去找出這六種模型之間的相互對應關係，

在第四部分中，舉出五種較特別的模型，並將這五種模型與模型Ⅰ或模型Ⅴ互相對應。
在討論的部份中，則是探討在一些模型中發現的特殊性質。
第一部分

定義：

　　將多個未知數
[image: image429.wmf]111111
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用
[image: image2.wmf]n

個括弧以合法的方式將之括起來有許多種方法，而這樣的方法數我們稱之為凱特蘭數。

性質：

1. 
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滿足像這樣的遞迴關係式
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2. 
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的生成函數為
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<proof>假設
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的生成函數為
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<proof>先計算
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因此
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而且
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第二部分
　　首先，我們將列舉出一些常見的Catalan Numbers
[image: image16.wmf]n

C

的模型，如下：
I. 平面二元樹圖（Plane binary trees）且有
[image: image17.wmf]1
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個終點（end point），即有
[image: image18.wmf]21

n
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個頂點（vertex)。
此時，我們將平面二元樹圖的終點由右至左依序標上1, 2, …, 
[image: image19.wmf]1
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等數字，以
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為例，下圖為
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的情形：
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II. 由
[image: image23.wmf]n

個
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及
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個
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所組成的數列，並滿足部份和皆大於等於
[image: image27.wmf]0

。
以
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為例，以下為
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的情形：
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III. 將
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個未知數
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用
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個括弧以合法的方式將之括起來。
以
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為例，以下為
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的情形：
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IV. 每次移動
[image: image45.wmf](1,1)

或是
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，移動
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個
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及
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個
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且保持位置都不會低於起點的方式。
以
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為例，以下為
[image: image52.wmf]3
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的情形：
[image: image53.emf]
V. 在直角坐標平面上，從
[image: image54.wmf](0,0)

以走捷徑的方式走到
[image: image55.wmf](,)
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，但都不會超過
[image: image56.wmf]xy
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這條直線。
以
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為例，以下為
[image: image58.wmf]3
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的情形：
[image: image59.emf]
VI. 將正
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邊形用未在內部相交的
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條對角線分成
[image: image62.wmf]n

個三角形。
從某一個邊開始，依序標上1, 2, …, 
[image: image63.wmf]1
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等數字，並在最後一條邊標上
[image: image64.wmf]e

。（此一作法，目的是為了讓我們所要討論的內容不會因為旋轉而受到影響）
以
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為例，以下為
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的情形：
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第三部分
　　我們從這六種模型中挑出兩個基本模型Ⅰ和Ⅴ，並將這幾種模型用一些很巧妙的方式將它們做聯結，並有以下的聯結圖。

[image: image68]
（Ⅰ
[image: image69.wmf]Û

Ⅴ）

（Ⅰ→Ⅴ）我們先將樹圖逆時鐘旋轉
[image: image70.wmf]90

o

，從起點開始，在邊上依序標號，規則如下：由最左邊的點開始，先往右上開始標號，若是遇到無法再向右上標號的頂點時，回到前面有連結尚未標號的邊的頂點，往右下標號一次後，再往右上標號，又遇到無法再向右上標號的頂點時，再回到前一頂點，往右下標號一次，再往右上標號，如此步驟可將所有的邊都標上數字。如下圖。
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（此為
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的情形）
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（此為
[image: image74.wmf]3
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的情形）
　　再來，依照標示邊的順序，右上則為在模型Ⅴ中移動
[image: image75.wmf](1,0)

，右下則為在模型Ⅴ中移動
[image: image76.wmf](0,1)

。
（Ⅴ→Ⅰ）同樣地，從
[image: image77.wmf](0,0)

開始，在捷徑上每次移動的路徑標上順序。再任取一點做為樹圖的起點，按照順序從起點開始畫出樹圖的邊。若是在模型Ⅴ中移動
[image: image78.wmf](1,0)

，則往右上畫一條邊，若是在模型Ⅴ中移動
[image: image79.wmf](0,1)

，則往前至只有一個後繼元的頂點向右下畫一條邊。
（Ⅰ
[image: image80.wmf]Û

Ⅲ）
（Ⅰ→Ⅲ）從底層開始，將兩連續整數
[image: image81.wmf],
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立即相接（如
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立即相接，而
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並沒有立即相接）的頂點標上
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（如
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）；同樣地，往上一層，將立即相接的頂點標上記號，（如
[image: image86.wmf]((12)3)

），如此直到樹圖的起點也被標上記號為止。再將數字
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變成
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即可。
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 （此為
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的情形）
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 （此為
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的情形）
（Ⅲ→Ⅰ）先將數字
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變成
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，以
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為例，變成
[image: image96.wmf](1((23)4))

，從最外層的括弧開始，拿去括弧之後剩下
[image: image97.wmf]1

和
[image: image98.wmf]((23)4)

，因此以某一點為樹圖的起點，畫出兩個後繼元，一個為
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（因為
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比
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任何的數字都小，故將
[image: image102.wmf]1

擺在右邊），另一個為
[image: image103.wmf]((23)4)

，同樣地拿去
[image: image104.wmf]((23)4)

最外層的括弧，剩下
[image: image105.wmf](23)

和
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，因此也在
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畫出兩個後繼元，一個為
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（因為
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比
[image: image110.wmf](23)

任何的數字都大，故將
[image: image111.wmf]4

擺在左邊），另一個為
[image: image112.wmf](23)

，如此直到沒有括弧為止，即可得到一個與
[image: image113.wmf]1234
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相對應的樹圖。
（Ⅰ
[image: image114.wmf]Û

Ⅳ）
（Ⅰ→Ⅳ）同（Ⅰ→Ⅴ）在樹圖上對邊標號，並依照順序，若是右上則在模型Ⅳ中移動
[image: image115.wmf](1,1)

，若是右下則在模型Ⅳ中移動
[image: image116.wmf](1,1)
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即可。
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（此為
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（此為
[image: image120.wmf]3
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的情形）
（Ⅳ→Ⅰ）任取一點做為樹圖的起點，按照在模型Ⅳ中按照移動的順序，從起點開始畫出樹圖的邊。若是在模型Ⅳ中移動
[image: image121.wmf](1,1)

，則往右上畫一條邊，若是在模型Ⅳ中移動
[image: image122.wmf](1,1)

-

，則往前至只有一個後繼元的頂點向右下畫一條邊。
（Ⅵ
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Ⅲ）
（Ⅵ→Ⅲ）如圖
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和
[image: image126.wmf]3

為兩連續正整數且同時為一個三角形的兩邊，故在第三邊標上
[image: image127.wmf](23)

；同樣地，
[image: image128.wmf](23)

和
[image: image129.wmf]4

同時為一個三角形的兩邊，故在第三邊標上
[image: image130.wmf]((23)4)

；
[image: image131.wmf]((23)4)

和
[image: image132.wmf]1

同時為一個三角形的兩邊，故在第三邊標上
[image: image133.wmf](1((23)4))

；再將
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轉換成
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即可。
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 （此為
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  （此為
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的情形）
（Ⅲ→Ⅵ）

（Ⅲ→Ⅵ）以
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的
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為例，先畫出一個正五邊形，並在五個邊以順時鐘方向標上
[image: image142.wmf]1,2,3,4,
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。首先將
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轉換成
[image: image144.wmf](1((23)4))

，拿去最外層括弧後，剩下
[image: image145.wmf]((23)4)

和
[image: image146.wmf]1

，因此連線段
[image: image147.wmf]((23)4)

使得原來的
[image: image148.wmf]e

和剩下的
[image: image149.wmf]((23)4)

,
[image: image150.wmf]1

形成一個三角形；同樣地，拿去
[image: image151.wmf]((23)4)

最外層括弧後，剩下
[image: image152.wmf](23)

和
[image: image153.wmf]4

，因此連線段
[image: image154.wmf](23)

使得原來的
[image: image155.wmf]((23)4)

和剩下的
[image: image156.wmf](23)

,
[image: image157.wmf]4

形成一個三角形；如此下去，即可。
（Ⅵ
[image: image158.wmf]Û

Ⅰ）

（Ⅵ→Ⅰ）先在模型Ⅵ的圖形中，各線段皆取中點。從
[image: image159.wmf]e

邊的中點開始，自
[image: image160.wmf]e

的中點連向兩邊的中點，再由兩邊的中點各自連向未連過三角形的另兩邊中點，如此下去直到都連到正
[image: image161.wmf]2
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邊形的邊為止，可得到一個平面二元樹圖。在不影響樹圖結構及維持終點數字由右至左遞增的條件下，將方才所連的線段繪成標準的樣子，即可。
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（此為
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（此為
[image: image165.wmf]3
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的情形）
（Ⅰ→Ⅵ）先畫出一個正
[image: image166.wmf]2
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邊形，並在邊以順時鐘方向標上
[image: image167.wmf]1,2,...,1,
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。從樹圖的最底層開始，連一線段使立即相接（如圖
[image: image168.wmf]3
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，
[image: image169.wmf]2

和
[image: image170.wmf]3

立即相接，而
[image: image171.wmf]1

和
[image: image172.wmf]2

並未立即相接）的兩數圍成一個三角形；同樣地，連線段使得第二底層立即相接的圍成三角形，如此即可將正
[image: image173.wmf]2
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邊形分成
[image: image174.wmf]n

塊三角形。
（Ⅴ
[image: image175.wmf]Û

Ⅳ）

　　模型Ⅴ中對角線與捷徑之間所圍的圖形與模型Ⅳ的圖形相似。
　　模型Ⅴ中移動
[image: image176.wmf](1,0)

與模型Ⅳ中移動
[image: image177.wmf](1,1)

是互相對應的；模型Ⅴ中移動
[image: image178.wmf](0,1)

與模型Ⅳ中移動
[image: image179.wmf](1,1)

-

是互相對應的。
[image: image428.wmf]1111
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[image: image180.emf]（此為
[image: image181.wmf]2
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的情形）
[image: image182.emf]（此為
[image: image183.wmf]3
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的情形）
（Ⅴ
[image: image184.wmf]Û

Ⅱ）

　　模型Ⅴ中移動
[image: image185.wmf](1,0)

與模型Ⅱ中的
[image: image186.wmf]1

是互相對應的；模型Ⅴ中移動
[image: image187.wmf](0,1)

與模型Ⅱ中移動
[image: image188.wmf]1

-

是互相對應的。
[image: image189.emf]  （此為
[image: image190.wmf]2
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的情形）
[image: image191.emf]   （此為
[image: image192.wmf]3
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的情形）
（Ⅱ
[image: image193.wmf]Û

Ⅳ）

　　模型Ⅳ中移動
[image: image194.wmf](1,1)

與模型Ⅱ中移動
[image: image195.wmf]1

是互相對應的；模型Ⅳ中移動
[image: image196.wmf](1,1)

-

與模型Ⅱ中移動
[image: image197.wmf]1

-

是互相對應的。
[image: image198.emf]   （此為
[image: image199.wmf]2
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的情形）
[image: image200.emf]    （此為
[image: image201.wmf]3

n

=

的情形）
第四部分

【模型Ａ】
　　底層
[image: image202.wmf]n

個相同大小的圓，往上堆相同大小的圓而可維持穩定的堆垛方式。以
[image: image203.wmf]3

n

=

為例，以下為
[image: image204.wmf]3

C

的情形：

[image: image205.emf]
（Ａ→Ⅴ）
　　將模型Ａ堆垛的情形先補成完整的形狀，將所補的圓一排一排按順序放置在方格中，再從
[image: image206.wmf](0,0)

延著有圓的邊界走到
[image: image207.wmf](,)
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即為模型Ⅴ。

[image: image208.emf]�

2

�

4

�

3

�

1

　　[image: image209.emf]�

4

�

3

�

2

�

1


                                                     （此為
[image: image210.wmf]4
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的情形）
（Ⅴ→Ａ）
　　每排捷徑下方有幾格方格，便在所對應那排從上方開始拿去完整堆垛的同樣數目的圓，即為模型Ａ。
【模型Ｂ】
　　將圓周上
[image: image211.wmf]2

n

個點以
[image: image212.wmf]n

條不相交的弦相連。以
[image: image213.wmf]3
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為例，以下為
[image: image214.wmf]3

C

的情形：
[image: image215.emf]
（Ｂ→Ⅴ）
　　從某一頂點開始（有記號的那點），依順時針的方向，若是遇到頂點尚未標號，就把該頂點標上
[image: image216.wmf]1

，把所連弦的另一頂點標上
[image: image217.wmf]1

-

，如此會將所有的頂點都標號，再從有記號的那點開始，依順時針方向，所標的數字若為
[image: image218.wmf]1

，則表示在模型Ⅴ中移動
[image: image219.wmf](1,0)

，所標的數字若為
[image: image220.wmf]1

-

，則表示在模型Ⅴ中移動
[image: image221.wmf](0,1)

，此即所對應的模型Ⅴ的某一情形。
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的情形）
[image: image224.emf]�

1

�

1

�

-1

�

1

�

-1

�

-1

�

1

�

-1

（此為
[image: image225.wmf]4
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的情形）
（Ⅴ→Ｂ）

　從模型Ｂ有標示的頂點開始，順時鐘標上數字，若是在模型Ⅴ中，先移動
[image: image226.wmf](1,0)

，則標上數字
[image: image227.wmf]1

，若是在模型Ⅴ中移動
[image: image228.wmf](0,1)

，則標上數字
[image: image229.wmf]1

-

，如此可將模型Ｂ的頂點都標上數字。每個標號為
[image: image230.wmf]1

的頂點，都順時鐘依序將頂點所標的數字做加總，遇到第一個恰好使總和為零的頂點時，便將兩個頂點相連，如此即可得到模型Ｂ。
【模型Ｃ】
　　模型Ａ中，圓周上
[image: image231.wmf]2

n

個點以
[image: image232.wmf]n

條不相交的弦相連，每一組平行弦的個數恰為
[image: image233.wmf]n
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。以
[image: image234.wmf]3
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為例，以下為
[image: image235.wmf]3

C

的情形：

[image: image236.emf]
（Ｂ與Ｃ）
　　在這裡我們要討論的是Ｂ與Ｃ的關係。
　　首先，我們要先討論，在模型Ｂ中，弦的斜率只有
[image: image237.wmf]n

種。
在圖形中，每個頂點可以連接弦的方式都有
[image: image238.wmf]21
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種，但是我們有限制弦與弦之間是不能相交的，因此實際上每個點可以連的弦只有
[image: image239.wmf]n

種，又弦有兩個端點，故可連的弦有
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條。但是在
[image: image241.wmf]3
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的圖形中我們可以很容易的發現，正
[image: image242.wmf]2
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邊形的邊和對角線中，有
[image: image243.wmf]n

條是平行的，因此弦的斜率只有
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種。

　　而模型Ｃ中，將所有的情形旋轉
[image: image245.wmf]360
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後，仍和原本的情形相同，故這
[image: image246.wmf]n

種斜率的個數都相同；又每種情形都有
[image: image247.wmf]n

條弦，因此模型Ｃ總共有
[image: image248.wmf]n
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條弦，故每種斜率的弦的個數為
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條，也就是說水平弦的個數為
[image: image250.wmf]n
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【模型Ｄ】
　　
[image: image251.wmf]n

階階梯狀的圖形用
[image: image252.wmf]n

塊長方形拼之。以
[image: image253.wmf]3
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為例，以下為
[image: image254.wmf]3

C

的情形：

[image: image255.png]



（Ｄ→Ⅰ）

　　首先，在模型Ｄ的階梯狀圖形上標上數字，如圖。並在每塊長方形的左上角點上一點，往右及往下的方向連線，連至圖形外或是連至方才所點上的點，如此即為模型Ⅰ的一種情形。
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　　　[image: image257.emf]�

3

�

2

�

1

�

4

（此為
[image: image258.wmf]3
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的情形）
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（此為
[image: image261.wmf]4
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的情形）
（Ⅰ→Ｄ）

　　同樣地，在模型Ｄ的階梯狀圖形上標上數字。以圖中
[image: image262.wmf]4
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的情形為例，如在模型Ⅰ中立即相接的一對數字（如
[image: image263.wmf]3,4

），在模型Ｄ中將數字小的往左，數字大的往上，交於一點；同樣地，在模型Ⅰ中，
[image: image264.wmf]5

和
[image: image265.wmf](34)

那點立即相接，便在模型Ｄ中將
[image: image266.wmf](34)

往左
[image: image267.wmf]5

往上，相交於一點；依此類推，可得到
[image: image268.wmf]4

n

=

個點，再補上水平和鉛直的線段使這四個點為長方形的左上角，即為模型Ｄ的情形。

【模型Ｅ】（克卜勒塔 Kepler Towers）
　　克卜勒塔是由好幾圈同心圓所構成，並將這許多圈的同心圓分成
[image: image269.wmf]s

群，第
[image: image270.wmf]k

群的同心圓由正
[image: image271.wmf]x

軸方向逆時鐘等分成
[image: image272.wmf]2

k

個弦並依序標上編號，再從這些弦由內而外選出
[image: image273.wmf]n

塊，但是選取的條件如下：
1. 第
[image: image274.wmf]k

群最內圈的圓一定要選取
[image: image275.wmf]1,3,5,...21
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塊。
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2. 不能同時選取同一圓上相鄰的兩塊。（即不能同時選取
[image: image277.wmf]i

和
[image: image278.wmf]1
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，也不能同時選取
[image: image279.wmf]1

和
[image: image280.wmf]2

k



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image281.wmf](1)
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）

3. 在選下一圈的部份時，一定要與內一圈所選取的部份相鄰。（即若內一圈選了
[image: image282.wmf]3(mod2)

k

，則下一圈可在
[image: image283.wmf]3,4,5(mod2)

k

中選擇一個
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則可選取的情況總數恰好為
[image: image285.wmf]n
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。以
[image: image286.wmf]3
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為例，以下為
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的情形：
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　　首先，我們先為模型Ｅ的克卜勒塔做編號：從內圈開始，寫下每圈所選取弦的編號，以
[image: image289.wmf].

分隔同一圈內所選取的弦，以
[image: image290.wmf],

分隔圈與圈之間，以
[image: image291.wmf];

分隔群與群之間。上圖
[image: image292.wmf]3
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為例，依序的編號為
[image: image293.wmf]1,1,1

　
[image: image294.wmf]1,1,2

　
[image: image295.wmf]1,2,1

　
[image: image296.wmf]1,2,2

　
[image: image297.wmf]1;1.3

。
（Ｅ→Ⅰ）

　　以下圖一
[image: image298.wmf]3
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為例，第一群第一圈為規定的
[image: image299.wmf]1

，故從起點開始畫兩個後繼元，並由左至右標上
[image: image300.wmf]1

和
[image: image301.wmf]2

，第一群第二圈為
[image: image302.wmf]2

，則在標上
[image: image303.wmf]2

的位置畫兩個後繼元（意即，該圈選取編號為何，便在該位置畫上兩個後繼元，同時選取多個亦然），同樣地我們也要為這兩個後繼元編號，因為這兩個後繼元是接在
[image: image304.wmf]2

的下面，故由左至右標上
[image: image305.wmf]1

和
[image: image306.wmf]2

（意即，接在形如
[image: image307.wmf]2

k

的下面，便由左至右標上
[image: image308.wmf]21,2
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；若接在形如
[image: image309.wmf]21

k
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的下面，便由左至右標上
[image: image310.wmf]21,2
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）；第一群第三圈為
[image: image311.wmf]1

，則在標上
[image: image312.wmf]1

的位置畫兩個後繼元，並便由左至右標上
[image: image313.wmf]1

和
[image: image314.wmf]2

，此即為模型Ⅰ的情形。
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（圖一：此為
[image: image317.wmf]3
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的情形）
　　以下圖二
[image: image318.wmf]4
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為例，第一群第一圈為規定的
[image: image319.wmf]1

，故從起點開始畫兩個後繼元，並由左至右標上
[image: image320.wmf]1

和
[image: image321.wmf]2

；接下來為第二群第一圈，規定為
[image: image322.wmf]1.3

，便在
[image: image323.wmf]1

和
[image: image324.wmf]2

的位置各畫兩個後繼元，並由左至右標上
[image: image325.wmf]1,2,3,4

（意即，開始新的一群時，便全部畫上兩個後繼元），再來第二群第二圈為
[image: image326.wmf]4

，便在
[image: image327.wmf]4

的位置畫上兩個後繼元，並由左至右標上
[image: image328.wmf]3

和
[image: image329.wmf]4

，即為模型Ⅰ的情形。
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                                                           （圖二：此為
[image: image332.wmf]4
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的情形）
（Ⅰ→Ｅ）

　　將模型Ⅰ由上層開始，將每層的頂點由左至右編號，如圖。再由最上面的頂點開始，若是每個頂點都有兩個後繼元，則表示一個新的群的開始，第一圈要滿足條件一的規定，如圖一第一層唯一一個頂點有兩個後繼元，表示第一群開始，第一圈一定要畫
[image: image333.wmf]1

；接下來同一層中若是在
[image: image334.wmf]k

頂點有兩個後繼元，則表示該圈選取第
[image: image335.wmf]k

個弦（同一層中若有多個頂點有兩個後繼元，則表示該圈選取了多個弦，但注意若是全部有後繼元，則是一個新群的開始）。
討論

【討論Ⅰ】
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　　在模型Ｅ中，在選取
[image: image337.wmf]n

個弦時，有一種方法是只有第一群，這
[image: image338.wmf]n

個圓都只等分成
[image: image339.wmf]2

個弦，並在這
[image: image340.wmf]n

個圓上選取。依規定，第一圈要是
[image: image341.wmf]1

，而接下來可以在剩下的
[image: image342.wmf]1
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個圓任意在每個圓上選取一個弦，因此模型Ｅ的選取方法至少有
[image: image343.wmf]1
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種，且不管怎麼選都會滿足規定。但是選取的方法並不是只有第一群，可以有很多群，故得到不等式

[image: image344.wmf]1

2.

n

n

C

-

³


　　而其實這個不等式在很簡單的運算下也可證明之：
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【討論Ⅱ】
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　　在模型Ａ的條件中，若是加上一個新的條件，則此新模型Ｇ方法數所產生的數列恰為費氏數列的奇數項
[image: image347.wmf]21
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，為了方便起見，令
[image: image348.wmf]21
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。此一條件為規定每一層的圓皆須相連。以下為
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，即
[image: image350.wmf]53
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的情形：

[image: image351.emf]
此時情形與
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相同。但
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時便有
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1. 驗證
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為費氏數列的奇數項：

· 費氏數列的奇數項滿足
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　　　　<proof>由費氏數列的遞迴關係式可得下列兩等式：
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即
[image: image389.wmf]11
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· 模型Ｇ滿足
[image: image390.wmf]11
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　　　　<proof>底為
[image: image391.wmf]1
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個圓的擺法，可以考慮以下三種方式：
第一種為
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其中紅色三角形為底為
[image: image393.wmf]n

個圓的情形，故方法數為
[image: image394.wmf]n
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。
第二種為
[image: image395.emf]�
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其中紅色三角形為底為
[image: image396.wmf]n

個圓的情形，故方法數為
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。
第三種為
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其中紅色三角形為底為
[image: image399.wmf]n

個圓的情形，故方法數為
[image: image400.wmf]n
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。
然而這三種方法之間重複了一些情形為
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