1、 研究背景與目的
    學科能力測驗的功能是檢定學生的基本學科能力，以提供大學校系篩選之用，故其計分方式採用級分制。過去五年分為十級分，由於應考人數逐年不斷增加，十級分已不敷使用，所以從八十八學年度起將採用十五級分。一般對於考試分數的觀念是分數越高，代表能力越好，至於是具備那些能力則無法由分數來判斷。特別是具有檢定功能的學科能力測驗，如果能將每一級分所代表的能力與概念界定清楚，不論是對大學校系或命題者而言，將意義非凡。

    本研究將分析八十三～八十八學年度的學科能力測驗試題，並綜合大學教授、高中老師之教學與研究經驗，研擬學科能力測驗的級分意義。由於此項研究尚仰賴學科、統計、測驗等多位專家，以多面向的角度深入探討，實屬長期研究。因此現階段的計劃重點是將考生能力大略分為三等，研擬每一等考生的能力與所具備的數學概念。
2、 研究方法與步驟

    本研究兼採量化調查與質化分析。研究小組定期開會討論，先將數學內容分類，決定針對數與代數兩個主題，對八十三至八十八學年度學科能力測驗試題進行試題分析。同時也探討各級考生可能採取的解題策略，與無法正確解題的原因，藉此擬定考題層級，與該數學概念涉及的初、中、高等三級的能力。最後，建立各級數學概念與能力指標，並深入探討選項分析的結果，提供教師教學與命題的參考。

1、 研究工具

    本研究是採取八十三到八十八學年度大學入學考試中心學科能力測驗數學科的試題為研究工具，研究小組依試題的數學內容先將所有考題分為數與代數、函數、幾何、排列組合與機率統計等四大類，對關於數與代數為單元的試題進行分析。本單元的試題有（試題與統計資料參見附錄）：

八十三學年度：選擇題1，填充題2，填充題10

八十四學年度：選擇題2，選擇題3，填充題13

八十五學年度：選擇題1，選擇題14

八十六學年度：選擇題4，填充題A
八十七學年度：選擇題2，選擇題5，填充題B，填充題F，填充題H

八十八學年度：選擇題1，選擇題5，選擇題6，填充題B
    本研究亦參考各年度試題的考生答對率與鑑別指數等統計資料（參見附錄），將考生總分排序之後，人數分為三等分，以了解各組考生的答題情況，並深入分析答對率與鑑別度，據之將試題分為初、中、高三組。再針對每一試題，依數學內容與能力兩軸討論，製成九宮格（參見第三章）。各統計資料的定義如下：
P＝全部考生答對率

Ph＝高分組(前33%)考生答對率

Pm＝中分組(中間33%)考生答對率

Pl＝低分組(後33%)考生答對率

D＝全部考生鑑別度Ph – Pl
D1＝高、中分組考生鑑別度 Ph –Pm
D2＝中、低分組考生鑑別度Pm– Pl 
T＝多重選擇題答對率

2、 研究方法

(一)文獻探討

    本研究旨在發展數學的能力指標，研究期間蒐尋相關理論與研究結果，作為建立指標的參考。相關文獻包括：

1. 大學入學考試中心學科能力測驗試題分析，包括各試題的答對率、鑑別度及多重選擇題的選項分析。

2. Wilson數學教育目標模型

3. 美國NCTM學科能力標準

4. 近年相關大學聯考試題

(二) 內容分析

    本研究是以小組座談方式，定期開會進行。由學生的學習心理面、學習社會面、以及數學學科本質，參考試題的統計結果，多方面討論，以腦力激盪方式探討數學科能力的相關議題。研究期間所進行的內容包括：

1. 數學內容分類：現行高一、高二的數學教材大致可分為四大類：數與代數、函數、幾何與排列組合，研究小組選定數與代數為單元，對八十三到八十八學年度學科能力測驗數學科的相關試題進行分析。其中數與代數單元又可細分為四個主題如下：

(1) 整數的算術性質

(2) 實數與複數

(3) 數列、級數與歸納法

(4) 多項式的算術性質

2. 試題分析：針對數與代數單元的試題逐題討論，相關因素如下：

(1) 測驗目標：概念、程序與解題能力

(2) 數學內容難度

(3) 教材安排

(4) 教學的影響

(5) 學生常見的學習困難

(6) 試題的答對率與鑑別度

3. 數學技能分類：由試題分析的結果，歸納各級考生所須具備的能力如下：

(1) 計算與估算的能力

(2) 分析與歸納的能力

(3) 策略或程序的選擇

(4) 連結與轉換的能力

3、 研究步驟

本研究的主要工作項目為蒐集資料與分析資料，進行步驟以流程圖表示如下：
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3、 研究結果與討論

一、數學軸
    本節擬將數與代數分為四個主題：整數的算數性質、實數與複數的概念、數列、級數與歸納法、多項式的算術性質，再依各個主題製定級分標準。

(一)整數的算術性質
    人類的許多日常生活問題都可以輕易的利用整數的算術性質表徵出來，所以整數便成為學生最容易瞭解的數學概念，也是學生學習數學的第一步。因此，熟悉各種整數的算術性質將有助於解決許多日常生活問題（至少可以快速的將問題用算術性質表徵出來）。整數的算術性質包括：
1.  因數與倍數。
2.  除法原理與輾轉相除法。

  (1) 初級
     ⊙能瞭解因數與倍數的意義。
例1.【87年學科能力測驗選擇題5】

已知「偶數的平方是4的倍數；奇數的平方除以4餘數為1」。考慮五個數：513,226,216,154,145。試問下列何者可以和上述五數中的某一數相加成為完全平方數？

(1) 513

(2) 226

(3) 216

(4) 154

(5) 145

⊙整數標準分解式之使用。
⊙能瞭解公因數與公倍數的意義。

⊙基本除法原理與輾轉相除法的使用。
例2.【85學科能力測驗選擇題1】


[image: image253.wmf]。

1

,

,

5

2

,

1

1

2

4

1

³

+

=

-

=

=

+

+

n

a

a

a

a

a

n

n

n

除以13的餘數為  

(A) 1

  (B) 2

(C) 4


(D) 6


(E) 8

例3.【88年學科能力測驗選擇題1】

下列何者是
[image: image2.wmf]100

2

除以10的餘數？

(1) 0

(2) 2


(3) 4


(4) 6


(5) 8

  (2) 中級

     ⊙判斷一數是否為質數。

     ⊙不明顯除法原理或輾轉相除法的使用。
例4.【84學科能力測驗選擇題2】

若將
[image: image3.wmf]5911
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化為最簡分數，則其分母為何？

(A) 100487 


(B) 100489 


(C) 10280 

(D) 25825159 


(E) 25825161

  (3) 高級
     ⊙將問題轉換成因數與倍數或輾轉相除法的應用。
     ⊙ 
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 的活用。

(二)實數與複數的概念
1.  實數與複數的基本運算。
2.  複係數方程式的根。

  (1) 初級
     ⊙實數的基本四則計算。
例5.【83學科能力測驗選擇題1】
設a=
[image: image5.wmf]47
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+

，則a在那兩個連續整數之間？

(A)0與1



(B)1與2



(C)2與3

(D)3與4



(E)4與5

  (2) 中級
     ⊙複數的四則計算。

  (3) 高級
     ⊙複數係數方程式的根。

(三)數列、級數與歸納法
    探索數學問題的初步就是要從中抽絲剝繭以得到有意義的數據，或是能反應問題本身的資料。而最簡單的數據或資料的呈現方式當然是使用數列來呈現。因此，培養對數列的敏銳觀察、高度透視與歸納的能力是解題重要的訓練課題。除等差（等比）數列與等差（等比）級數要有深刻的體認之外，對於較有規律的數列與級數的觀察與歸納能力的學習亦是相當重要的。因此擬將此部分分類及級分說明如下：
1.  等差（等比）數列與等差（等比）級數。

2.  無窮級數。

3.  數列與級數的觀察與歸納能力。

  (1) 初級
     ⊙求等差、等比數列的首項、公差與公比。
例6.【86年學科能力測驗選擇題4】

有一個無窮等比級數，其和為
[image: image6.wmf]9

8

，第四項為
[image: image7.wmf]32

3

。已知公比為一有理數，則當公比以最簡分數表示時，其分母為

(1)
2

(2) 3


(3) 4


(4) 6


(5) 8

例7【87年學科能力測驗填充題F】

在等比數列
[image: image8.wmf]n

a

中

則
[image: image9.wmf]n

a

的公比=      。

     ⊙直接使用等差、等比級數的求和公式。

  (2) 中級
     ⊙使用 
[image: image10.wmf]å

符號求和問題。
     ⊙無窮級數的求和問題（含循環小數的計算）。
例8.【83年學科能力測驗填充題2】

一皮球們離地面10公尺高處落下，首次反彈高度為
[image: image11.wmf]3

10

公尺，此後每次反彈高度為其前次反彈高度的
[image: image12.wmf]3

1

，則此球到完全靜止前，所經過路徑的總長度為       公尺。

例9.【87年學科能力測驗填充題B】

設
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與
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例10.【88年學科能力測驗選擇題5】

試選出正確的選項：
 (1) 
[image: image17.wmf]43
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     ⊙由數列或級數的性質觀察或歸納出簡單的規律。
例11.【84學科能力測驗填充題13】

已知二多項式
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則
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的乘積中，
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的係數為       。

  (3) 高級
     ⊙等差、等比數列首尾項和（積）為定值的表徵問題。
例12.【85年學科能力測驗選擇題14】

有一個101項的等差數列
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 (A)
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     ⊙將幾何量（如線段長、面積或體積）表為無窮級數的求和問題。

(四)多項式的算術性質
    將多項式所含的變數當做未知數時，多項式的運算（指加、減、乘、除）與整數幾乎一樣，這時整數上的算術性質皆可以類比到多項式上來；但是將多項式所含的變數當做已知數時，代入適當的值，可以得到多項式本身獨具的一些算術性質。因此，釐清（或判斷）何時用類比解題，何時用多項式獨具的算術性質解題是學習多項式的重要訓練工作。我們將就這兩大方向來分級。
1. 多項式上與整數可以類比的算術性質，如除法定理、輾轉相除法、最高公因式與最低公倍式。
2. 多項式本身獨具的算術性質如餘式定理、因式定理、一次因式檢查法。

  (1) 初級
     ⊙多項式的四則運算。
     ⊙餘式定理與利用餘式定理求值問題。

例13.【86年學科能力測驗填充題A】

設
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⊙因式定理。
⊙一次因式檢查法。

  (2) 中級
⊙具體多項式的輾轉相除法。
⊙具體多項式的最高公因式與最低公倍式。

  (3) 高級
     ⊙除式是高次的除法定理。
例14.【87年學科能力測驗填充題H】

設
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     ⊙含有未知數的輾轉相除法、最高公因式與最低公倍式問題。
例15.【83年學科能力測驗填充題10】

已知
[image: image42.wmf]p

為常數，若
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的最低公倍式為四次式，則
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    綜合以上數學軸的級分意義作成表一。

表一：數與代數級分意義表


初  級 
中  級 
高  級 

整數的

算術性質
· 能瞭解因數與倍數的意義。

· 整數標準分解式之使用。
· 能瞭解公因數與公倍數的意義。

· 基本除法原理與輾轉相除法的使用。
· 判斷一數是否為質數。

· 不明顯除法原理或輾轉相除法的使用。
· 將問題轉換成因數與倍數或輾轉相除法的應用。
· 
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實數與複數的概念
· 實數的基本四則計算。
· 複數的四則計算。
· 複數係數方程式的根。

數列、級數與歸納法
· 求等差、等比數列的首項、公差與公比。
· 直接使用等差、等比級數的求和公式。
· 使用 
[image: image47.wmf]å

符號求和問題。
· 無窮級數的求和問題（含循環小數的計算）。
· 由數列或級數的性質觀察或歸納出簡單的規律。
· 等差、等比數列首尾項和（積）為定值的表徵問題。
· 將幾何量（如線段長、面積或體積）表為無窮級數的求和問題。

多項式的

算術性質
· 多項式的四則運算。
· 餘式定理與利用餘式定理求值問題。  

· 因式定理。
· 一次因式檢查法。
· 具體多項式的輾轉相除法。
· 具體多項式的最高公因式與最低公倍式。


· 除式是高次的除法定理。
· 含有未知數的輾轉相除法、最高公因式與最低公倍式問題。

二、能力軸

    本節將探討數學在解題過程中需具備哪些能力，並將解題所需的各種能力粗分為初、中、高三級，當成縱軸，稱之為能力軸。

    首先我們對解題所需的能力，作些資料蒐集。 在數學能力方面，高中數學教育應培養哪些數學能力？大學各院系新生應具備哪些數學能力？根據大學入學考試數學科研究報告（林光賢等，1993）中所作的調查，數學基本能力應包含下列各項：

(1) 形成問題的能力。

(2) 收集資料的能力。

(3) 計算的能力。

(4) 使用，閱讀圖表數據的能力。

(5) 使用數學符號(符號圖表數據)的能力。

(6) 邏輯推理的能力。

(7) 合理的判斷能力。

(8) 解決問題的能力。

    調查的結果發現： 大學新生在計算能力與使用閱讀圖表數據的能較好，使用數學語言表達想法想法的能力較差，其他方面的能力則是毀譽參半。

    根據美國NCTM標準（林福來等，1994）中的數學能力包含：

(一) 解題

   利用解題方式以探討並了解數學內容

   利用累積的數學解題策略解決數學或其他領域的問題

   發掘並形成數學或其他領域的問題

   將數學模式應用到實際的問題上

(二) 溝通

   反映並澄清他們對數學概念和關係的想法

   形成數學定義，並將探討過程中發現的 一般性呈現

   口述或寫出數學概念

   讀懂有關數學的文字敘述

   要求澄清讀過或聽過的有關數學問題

   能欣賞數學符號的簡潔，有力和優美，亦即他在數學概念發展中的角色。

(三) 推理

   學會各種邏輯推理技巧，使學生能推測並檢驗推測結果

   舉反例

   遵照邏輯論證

   判斷論證的價值

   作簡單有效的論證

   證明數學理論，包括間接證法和數學歸納法。

(四) 連結

   辨識同一概念的相等表徵

   連結兩個相等概念的程序

   利用並評估數學概念間的關聯

   利用並評估數學和其他學科的關聯

    大考中心所舉辦的學科能力測驗數學考科主要是測驗學生的基本能力，測驗的內容除了基本概念外，也要評量能否使用這些概念與技巧來解決問題，試題的設計強調解題過程不宜複雜，步驟不宜過多，目前數學考科是採用選擇題與填充題的形式來評估，填充題的答案格式設計成電腦可讀型的方式。大考中心經過多年的研究，針對學科能力測驗數學考科，提出下面測驗目標測驗目標（林福來等，1999）：
A. 概念性：
A1. 辨識某概念的正、反例。
A2. 利用模型、圖形和符號來表達某概念。
A3. 確認概念中基本的數學原理（如：對稱原理、等量公理）。
A4. 知道定義的條件或性質。
A5. 聯結某概念不同的表現形式。
A6. 整合各種概念間的關係。
A7. 從不同情境中，辨識與解釋符號所表達的概念。
A8. 解釋問題中的條件所涉及的概念。
B. 程序性：
B1. 數與符號的運算及估算。
B2. 正確選擇適當的程序。
B3. 讀圖、查表、製作圖表。
B4. 檢驗所用的程序無誤。
C. 解題能力：（運用推理和分析能力）
C1. 辨識並形成問題。
C2. 瞭解條件的充分性與一致性。
C3. 應用適當的定義、定理或性質。
C4. 使用相關的數學知識或策略轉換問題。
C5. 使用或修改或推廣程序。
C6. 運用推理能力。
C7. 檢驗結果的合理性與正確性。
    對於具體的實際問題，通常我們都是採用數學模式的方法來求解，利用數學模式來解決實際問題，我們可區分成下列工作：

(1) 根據實際問題的特點，構造適當的數學模式。

(2) 在所得的數學模式上，進行邏輯推理或數學演算，求出所需的解答。

(3) 連結實際問題，對所得的答案進行深入討論，作出評價和解釋，返回到原來的實際問題中去，形成最終的判斷。

    利用數學模式來解決實際問題的基本過程，我們可用下面圖框來表示。

                               實際問題A

                    構造模式

                                            A的數學模式Q
               納入對應的數學模式

                                            Q的數學模式
                 推理，演算，歸納

                                            Q的數學結果
                       還原

                                            A的解答

    從上面這些分析，我們可將數學解題歷程中所需的能力，分成下面四大部分：

(1)  連結與轉換的能力：

    這種能力是指上述基本架構之構造能力，實際問題與數學模式的連結能力，數學模式與方法型或結構型數學模式間的轉換能力。

(2)  策略與程序的選擇能力：

    這種能力是指上述基本架構中，數學模式的選擇能力，方法型結構型數學模式間的策略選擇能力。

(三) 分析推理和歸納的能力： 

    這種能力是指上述基本架構中，單一數學模式中的分析，推理和歸納的能力。

(四) 運算與估算的能力：

    這種能力是指上述基本架構中，單一數學模式中的運算與估算的能力。

    底下我們將這四種能力作更進一步的說明，並對級分意義作初步的解釋。

(一) 連結與轉換的能力
    這種能力主要在測驗學生以下兩種能力：

1. 數學概念、表徵的連結

2. 數學與實際生活或其他學科的連結

    在這個階段所牽涉到的解題能力可分為兩大類：

1. 數學與其他不同學科，學生校外經驗，社會活動及文化的連結，將涉及其他不同學科，學生校外經驗，社會活動及文化的試題用數學的模式表徵出來。 

2. 數學模式與數學模式間的連結。

    在第一階段中我們設法把試題與數學模式連結起來，我們把實際問題化為數學問題，構造出相對應的數學模式，構造數學模式需要多方面的能力，比如理解實際問題的能力，數學的抽象能力，運用數學工具的能力，判別合理性的能力等， 通常由實際問題構造出數學模式的能力可粗略分為下列三個級分：

(1) 初級

    由實際問題逐字翻譯出來的數學模式，恰好是某個已知的方法型或結構型數學模式的一部分，在這種情形下可以利用已有的數學知識，推求相對應的數學結果。

例1.【86年學科能力測驗選擇題4】

有一個無窮等比級數，其和為
[image: image48.wmf]9

8

，第四項為
[image: image49.wmf]32

3

。已知公比為一有理數，則當公比以最簡分數表示時，其分母為

(1)
2

(2) 3


(3) 4


(4) 6


(5) 8

說明：這個試題可經由逐字翻譯出來，而得到等比級數求末項及公比的方法型數學模式。

(2) 中級

    由實際問題抽離出來的數學，需要經過適當的修正才能納入已知的方法型或結構型數學模式。

例2.【83年學科能力測驗填充題2】

一皮球們離地面10公尺高處落下，首次反彈高度為
[image: image50.wmf]3
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公尺，此後每次反彈高度為其前次反彈高度的
[image: image51.wmf]3

1

，則此球到完全靜止前，所經過路徑的總長度為       公尺。

說明：這個試題可經由逐字翻譯而得到的數學模式，並非標準的無窮等比級數的模式，應該修改首項之後才能得到等比級數求末項及公比的方法型數學模式。

例3.【88年學科能力測驗填充題B】

本金100元，年利率6 %，每半年複利一次，五年期滿，共得本利和為     元。(元以下四捨五入)

說明：這個試題需將題意修改成半年的年利率為3%，期間5年改為10個半年後，才可經由逐字翻譯出來，而得到等比級數求末項及公比的方法型數學模式。

(3) 高級

    由實際問題抽離出來的數學，不能納入已知的方法型或結構型的數學模式，或者很難找到適當的方法型或結構型的數學模式與提議相對應。例如哥尼斯堡七橋問題，由於當時一筆劃理論尚未建立，尤拉所得到的數學模型難以歸結為已知數學模式。

    在第一階段中，我們只是設法把實際問題與數學模式連結起來，這個初始的數學模式是否夠理想？值得我們更深一層去探討。能力較強者可以很輕易的用一個數學模式去連結給定的問題，而且從這個模式出發很容易可以找出解答。

    如果表徵出問題的數學模式不夠理想，或者從選定的數學模式不是很容易可以得出答案，這時候我們需要將選定的數學模式轉換成另外一個有助於求出解答的另一種數學模式，這種數學模式轉換的步驟數，取決於學生連結與轉換的能力。

    能力初級者，只能處理單個學模式，能力中級者，只能處理少數個數學模式的有效轉換，能力高級者，能處理多個數學模式間的有效轉換。因此我門可將連結與轉喚能力分為初中高三個等級：

初級能力：能夠逐字翻譯直接套入方法型或結構型數學模式。

中級能力：能夠修正並選用方法型或結構型數學模式，並進行少量數學模式的轉換。

高初能力：能夠彈性取用方法型或結構型數學模式，並進行數學模式的有效轉換。

    如何選用比較好的數學模式？ 如何將原數學模式轉換成另外一個數學模式，這就牽涉到策略或程序的選擇能力。

(二) 策略或程序的選擇能力

    在數學解題的歷程中，策略或程序的選擇佔著很重要的份量。通常能力超強者往往能先模整個解題過程，然後再定下一個最佳的 解題策略。這是屬於大模大定的範疇。

 至於其他的學生可能將解題的過程細分成兩個階段：

1. 用適當的數學模式來表徵問題，
2. 用適當的策略或程序將原數學模式轉換成另外一個數學模式。
    如何選用適當的數學模式來表徵問題，或如何選用適當的策略或程序將原數學模式轉換成另外一個數學模式，才能出現山窮水盡疑無路，柳暗花明又一村的情境。這是屬於小模小定的範疇。

在小模小定的範疇下，因為機械性試題解法較唯一，所以當試題屬於例行性的基本訓練題時，則此類試題屬於較容易的，學生只需直接套用明顯記憶性的定理與性質，就足夠解決問題，這時學生具備初級能力。

例4.【86年學科能力測驗填充題A】

設
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說明：這個試題題型學生非常熟悉，他們可不加思索直接套用代入法，或套用綜合除法計算，因此本試題在策略或程序選擇方面，是屬於直接套用明顯記憶性的定理，性質或程序階段，學生只需具備初級能力，就足夠解決問題。

例5.【87年學科能力測驗選擇題2】
設
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說明：這個試題 直接交套用代入法， 因此本試題在策略或程序選擇方面，是屬於直接套用明顯記憶性的定義與性質階段，這時學生只需具備初級能力，就足夠解決問題。但部分學生可能被共軛虛根成對出現的概念所誤導。

當試題屬於學生較少訓練的，則因為解法唯一，所以試題屬於較困難的，學生需適當選用定理與程序，才能夠解決問題；這時學生具備中級能力。

例6.【87年學科能力測驗填充題B】
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說明：這個試題表面看起來像是無窮等比級數求和問題，但實際上需要將相鄰兩項合併才能產生無窮等比級數，或者將此級數拆開成兩個無窮等比級數在求和，因此因此本試題在策略或程序選擇方面，是屬於適當選用定理與程序，才能夠解決問題；這時學生具備中級能力。

    當試題屬於學生從未訓練的彈性試題，其解法唯一但不明顯，所以試題屬於最困難的，學生必須經過嘗試錯誤才能正確地使用或修改或推廣程序，去解決問題，這時學生需具備高級能力。歷史上曹植量大象的重量問題，數學王子高斯計算連續整數之和的問題都是屬於此類。

(三) 分析、推理與歸納能力
    分析是在思想中把事物的整體分解成部分，把複雜事物分解成簡單要素，把過程分解成階段，並分別加以研究的思維方法，在數學中，分析是從數學題的代證結論或需求出發，一步一步探索下去，最後達到題設的條件。

    推理是尋求新結果，由已知到未知的重要方法，也是解答數學問題，進行數學證明的基本工具，推理的基本要求是進行推理時，要合乎推理的形式，遵守推理

的規則。

    歸納是根據對某類事物中的 一部份的情況，而作出關於該類事物的一般性結論的推理，通過歸納所得到的猜想，可以給人們提供一定的線索，作為進一步的研究的起點，可以幫助人們發現問題和提出問題 。歸納透過適當的考察數學問題的某些特殊情形，常能給我們一定的信息，幫助我們由特殊性認識普遍性，指明探索方向，發現解題途徑。

(1) 初級

    能舉出反例，能判讀程序的合理性，能觀察數、幾何形體等的特性，分析問題的條件並歸納出結果。
    底下兩題是能觀察數、幾何形體等的特性，分析問題的條件並歸納出結果。
例7.【84年學科能力測驗選擇題3】

圖2表示長方形垛的疊法：

某水果販將橘子堆成長方形垛。若最底層長邊有10個橘子，短邊有5個，則此長方形垛最多有幾個橘子？

(A) 110


(B) 120

(C) 130

(D) 140

(E) 150

例8.【85學科能力測驗選擇題1】


[image: image66.wmf](
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(B)2


(C)4


(D)6


(E)8

(2) 中級

    能作有效簡單的論證，能檢驗結果的合理性與正確性。

例9.【85年學科能力測驗選擇題14】

有一個101項的等差數列
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說明：本試題對給定的條件做出簡單有效的論證，具中級能力就足夠解出。

例10.【87年學科能力測驗選擇題5】

已知「偶數的平方是4的倍數；奇數的平方除以4餘數為1」。考慮五個數：513,226,216,154,145。試問下列何者可以和上述五數中的某一數相加成為完全平方數？

(1) 513


(2) 226

(3) 216

(4) 154

(5) 145

說明：本試題利用給定的條件，歸納出可能的配對。因此在分析推理級歸納方面屬於中級能力。

(3) 高級

    能夠使用間接證法，能夠使用數學歸納法。

(四) 計算與估算的能力

    在同一個數學模式中，進行解題常會牽涉到計算與估算。

    計算方面： 

數學運算通常是指數值的計算與數式的變換，運算的種類包括代數運算，幾何運算，分析運算和邏輯運算各方面，運算的具體內容包括數的計算，式的恆等變換，方程式和不等式的變形，幾種初等函數的運算與求值，幾何量的測量與計算，初等幾何變換以及統計的初等計算等內容，這些內容是學習數學的基礎，也是學習其他學科和解決問題不可缺少的條件。

由此可見，運算能力主要包括兩個部分： 

1. 對具體數字進行計算的能力 。

2. 對數式進行變換的能力

    試題中所牽 涉的公式或計算式有些比較簡單，有些比較複雜，所需計算的數字有些比較簡單，有些數字非常大計算起來非常瑣碎。 因此根據計算量的大小及其數式繁瑣的程度，可粗分為簡單計算及稍複雜的計算及複雜計算。

例11.【84年學科能力測驗選擇題3】

圖2表示長方形垛的疊法：

某水果販將橘子堆成長方形垛。若最底層長邊有10個橘子，短邊有5個，則此長方形垛最多有幾個橘子？

(A) 110


(B) 120

(C) 130

(D) 140

(E) 150

說明：這個試題所牽涉的計算是很簡單的整數四則，因此在計算量上是屬於初級能力。

例12.【84學科能力測驗選擇題2】

若將
[image: image74.wmf]5911

1

4369
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化為最簡分數，則其分母為何？

(A) 100487 


(B) 100489 


(C) 10280 

(D) 25825159 


(E) 25825161

說明：這個試題所牽涉的計算量是求兩個整數的最大公因數，其求法可分為兩大類，一是利用輾轉相除法，或是利用整數的標準因數分解法，前者牽涉到四位數字的輾轉相除法，後者牽涉到大於11的質因數判別方法，因此其計算量應屬於中級能力。

    估算方面，有些學生亂估亂算，結果卻是瞎貓碰上死老鼠，碰上正確的答案，其他學生的估算能力粗略可分為下列三級：

1. 只能作簡單的估算：能夠粗略估計出正確的位數，並作簡單的估算。

2. 能估能算：能夠估計出正確的位數，也能夠計算出準確的估計值。這類學生具備有估算的中級能力。

3. 能使用夾擊原理：能夠有效地使用夾擊原理，很有效率的計算出近似值來。這類學生具備有估算的高級能力。

    將以上能力軸的級分意義作成表二。

表二：能力級分意義表

初  級
中  級
高  級

連結與轉換
能逐字翻譯且直接納入數學模式。
能修正並納入數學模式，並進行少量數學模式之轉換。
能彈性取用有效的數學模式，並進行有效的轉換。

策略與程序

的選擇
直接套用程序或性質
適當選用程序與性質
彈性取用程序與性質

分析推理

與歸納
能舉反例

能判讀程序的合理性

能觀察數形作簡單的歸納
能作簡單有效的論證

能檢驗結果的合理性
能使用間接證法數學歸納法。

運算與估算
能作簡單的估算
能估能算

計算適當
能使用有效方法估算

計算複雜

三、九宮格
為了便於我們將試題分成三個等級，我們將數學的知識內容部分依據前述的分法，分成初、中、高三級，當成橫軸，稱為數學軸。再將所需能力方面也分成初、中、高三級，當成縱軸，稱為能力軸。將試題所在的數學內容及解題所需的能力位置，用九宮格的圖示（如圖一）表現出來。




                              圖一：九宮格

然後將試題所要測試的數學能力依據試題在九宮格的位置，在主對角線之下為初級、在主對角線為中級、主對角線之上為高級，分成三個層級。
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   上述黑色方塊代表試題的材料所在知識級數及所需能力的級數所在位置。下面我們針對歷年的推薦甄試試題作一分析，每一試題在九宮格的位置。


例1.【83年學科能力測驗選擇題1】

設a=
[image: image84.wmf]47

7

+

，則a在那兩個連續整數之間？

(A) 0與1



(B) 1與2



(C) 2與3

(D) 3與4



(E) 4與5

數學軸：實數的基本四則運算，屬初級數學內容。

能力軸：簡單形式的無理數估算，屬初級能力。

            [image: image85.wmf]
層級：測試學生的初級數學能力。

例2.【83年學科能力測驗填充題2】

一皮球離地面10公尺高處落下，首次反彈高度為
[image: image86.wmf]3

10

公尺，此後每次反彈高度為其前次反彈高度的
[image: image87.wmf]3

1

，則此球到完全靜止前，所經過路徑的總長度為       公尺。

數學軸：無窮級數的求和問題，屬中級數學內容。

能力軸：將情境修正後轉換成等比級數數學模式，屬中級能力。

            [image: image88.wmf]
層級：測量學生的中級數學能力。


例3.【83年學科能力測驗填充題10】

已知
[image: image89.wmf]p

為常數，若
[image: image90.wmf]6
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與
[image: image91.wmf]6
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x

的最低公倍式為四次式，則
[image: image92.wmf]p

=      。
數學軸：求含有未知數係數的多項式的輾轉相除法、最高公因式與最低公倍式問題，屬高級數學內容。

能力軸：適當選用性質，並作判斷及多個數學模式轉換，屬高級能力。

            [image: image93.wmf]
層級：測試高級數學能力。

例4.【84年學科能力測驗選擇題2】

若將
[image: image94.wmf]5911

1
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化為最簡分數，則其分母為何？
(A) 100487 


(B) 100489 


(C) 10280 

(D) 25825159 


(E) 25825161

數學軸：整數的因數與倍數問題，不明顯使用輾轉相除法，屬中級數學內容。

能力軸：能作稍複雜的計算，屬中級能力。

            [image: image95.wmf]
層級：測試中級數學能力。


例5.【84年學科能力測驗選擇題3】

圖2表示長方形垛的疊法：

某水果販將橘子堆成長方形垛。若最底層長邊有10個橘子，短邊有5個，則此長方形垛最多有幾個橘子？

(A) 110


(B) 120

(C) 130

(D) 140

(E) 150

數學軸：簡單的級數求和問題，屬初級數學內容。

能力軸：簡單的觀察歸納運用，屬初級能力。

            [image: image96.wmf]
層級：測試初級的數學能力。


例6.【84年學科能力測驗填充題13】

已知二多項式
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則
[image: image99.wmf](
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與
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的乘積中，
[image: image101.wmf]9
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的係數為       。

數學軸：使用(符號的多項式運算，屬中級數學內容。

能力軸：能觀察並作有效歸納係數之間的關係，屬中級能力。

            [image: image102.wmf]
層級：測試中級數學能力。

例7.【85年學科能力測驗選擇1】


[image: image103.wmf](
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(A)1

  (B)2

(C)4


(D)6


(E)8

數學軸：整數基本的除法原理，屬初級的數學內容。

能力軸：能作簡單有效的論證，屬初級能力。

            [image: image104.wmf]
層級：測試初級數學能力。


例8.【85年學科能力測驗選擇題14】
有一個101項的等差數列
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問下列選項那些正確？

(A)
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數學軸：等差數列首尾項和的特性，屬中級數學內容。

能力軸：能使用適當的策略解題並作有效論證，屬高級能力。

            [image: image112.wmf]
層級：測試高級數學能力。

例9.【86年學科能力測驗選擇題4】
有一個無窮等比級數，其和為 
[image: image113.wmf]9

8

，第四項為 
[image: image114.wmf]32

3

。已知公比為一有理數，則當公比以最簡分數表示時，其分母為

(1)
2

(2) 3


(3) 4


(4) 6


(5) 8

數學軸：求等比級數的公比問題，屬初級的數學內容。

能力軸：較多的複雜計算，屬高級能力。

            [image: image115.wmf]
層級：測試中級數學能力。


例10.【86年學科能力測驗填充題A】
設
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[image: image117.wmf](
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數學軸：多項式函數，利用餘式定理求值問題，屬初級數學內容。

能力軸：直接代入計算，屬初級能力。

            [image: image118.wmf]
層級：測試初級數學能力。
例11.【87年學科能力測驗選擇題2】

設
[image: image119.wmf]i
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的一根，則
[image: image121.wmf]a

的值為何？
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[image: image122.wmf]3
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(2)
[image: image123.wmf]2
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[image: image124.wmf]i
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(4)
[image: image125.wmf]2




(5)
[image: image126.wmf]3


數學軸：複數的四則運算，屬中級的數學內容。

能力軸：簡單計算，屬初級能力。

            [image: image127.wmf]
層級：測試學生的初級數學能力。


例12.【87年學科能力測驗選擇題5】
已知「偶數的平方是4的倍數；奇數的平方除以4餘數為1」。考慮五個數：513,226,216,154,145。試問下列何者可以和上述五數中的某一數相加成為完全平方數？

(1) 513


(2) 226

(3) 216

(4) 154

(5) 145

數學軸：整數的因數與倍數意義，屬初級數學內容。

能力軸：適當選用性質，歸納出可能配對，並作檢驗，屬高級的能力。

            [image: image128.wmf]
層級：測試數學中級能力。

例13.【87年學科能力測驗填充題B】
設
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與
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[image: image132.wmf]=
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數學軸：無窮級數的求和問題，屬中級的數學內容。

能力軸：能適當將某些項作合併，屬中級能力。

            [image: image133.wmf]
層級：屬測試中級數學能力。

例14.【87年學科能力測驗填充題F】
在等比數列
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則
[image: image136.wmf]n
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數學軸：等比數列問題，屬初級數學內容。

能力軸：能適當的使用策略及複雜計算與驗證，屬高級能力。

            [image: image137.wmf]
層級：測試數學中級能力。


例15.【87年學科能力測驗填充題H】
設
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數學軸：除式是高次的多項式除法原理問題，屬高級的數學內容。

能力軸：能適當的選用彈性策略解題，屬高級能力。

            [image: image144.wmf]
層級：測試高級數學能力。

例16.【88年學科能力測驗選擇題1】
下列何者是
[image: image145.wmf]100

2

除以10的餘數？

(1) 0

(2) 2


(3) 4


(4) 6


(5) 8

數學軸：整數的基本除法原理，屬初級的數學內容。

能力軸：歸納簡單的規律，屬初級能力。

            [image: image146.wmf]
層級：測試初級數學能力。

例17.【88年學科能力測驗選擇題5】
試選出正確的選項：
(1) 
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數學軸：無窮級數的求和問題，屬中級的數學內容。

能力軸：基本概念的認知，屬初級能力。

            [image: image152.wmf]
層級：測試初級數學能力。

    將歷屆學科能力測驗數與代數的試題在九宮格的位置，全部放在一起，看看歷年來的推薦甄試，主要是測試學生的哪一級數學能力？由歷年來的試題分佈，會較集中在初、中級的數學能力上（參見圖二）。



















                圖二：學科能力測驗數與代數試題九宮格分佈圖

肆、結論與建議

本計劃研擬學科能力測驗的級分意義，大略將考生數學能力分為初、中、高三級，且以二個向度，即能力軸及數學軸，作對應檢驗分析。其中能力軸，數學軸各分三級，形成3×3的對應九宮格，根據以往學科能力測驗的試題數與代數作落點安置，我們發現其分佈現象，值得探討其間的對應關係，可以作為修正架構的參考。

透過九宮格，學生數學能力初、中、高三級分佈圖如下：

初




中




高




圖三：學生數學能力初級分佈圖

初




中




高




圖四：學生數學能力中級分佈圖

初




中




高




圖五：學生數學能力高級分佈圖

    根據數與代數歷屆基本學科能力測驗試題作分析安置如下：(共17題)













發現學科能力測驗試題較集中於初、中級的數學能力上，但每題答對率、鑑別度與初、中、高級數學能力之間的相關，還需要進一步檢驗分析。源於此次取樣試題數（17題）較少，且數學領域限於數與代數，範圍較小，建議研究的數學領域增大，題數相對應的增多之後，可從統計數據的分佈情況，推估之間的相關。

就數學軸而言，其分級的原則根據多重因素（如試題答對率、鑑別度、學生試題背景說明…）進行切割，這樣的切割經驗是否可以遷移至其他數學領域：幾何、統計…，則尚待研究。因為本計劃的數學軸只涉及數與代數，或許各領域分級過程中所涉及的因素不見得相同，建議以此為參考，分級之後，可以從初、中、高三級數學軸的數學內涵中發現內涵中的異同因子，再作結構性的調整。

就能力軸而言，本計劃對學生解題歷程所涉及的能力進行結構性分析，其主要涉及的能力有四種：

1. 連結與轉換的能力

2. 策略或程序的選擇能力

3. 分析、推理與歸納能力

4. 計算與估算的能力

    每種能力都細分為初、中、高三級能力，但討論的過程中，亦曾爭論某些能力只可能發生於高級能力區或初級能力區，有關能力的界定，是否每種能力均可分隔為初、中、高三級，仍持保留態度，建議進一步的研究，加以探討釐清。

    起初研究小組將觀察能力歸於第三類的分析、推理與歸納能力中，經討論發現觀察能力隱含於連結能力，分析與歸納能力之內，甚或與其他能力亦難以切割清楚，故將觀察能力抽取出來納入各能力之內。但我們相信若將能力軸由初、中、高等三級擴充更多的層級時，觀察能力或許將因切割更細而能呈現出來，且獨立存在於能力軸之列。

    形成九宮格的數學能力架構，還需要進一步作向檢驗調整，亦即就數與代數部分，根據數學軸與能力軸的分級，設計九種類別的試題（九宮格之故）作測試，然後就試題結構與學生的作答情形作探究分析，以更深層了解學生初、中、高三級數學能力的界定因子。本計劃目前未列入規劃實施，建議進一步的研究可以參考。

參考資料：

1. 林光賢，李白飛，林福來，蕭益林，林佳蓉，王安蘭，大學入學考試數學科試題分析與命題設計研究報告（三），大學入學考試中心，1993。

2. 林福來，楊宏章，吳家怡，李源順，林佳蓉，八十三年度基礎科目數學考科試題研發工作計畫研究報告，大學入學考試中心，1994。

3. 林福來，黃文達，陳創義，蕭益林，黃淑琴，八十六年度基礎科目數學考科試題研發工作計畫研究報告，大學入學考試中心，1999。

附錄、歷年學科能力測驗關於數與代數的試題與統計資料

一、八十三學年度學科能力測驗試題與統計資料

各統計資料的定義如下：
P＝全部考生答對率

Ph＝高分組(前33%)考生答對率

Pm＝中分組(中間33%)考生答對率

Pl＝低分組(後33%)考生答對率

D＝全部考生鑑別度Ph – Pl
D1＝高、中分組考生鑑別度 Ph –Pm
D2＝中、低分組考生鑑別度Pm– Pl 
T＝多重選擇題答對率

     *＝選擇題答案

【83學科能力測驗選擇題1】
設a=
[image: image153.wmf]47

7

+

，則a在那兩個連續整數之間？

(A)0與1



(B)1與2



(C)2與3

(D)3與4



(E)4與5

P
Ph
Pm
Pl
D
D1
D2
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97
95
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2
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未答
A
B
C
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T

H
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0

0

0

0
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2
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1
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4

1

2

11
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77
3

0

2
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學生的背景：學生用直式開方比採用十分法更熟悉

概念：符號的表徵

程序：操作數的運算與估算

      數字簡單易估算

解題策略：1. 選用直式開方

          2. 平方根的估算

【83年學科能力測驗填充題2】

一皮球們離地面10公尺高處落下，首次反彈高度為
[image: image154.wmf]3

10

公尺，此後每次反彈高度為其前次反彈高度的
[image: image155.wmf]3

1

，則此球到完全靜止前，所經過路徑的總長度為       公尺。

答案：20   P=57、D=62

學生背景：題型學生常見，但解讀題目時，未必容易看出圖形表徵

概念：無窮等比級數公比與求和

程序：正確選擇無窮等比級數之求和公式

      數字及計算都算簡單

解題：轉換敘述為等比數的式子

陷阱：計算路徑總長度，第一項計算一次，但其他各項需計算兩次

【83年學科能力測驗填充題10】

已知
[image: image156.wmf]p

為常數，若
[image: image157.wmf]6
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與
[image: image158.wmf]6

3

+

+

px

x

的最低公倍式為四次式，則
[image: image159.wmf]p

=      。
答案：–7   P=35、D=55

學生背景：學生對代數的轉換能力本來就不高，雖然題型熟悉，但需有類比能力，學生處理起來會有困擾

概念：最低公倍式，最高公因式

      因式處理

程序：1. 利用代數式的轉換求出一次公因式

      2. 選用因式定理求P值

解題：概念的連接，

      最小公倍式為4次
[image: image160.wmf]Þ

最高公因式為一次

      強調類比的能力

二、八十四學年度學科能力測驗試題與統計資料

各統計資料的定義如下：
P＝全部考生答對率

Ph＝高分組(前33%)考生答對率

Pm＝中分組(中間33%)考生答對率

Pl＝低分組(後33%)考生答對率

D＝全部考生鑑別度Ph – Pl
D1＝高、中分組考生鑑別度 Ph –Pm
D2＝中、低分組考生鑑別度Pm– Pl 
T＝多重選擇題答對率

     *＝選擇題答案

【84學科能力測驗選擇題2】

若將
[image: image161.wmf]5911

1

4369

1
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化為最簡分數，則其分母為何？

(A) 100487 


(B) 100489 


(C) 10280 

(D) 25825159 


(E) 25825161

P
Ph
Pm
Pl
D
D1
D2

61
83
65
36
46
18
29


未答
*A
B
C
D
E

T
0
61
 3
 2
32
 1

H
0
83
 2
 1
14
 0

M
0
65
 3
 2
29
 1

L
0
36
 5
 4
52
 1

學生背景：

1. 數字很大，而且確知是求最大因數時，學生會選用輾轉相除法

2. 一般學生直接用通分

概念：最簡分數→易

程序：1. 因數分解 5911=257×23

                 4369=257×17

數字超過學生經常使用的範圍（質因數並非2,3,5,7,11） 

      2. 輾轉相除法數字稍大容易錯

解題策略：1. 通分

2. 使用輾轉相除法

解題行為：1. 誤判兩個分母為互質，直接分母相乘

2. 求出最大公因數

【84年學科能力測驗選擇題3】

圖2表示長方形垛的疊法：

某水果販將橘子堆成長方形垛。若最底層長邊有10個橘子，短邊有5個，則此長方形垛最多有幾個橘子？

(A) 110


(B) 120

(C) 130

(D) 140

(E) 150

P
Ph
Pm
Pl
D
D1
D2

90
98
93
78
19
 5
15


未答
A
B
*C
D
E

T
0
 2
 4
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 2
 2

H
0
 1
 1
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 1
 0

M
0
 1
 3
93
 2
 1

L
0
 4
 8
78
 5
 4

學生背景：題目與題型學生相當熟悉，加上題目配有圖形，學生易從圖形推得規律

概念：堆垛有圖形輔助不成問題

程序：數字很小易處理

      很容易讀圖

解題策略：1. 選用分層策略，計算每層的個數

          2. 歸納出各層間的規律性

【84學科能力測驗填充題13】
已知二多項式


[image: image162.wmf](

)

(

)

å

=

+

=

+

+

×

×

×

+

+

+

=

10

0

10

9

2

1

11

10

3

2

1

i

i

x

i

x

x

x

x

x

P


與
[image: image163.wmf](

)

(

)

å

=

+

=

+

+

×

×

×

+

+

+

=

5

0

2

10

8

4

2

1

2

11

9

5

3

1

i

i

x

i

x

x

x

x

x

Q


則
[image: image164.wmf](
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與
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的乘積中，
[image: image166.wmf]9

x

的係數為       。

答案：110   P=60、Ph=85、Pl=31

學生背景：1. 如果多項式項數齊全，學生計算乘積應無問題

          2. 題目中
[image: image167.wmf](
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，中間未寫出之項可能引起

學生因擾

          3. 求和符號的轉換構成部份學生的困擾

概念：多項式，求和符號

      多項式的係數

      兩個多項式的乘積

程序：1. 多項式的乘法

      2. 寫出完整的多項式

解題策略：1. 採用直式乘法

2. 找出構成
[image: image168.wmf]9
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項的對應數列
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三、八十五學年度學科能力測驗試題與統計資料

各統計資料的定義如下：
P＝全部考生答對率

Ph＝高分組(前33%)考生答對率

Pm＝中分組(中間33%)考生答對率

Pl＝低分組(後33%)考生答對率

D＝全部考生鑑別度Ph – Pl
D1＝高、中分組考生鑑別度 Ph –Pm
D2＝中、低分組考生鑑別度Pm– Pl 
T＝多重選擇題答對率

     *＝選擇題答案

【85學科能力測驗選擇題1】
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學生背景：1. 雖然現行課本沒有這類題型，但坊間參考書都強調比題型

            因此學生並不陌生

2. 學生很容易選擇適當的策略去處理

概念：餘數（顯然）

      指數

程序：同餘數的計算（簡單）

解題策略：選用同餘式的策略（容易）

          選用遞迴數列的策略

【85年學科能力測驗選擇題14】

有一個101項的等差數列
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，其和為0，且
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學生背景：具備初級能力的學生對足碼的變換並非很清楚，有14%的學生直接

          由
[image: image189.wmf]71
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導出
[image: image190.wmf]51
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，大部份學生對等差數列的未項及求和公式

          熟悉。

概念：等差數列的一般項與和

程序：1. 利用給定的條件和為0及
[image: image191.wmf]71
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，直接求出首項與公差

      2. 利用等差數列，
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之和為定數的性質，作出邏輯的推論

四、八十六學年度學科能力測驗試題與統計資料

各統計資料的定義如下：
P＝全部考生答對率

Ph＝高分組(前33%)考生答對率

Pm＝中分組(中間33%)考生答對率

Pl＝低分組(後33%)考生答對率

D＝全部考生鑑別度Ph – Pl
D1＝高、中分組考生鑑別度 Ph –Pm
D2＝中、低分組考生鑑別度Pm– Pl 
T＝多重選擇題答對率

     *＝選擇題答案

【86年學科能力測驗選擇題4】

有一個無窮等比級數，其和為
[image: image193.wmf]9

8

，第四項為
[image: image194.wmf]32

3

。已知公比為一有理數，則當公比以最簡分數表示時，其分母為
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學生背景：無窮等比級數公式及求和學生應會善用，但碰上4次方程式

          多數學生會束手無策

概念：有理數，最簡分數

      無窮等比級數末項與和

程序：等比級數的末項公式及求和公式

      四次方程式

解題：1. 將無窮等比級數問題轉換成解方程問題

      2. 利用假設條件，
[image: image195.wmf]r

為最簡分數，導出
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【86年學科能力測驗填充題A】
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，則
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答案：6
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學生背景：題型熟悉，學生很容易處理

概念：函數的值

      餘數

程序：綜合除法

      整數的四則運算

解題：選用綜合除法求餘數

      直接代入

五、八十七學年度學科能力測驗試題與統計資料

各統計資料的定義如下：
P＝全部考生答對率

Ph＝高分組(前33%)考生答對率

Pm＝中分組(中間33%)考生答對率

Pl＝低分組(後33%)考生答對率

D＝全部考生鑑別度Ph – Pl
D1＝高、中分組考生鑑別度 Ph –Pm
D2＝中、低分組考生鑑別度Pm– Pl 
T＝多重選擇題答對率

     *＝選擇題答案

【87年學科能力測驗選擇題2】
設
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的一根，則
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未答
1
2
3
4
5

T
0
50
22
12
7
7

H
0
80
10
3
1
5

M
0
51
24
10
6
8

L
0
20
33
23
14
8

學生背景：看到這種題目，學生直接代入計算佔多數，捨根與係數的關係不用

          主要原因在於覺得容易算錯

概念：方程式的根

      根與係數的關係

      共軛複根

程序：直接代入，解複係數一次方程式

      直接代入，分割成實部虛部，解一次實係數方程式

      利用根與係數的關係，求出另一根，找出兩根之和

      複數的四則運算

解題：1. 選用直接代入策略，但會牽涉到複數的四則運算

      2. 選用根與係數的關係，但部份學生會誤用複數多項式也有失軛複根的性質

【87年學科能力測驗選擇題5】

已知「偶數的平方是4的倍數；奇數的平方除以4餘數為1」。考慮五個數：513,226,216,154,145。試問下列何者可以和上述五數中的某一數相加成為完全平方數？

(1) 513


(2) 226

(3) 216

(4) 154

(5) 145

P
Ph
Pm
Pl
T
D
D1
D2

37
49
37
26
22
23
12
11


未答
1
2
3
*4
5

T
0
 5
26
36
27
 5

H
0
 2
18
29
45
 5

M
0
 5
30
37
20
 6

L
0
 7
31
42
14
 4

學生背景：大部份學生是將513,226,216,154,145作嘗試性的運算處理，

          對於題目給定的敘述未能充分的利用

概念：完全平方數，餘數

程序：數字尚可容忍，但需檢驗的配對可能多些

解題：1. 將給定的數字作嘗試性的處理

      2. 充分利用題目的提示，找出用4除的餘數，推出可能的組合再一一檢驗

【87年學科能力測驗填充題B】

設
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與
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均為實數。若
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[image: image210.wmf]=
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答案：9

P
Ph
Pm
Pl
D
D1
D2

44
83
40
 8
75
42
33

學生背景：學生對單項的等比級數之求和比較熟悉

          但對雙項的等比級數，會有一些困擾

概念：無窮數列之和

程序：無窮級數的拼項構成一個新的無窮級數

      還原一個無窮級數為兩個無窮級數之和

解題： 採用單項等比：
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       採用雙項等比：
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【87年學科能力測驗填充題F】

在等比數列
[image: image213.wmf]n
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中

則
[image: image214.wmf]n
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的公比=      。

答案：
[image: image215.wmf]2
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Ph
Pm
Pl
D
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D2

35
70
29
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65
41
24

學生背景：學生對跑標的認識，及操弄不自然

          造成關係式的察覺不清，影響作答

概念：數列，公比

程序：等比級數的一般項公式

      遞迴數列的判讀

      一次或二次方程式的求解

解題：1. 寫出
[image: image216.wmf]4
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      2. 由遞迴關係式
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【87年學科能力測驗填充題H】

設
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答案：
[image: image226.wmf]5
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學生背景：學生對於除法原理中的關係式

              被除式=除式×商式+除式

          的弄不熟悉，較易造成關係式轉換上的困難

          題型的新穎，本質較難

概念：餘式

      除法原理（深）

程序：代式數的轉換     

      複根的因式定理   

解題策略：選用適當策略（難）

1.  選用未定係數法

2.  選用複根的因式定理
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3.  選用抽象的代數式轉換
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 EMBED Equation.3  [image: image232.wmf]
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六、八十八學年度學科能力測驗試題與統計資料

各統計資料的定義如下：
P＝全部考生答對率

Ph＝高分組(前33%)考生答對率

Pm＝中分組(中間33%)考生答對率

Pl＝低分組(後33%)考生答對率

D＝全部考生鑑別度Ph – Pl
D1＝高、中分組考生鑑別度 Ph –Pm
D2＝中、低分組考生鑑別度Pm– Pl 
T＝多重選擇題答對率

     *＝選擇題答案

【88年學科能力測驗選擇題1】

下列何者是
[image: image235.wmf]100

2

除以10的餘數？

(1) 0

(2) 2


(3) 4


(4) 6


(5) 8

P
Ph
Pm
Pl
D
D1
D2

65
90
69
37
53
21
32


未答
1
2
3
*4
5

T
0
8
10
13
65
3

H
0
2
4
3
90
1

M
0
6
9
11
69
3

L
0
16
17
24
37
5

學生背景：學生也容易透過操弄指數的變化尋找餘數的規律性

概念：指數，餘數

程序：指數的同餘計算

解題策略：透過指數的同餘，找尋餘數的規律性

題型陷阱：無

【88年學科能力測驗選擇題5】

試選出正確的選項：
 (1) 
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Ph
Pm
Pl
T
D
D1
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77
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37
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40
16
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未答
1
*2
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*4
*5

T
0
36
94
89
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H
0
23
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M
0
39
97
95
96
69

L
0
46
85
74
87
49

學生背景： 1. 國中學了不少無理數。高中學生容易區分有理數與無理數

2. 將循環小數化為分數的公式，學生很熟悉，但多半不知其原理

3. 高中引入無窮級數，但淡化了收歛的概念，學生對“=”與“收斂

值”沒有深刻的辨識

概念：有理數，循環小數

      符號的表徵

程序：循環小數與分數的轉換

      無窮級數的和

解題策略：1. 選用轉換公式將循環小數化成分數

          2. 觀察歸納能力

【88年學科能力測驗選擇題6】

三次方程式
[image: image241.wmf]0
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在下列那些連續整數之間有根？
 (1) –2與 –1之間  
 (2) –1與 0之間  

(3) 0與 1之間 

 (4) 1與 2之間  
 (5) 2與 3之間
P
Ph
Pm
Pl
T
D
D1
D2

61
89
65
28
54
61
24
37


未答
*1
*2
3
*4
5

T
0
74
81
25
76
10

H
0
93
94
6
94
2

M
0
77
82
21
78
8

L
0
53
65
47
56
18

【88年學科能力測驗填充題B】

本金100元，年利率6 %，每半年複利一次，五年期滿，共得本利和為     元。(元以下四捨五入)

答案：134

P
Ph
Pm
Pl
D
D1
D2

15
35
 8
 2
33
28
 6

學生背景：勘根定理的應用在課本的例題與習題很常見，對於學生而言選用勘根

          定理作為解題策略是顯易的，不過學生對函數所表徵的圖形並沒有什

          麼概念

概念：三次方程式，根，勘根定理

程序：計算函數在
[image: image242.wmf]3
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的值，數字小，計算簡單，

      但計算的式子共有七個，個數不算小

解題策略：1. 大部份同學選用勘根定理

          2. 部份學生採用因式分解以求根，但遇上阻礙，於是亂猜
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